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摘  要: 表约束是一种外延的知识表示方法,每个约束在对应的变量集上列举出所有支持或禁止的元组.广义弧

相容 (generalized arc consistency, 简称 GAC) 是求解约束满足问题应用最广泛的相容性 .Simple Tabular 
Reduction(STR)是一类高效的维持 GAC 的算法.在回溯搜索中,STR 动态地删除无效元组,降低了查找支持的开销,
并拥有单位时间的回溯代价,在高元表约束上获得了广泛运用,并有大量基于 STR 的改进算法被提出,其中,元组集

的压缩表示是目前研究较多的方法.同样基于动态维持元组集有效部分的思想,为 STR 提出一种检测并删除无效元

组和为变量更新支持的算法,作用于原始表约束并拥有单位时间的回溯代价.实验结果表明,该算法在表约束上维持

GAC 的效率普遍高于现有的非基于压缩表示的 STR 算法,并且在一些实例上的效率高于最新的基于元组集压缩表

示的 STR 算法. 
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Abstract:  Table constraints define an arbitrary constraint explicitly as a set of solutions or non-solutions. Generalized arc consistency 
(GAC) is the most widely used consistency for solving non-binary constraint satisfaction problems (CSPs). Simple tabular reduction 
(STR), which dynamically deletes invalid tuples during search, speeds up the process of updating supports for variables and can restore in 
constant time when backtrack occurs. STR achieves dynamically maintaining valid parts of tables during search, which has been shown to 
be efficient for enforcing GAC. Recent research on improving STR mainly focuses on the compressed representation of tables. In this 
study, a new algorithm is proposed based on dynamically maintaining valid parts of tables, which deletes invalid tuples and updates 
supports when enforcing GAC on table constraints. The proposed algorithm is applied to original table constraints and can also restore in 
constant time. Experimental evaluations show that the proposed algorithm outperforms existing STR algorithms without table 
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compression. In some classes of problems, the proposed algorithm is even more efficient than state-of-the-art compression based STR 
algorithms. 
Key words:  constraint satisfaction problem; simple tabular reduction; table constraint; generalized arc consistency 

约束传播(或局部相容性)作为一种有限的推理方法[1],被广泛应用于求解约束满足问题.目前比较成功的一

种方法是将回溯搜索与约束传播相结合,在预处理以及回溯搜索的每一阶段删除不满足相容性的赋值来降低

搜索空间.局部相容性根据用于推理的约束子网的规模可以分为不同强度的相容性,通常,更强的相容性意味着

更强的剪枝能力和更高的实现复杂度,而广义弧相容(generalized arc consistency,简称 GAC)是研究最多且应用

最广泛的局部相容性方法. 
近年来,在配置、数据库、偏好建模等领域有着重要应用的表约束求解方法受到了大量学者关注.表约束

上的弧相容算法研究诞生了许多成功的技术,其中,simple tubular reduction(STR)[2]是一种可以动态维持元组集

有效部分的算法.STR 使用一种简单的数据结构 sparse set[3,4]表示元组的序号,具有增量维持元组集的有效部分

以及单位时间的回溯代价的性质.STR2[5]对 STR 提出两点改进:(1) 只对相邻两次调用中元组对应变量论域发

生改变的位置检测有效性,实现了增量检测元组有效性;(2) 当变量中所有值均找到支持时,停止为该变量查找

支持,避免了无用的支持查找.STR3[6]类似 GAC4 是路径最优的,通过查询 dual table,找到并删除无效值对应的

无效元组,再通过被删除的无效元组为其他变量值更新支持.这避免了 STR2 中可能存在的对约束表同一区域

的重复查找,但 dual table中需要处理的元组数目是原始表中约束元数的倍数,当约束元数较高时,同样会存在较

多重复的查找,路径最优方法对于能否提升维持 GAC 的效率并不明确.例如,在多数实例上,STR2 的效率优于

STR3[7,8].AdaptiveSTR[9]给出了一种自适应的表缩减方法,可以根据当前约束表中有效部分的规模,自适应地选

择代价较低的表缩减策略.文献[10]改善了 STR2 在有效元组集缩减较慢时的性能. 
将元组集压缩表示可以降低待处理的元组集的规模,也是一种有效的提高维持 GAC 效率的方法,并受到了

深入的研究.其中,MDD 算法[11]将每个约束的元组集建成一个多值决策图,当多值决策图中同构的子图较多时,
压缩率较高.在基于 STR 的压缩方法中,STR2-C 和 STR3-C[12]将多个元组表示为一个 c-tuples[13];ShortSTR[14]

将多个元组表示为一个短元组 ;STR-slice[15]将多个元组表示为关联模式的子表 ;STRbit[16]用和 Compact- 
Table[17]均采用比特位表示元组序号,一次比特操作可以同时处理多个元组.此类元组集压缩方法维持 GAC 的

效率受限于压缩率 ,当压缩率较高时加速显著;当压缩率降低时 ,加速效果减弱 ,部分方法会发生退化 ,例如 , 
MDDc、STR2-C、STR3-C 在压缩率较低的问题上效率低于 STR2,STR3. 

表约束上的高阶相容性算法[18−21]也受到广泛研究,目前应用较为成功的高阶相容性有 pairwise consistency 
(PWC)[22]以及弱化版 PWC,从降低维护代价的角度出发,最新的维持高阶相容性算法,例如 FE[8]、FDE[23],均采

用对约束问题重构的策略,并证明了采用特定的重构方法,在重构后的问题上维持 GAC 等价于对原问题维持

PWC 或更高阶段相容性.值得注意的是,这些方法均通过实验证实,使用 STR2 对重构后的问题维持 GAC 的效

率高于 MDDc,STR3 在重构问题上维持 GAC 的效率. 
本文提出的 STR2*是一种非基于表压缩的 STR 算法,具有直接处理原始表、实现简单等特点.STR2*采用

了一种全新的动态维持元组集有效部分的方法,包含效率更高的检测元组有效性以及为变量值更新支持的方

法.实验结果表明,STR2*拥有比 STR2 和 STR3 更高的维持 GAC 的效率,在元组集数目极小时,STR2*趋近于

STR2;在元组集数目增多时,STR2*相对于 STR2 和 STR3 提升显著.对于元组集规模缩减较快的问题,STR2*优
于现有的基于表压缩的算法. 

1   背景知识 

一个约束满足问题 P=(X,C),其中,X 是变量集合{x1,...,xn},C 是约束集合{c1,...,ce}.dom(x)是 x∈X 的当前有效

论域.我们使用(x,a)表示 x 的一个值 a(在不引起混淆的情况下,也可直接表示为 a),如果 a∈dom(x),我们称 a 是有

效的;否则,a 是无效的.每个 c∈C 包括两个部分:scp(c)是 X 中有序的变量子集,表示 c 的约束范围,c 的元数是 
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|scp(c)|;rel(c)是与 scp(c)对应的元组的集合.给定 scp(c)={x1,...,xn},rel(c)⊆
1

( )ij

r

j
dom x

=∏ 表示 scp(c)包含的变量中 

所有可满足的值的组合的集合.我们规定,所有元组集都是有序的.给定一个有序变量集合 S⊆scp(c)和一个元组

t∈rel(c),t 关于 S 的投影 t[S]表示 t 中与 S 中变量对应的部分.t 是(x,a)在 c 中支持 iff t[x]=a.t 关于 x 是有效的 iff 
t[x]∈dom[x];t 是有效的 iff 对于任意 x∈scp(c),t 关于 x 是有效的;c 关于 x∈scp(c)是有效的 iff 对于任意 t∈c,t
关于 x 是有效的;c 是有效的 iff 对于任意 x∈scp(c),c 关于 x 是有效的.显然,c 是有效的 iff c 中所有元组都是有

效的. 
定义 1(广义弧相容 generalized arc consistency(GAC)). 对于一个约束满足问题 P,(x,a)关于 c 是 GAC 的

iff c 中存在一个(x,a)的有效支持;x 关于 c 是 GAC 的 iff 对于任意 a∈dom(x),(x,a)关于 c 是 GAC 的;c 是 GAC 的

iff 对于任意 x∈scp(c),x 关于 c 是 GAC 的;P 是 GAC 的 iff 对于任意 c∈C,c 是 GAC 的. 
P 的一个解是一个约束范围为 X 的有效元组,使得所有约束都被满足,P 是可满足的 iff 存在至少一个解.确

定一个约束满足问题是否是可满足的是 NP-hard.显然,当一个值(x,a)不是 GAC 时,该值不会出现在任何解中,
维持 GAC 就是通过在回溯搜索的每一个阶段删除所有不满足 GAC 的值,产生对搜索树剪枝的效果. 

2   STR2* 

STR2*基于回溯搜索中动态维持元组集的有效部分的思想,即在搜索的每一阶段变量论域发生删减时,删
除所有与被删除的值关联的无效元组;同时,在回溯时恢复因回溯而重新变为有效的元组.STR2*采用如下数据

结构. 
• table(c)是存储了正表约束 c 中所有元组的数组 ,每个元组按在 table(c)数组中的位置唯一标识 , 

table(c).length 表示约束 c 中元组的总个数. 
• position(c)是存储了约束 c 中每个元组在 table(c)中的位置的数组 ,c 中第 i 个元组为 table(c) 

[position(c)[i]].在任意时刻,position(c)中的值是{0,1,2,...,table(c).length−1}的排列. 
• currentLimit(c) 是一个记录 position(c) 中最后一个有效元组位置的整数 ,−1≤currentLimit(c)≤ 

position(c).length−1,当 currentLimit(c)=−1 时,c 中当前有效元组数目为 0. 
• levelLimit(c)记录回溯搜索中每一次赋值前 position(c)中最后一个有效元素的位置 , 用于对

currentLimit(c)的备份和恢复. 
table(c)是一个仅用于查询的表,在 STR2*中,一个约束 c 中第 n 个元组对应变量 x 位置的取值为 a= 

table(c,x)[t].由于 c 中元组的个数远大于约束的元数,采用这种表示方法的 table(c)可以最大限度地利用连续的

存储空间 ,加速查询速度 .position(c)中包含了回溯搜索中 c 的当前有效元组和无效元组两个部分 ,其中 , 
position(c)[0]到 position(c)[currentLimit(c)]是有效部分,position(c)[currentLimit(c)+1]到 position(c)[position(c). 
length−1]是无效部分 .当一个元组 position(c)[i]因无效被删除时 ,我们只需将 position(c)[i]与 position(c) 
[currentLimit(c)]交换,然后将 currentLimit(c)减 1.而回溯时只需恢复 currentLimit(c)的值,便实现了对已删元组的

恢复.显然,回溯发生后,元组在 position(c)中的顺序发生了改变,但这不影响算法的正确性.借助于上述数据结

构,STR2*可以动态地维持元组集的有效部分,并且只需要单位时间的恢复代价.STR2*基本沿用了STR2的数据

结构,只是 table(c)采用了一种与 STR2 中 table(c)[5]互补的表示方法. 
STR2*包含两个部分.第 1 部分对应于算法 1 的第 1 行~第 11 行,算法检测约束 c 中元组有效性并删除无效

元组.一个元组是无效的当且仅当存在至少一个(x,a)∈t 是无效的.对于任一变量 x∈scp(c),如果 dom(x)在上次调

用 STR2*后没有发生改变,则 c 中所有元组关于 x 仍然是有效的,无需再次检测.因此,我们仅对 c 中元组在变量

论域发生改变的位置上检测有效性.我们通过变量的时间戳和其所在约束的时间戳大小关系,识别变量论域在

上一次调用 STR2*后是否发生改变,每一个约束 c 和每一个变量 x 在回溯搜索中被赋予一个全局唯一的时间

戳.time 是一个全局计数器,用于标识不同事件发生的先后次序和更新变量和约束的时间戳,变量 x 论域发生改

变时,stamp[x]被更新为当前的 time;在约束 c 上 STR2*时,stamp[c]被更新为当前的 time.当 stamp[x]<stamp[c]时,
说明在最近一次对 c 调用 STR2*后,dom(x)没有发生改变,算法 1 跳过对该变量的有效性检测,对应于算法 1 的
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第 3 行、第 4 行.根据变量时间戳和约束时间戳记录的信息可知,初始阶段,所有变量的时间戳均应大于该变量

所在的所有约束的时间戳;当约束网络满足 GAC 时,所有变量的时间戳均应小于该变量所在的所有约束的时间

戳.STR2*的第 1 部分中,外层循环是对约束包含的变量的迭代,内层循环是对当前有效元组的迭代.每检测完 c
关于一个变量 x 的有效性后,会有一部分关于 x 无效的元组被删除,currentLimit(c)随之减小.因此,随着外层循环

对变量的迭代,内层循环的迭代次数逐渐减小. 
图 1 是 STR2*在检测阶段动态维持当前有效表的一个例子,scp(c)={x,y,z}. 
• 图 1(a)是约束 c 的 table(c),假设初始阶段约束 c 的状态为 currentLimit(c)=10,约束 c 中满足 stamp[x]> 

stamp[c]的变量集合为{x,y,z},dom(x)={a,b},dom(y)={b},dom(z)={a,c}. 
• 图 1(b)是检测 c 关于 x 的有效性,即检测 position(c)[0]到 position(c)[10]中,元组关于 x 的有效性.8-th~ 

10-th 元组被删除,currentLimit(c)=7. 
• 图 1(c)是检测 c 关于 y 的有效性,即检测 position(c)[0]到 position(c)[7]中,元组关于 y 的有效性.2-th~ 

4-th、7-th 元组被删除,currentLimit(c)=3. 
• 图 1(d)是检测 c 关于 z 的有效性,即检测 position(c)[0]到 position(c)[3]中元组关于 z 的有效性.5-th、0-th

元组被删除,currentLimit(c)=3. 
最终,c 的当前有效元组为 6-th、1-th 元组. 

 table  position  position  position 
 x y z          

0 (a,b,b)  0 0  0 0  0 6
1 (a,b,c)  1 1  1 1  1 1
2 (a,c,a)  2 2  2 6  2 0
3 (a,c,b)  3 3  3 5  3 5
4 (b,a,a)  4 4  4 2  4 2
5 (b,b,b)  5 5  5 3  5 3
6 (b,b,c)  6 6  6 4  6 4
7 (b,c,a)  7 7  7 7  7 7
8 (c,a,b)  8 8  8 8  8 8
9 (c,a,c)  9 9  9 9  9 9

10 (c,b,c)  10 10  10 10  10 10 
           
  currentLimit  currentLimit  currentLimit  

 (a)  (b)  (c)  (d) 

Fig.1  Demonstration of executing STR2* on the constraint c 
图 1  STR2*在表约束 c 上的执行演示 

STR2*的第 2 部分对应于算法 1 的第 12 行~第 26 行,算法分别为未赋值变量更新支持,并删除没有支持的

变量值.外层是对变量的迭代,内层循环是对当前有效元组的迭代.当 size=|dom(x)|时,dom(x)中所有值均找到支

持,算法跳出当前迭代,对应于算法 1 的第 21 行、第 22 行.所有论域发生删减的变量被更新时间戳,并放入集合

Xevt.c 中所有变量均被处理后,更新 c 的时间戳. 
算法 1. STR2*(c:constraint):set of variables. 
1  Save currentLimit(c) to levelLimit(c) 
2  foreach x∈scp(c) do 
3    if stamp[x]<stamp[c] then 
4      continue 
5    for i=currentLimit(c) to 0 do 
6      index=position(c)[i] 
7      if table(c,x)[index]∉dom(x) then 
8        Swap position(c)[i] and position(c)[currentLimit(c)] 
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9        currentLimit(c)=currentLimit(c)−1 
10 if currentLimit(c)=−1 then 
11   throw inconsistency 
12 Xevt←∅ 
13 foreach x∈scp(c) do 
14   if x is assigned then 
15     continue 
16   size=|dom(x)| 
17   dom(x)←∅ 
18   for i=0 to currentLimit(c) do 
19     index=position(c)[i] 
20     if table(c,x)[index]∉dom(x) then 
21       dom(x)=dom(x)∪a 
22       if |dom(x)|=size then 
23         break 
24   if |dom(x)|≠size then 
25     setStamp(x) 
26     Xevt=Xevt∪x 
27 setStamp(c) 
28 return Xevt 
算法 2. setStamp(m:index of variable or constraint). 
1  time=time+1 
2  stamp[m]=time 

2.1   复杂度分析 

性质 1. 对于包含 n 个元组的 r 元约束 c,STR2*的时间复杂度为 O(r+(Sval+Ssup)×n),其中,Sval 表示 c 中满

足 stamp[x]>stamp[c]的个数,Ssup 表示 c 中未赋值变量的个数. 
证明:算法 1 的第 2 行和第 12 行的时间复杂度为 O(r),检测元组集关于一个变量有效性的复杂度为 O(n),

因此,第 1 部分的时间复杂度为 O(r+Sval×n).在剩余的有效元组集上,为一个变量查找支持的复杂度为 O(n),因
此,第 2 部分的时间复杂度为 O(r+Ssup×n).STR2*的总时间复杂度为 O(r+(Sval+Ssup)×n). □ 

3   实验结果及分析 

我们在非二元正表约束上测试 STR2*与现有 STR 算法的性能.测试所用实例均来自 CSP 求解大赛,可在

http://www.cril.univ-artois.fr/~lecoutre/#下载.我们测试了正表实例,并将部分包含负表的实例转换成正表测试.
程序采用 java 编写,运行环境为 Intel i5@3.2Ghz 处理器、4GB 内存、windows10 64 位操作系统.回溯搜索采用

dom/ddeg 的变量启发式、字典序的值启发式和 domv 的 revise 启发式[24].每个实例的求解时间上限为 600s,T/O
表示求解时间超过 600s,所有算法均在找到第 1 组解或判定无解后结束. 

表 1 分别给出了 STR2*、STR2 和 STR3 在多组实例集上的平均运行结果.#表示每组实例集测试的实例的

个数;STR2*、STR2 和 STR3 分别表示 3 种算法的平均运行时间,单位是 s;avgTuple 是回溯搜索中表约束的平均

大小;avgP 是 avgTuple 与初始表约束大小的比值;avgSval 是回溯搜索中 Sval 的平均大小.在图 2 的散点图中,
每个点表示一个实例. 
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Table 1  Mean results of different algorithms 
表 1  不同算法的平均结果 

Instances # STR2* STR2 STR3 avgTuple avgSval avgP 
rand-3-20 50 32.744 61.268 54.079 222.906 1.753 0.078 

rand-3-20-fcd 50 16.343 34.709 29.868 224.488 1.752 0.078 
rand-3-24 15 195.914 4 T/O 4 T/O 337.876 1.741 0.067 

rand-3-24-fcd 17 80.814 196.757 168.854 329.807 1.738 0.066 
rand-5-12 50 4.431 20.799 4.680 3 077.072 1.998 0.247 
rand-8-20 20 4.000 8.512 124.692 212.903 2.258 0.002 

rand-10-20 20 0.024 0.052 0.132 451.551 2.634 0.045 
rand-10-60 32 37.639 2 T/O 68.038 12 161.600 2.461 0.237 
rand-15-23 25 4.541 9.306 227.140 299.917 2.360 0.002 
half-7-25 19 159.918 5 T/O 14 T/O 373.558 2.177 0.009 
rand-5-2X 50 2.367 9.164 5.227 2 512.614 2.536 0.100 
rand-5-4X 50 13.553 60.470 37.335 2 518.494 2.408 0.050 
MDD0.7 8 150.795 4 T/O 4 T/O 1 123.617 2.185 0.029 
MDD0.9 9 12.806 59.773 42.123 3 751.315 2.188 0.096 
bddsmall 35 3.192 7.073 M/O 4 799.433 1.692 0.083 

lexVg 63 1.025 2.085 1.802 356.549 5.530 0.177 
ukVg 42 15.836 39.812 20.248 1 462.250 3.839 0.237 

wordsVg 65 3.504 7.518 6.673 655.858 5.321 0.193 
ogdVg 43 22.229 2 T/O 15.029 5 327.973 4.066 0.330 

cril 1 188.401 269.538 423.871 28.797 1.660 0.026 
tsp-20 15 1.689 2.742 4.087 33.143 1.529 0.022 
tsp-25 15 26.743 43.750 70.690 20.782 1.453 0.014 
jnhSat 16 0.383 0.560 0.745 28.713 1.770 0.322 

jnhUnsat 34 0.164 0.252 0.311 42.254 2.008 0.493 
modifiedRenault 25 19.715 35.547 31.741 284.347 2.395 0.205 

varDimacs 9 36.421 36.373 78.712 2.437 1.827 0.497 
aim-50 24 0.062 0.063 0.091 3.405 1.453 0.576 

aim-100 14 43.092 42.630 63.289 3.516 1.361 0.593 
aim-200 8 20.403 21.977 36.547 4.521 1.165 0.761 

 

   
Fig.2  Comparisons of STR2 and STR2*, STR3 and STR2* in duration for finding a solution 

图 2  STR2 和 STR2*、STR3 和 STR2*的求解时长的对比 

• STR2* VS STR2 
STR2*采用全新的动态维持元组集有效部分的方法维持GAC的效率显著高于STR2.当 avgTuple>>avgSval

时,STR2*相对于 STR2 拥有 4 倍以上的效率提升.对于一些表约束规模极小的实例,avgTuple 近似等于 avgSval, 
STR2 和 STR2*维持元组集有效部分的代价都很低,两种算法的效率近似.表 1 和图 2 中左图可以看出,STR2*整
体优于 STR2,在大多数实例上有 2 倍~4 倍的效率提升. 

• STR2* VS STR3 
在一些表约束规模极小的问题上,STR2*得益于运用的数据结构简单维护代价较低,求解效率高于 STR3.
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在多数实例上,随着搜索的向下进行,元组集规模缩减较快,avgP<30%,STR2*优于 STR3;在少数元组集缩减较

慢的实例上,avgP>30%,并且表约束规模足够大时,STR3 优于 STR2*.从表 1 和图 2 中右图可以看出,在绝大多数

实例上,STR2*优于 STR3;在部分实例上,STR2*的效率是 STR3 的 20 倍以上. 
我们同样将 STR2*与基于表压缩的 STR 算法进行了对比,基于表压缩的 STR 采用分目前公认性能最优的

STRbit.表 2 中,STR2*和 STRbit 分别表示 3 种算法的平均运行时间,单位是 s.图 3 是 STR2*和 STRbit 效率对比

的散点图,每个点代表一个问题实例. 

Table 2  Mean results of STR2* and STRbit 
表 2  STR2*和 STRbit 的平均结果 

Instances # STR2* STRbit 
rand-3 132 50.355 29.926 
rand-5 177 23.426 17.080 

rand-8-20 20 4.000 9.182 
rand-10-20 20 0.024 0.047 
rand-10-60 32 37.639 18.000 
rand-15-23 25 4.541 14.174 
half-7-25 19 159.918 143.964 
bddsmall 35 3.192 8.401 
crossword 213 8.935 2.762 

cril 1 188.401 196.197 
tsp 30 13.719 18.916 
jnh 50 0.231 0.188 

modifiedRenault 25 19.715 14.758 
varDimacs 9 36.421 51.415 

dubois 13 142.515 177.520 
aim 65 122.287 148.462 

 

Fig.3  Comparisons of STRbit and STR2* in duration for finding a solution 
图 3  STRbit 和 STR2*的求解时长的对比 

• STR2* VS STRbit 
在一些拓扑结构复杂且表约束规模较小的实例上,例如 aim、varDimacs 和 dubois,两种算法维持元组集有

效部分的代价都比较低,STR2*得益于运用的数据结构简单维护代价较低,求解效率稍优于 STRbit.在一些元组

集规模缩减较快的实例上,例如 rand-15-23、rand-8-20 和 bddsmall,STR2*优于 STRbit,拥有超过 2 倍的效率提

升.表 2 可以看出,STR2*在所有 16 类问题的 9 类中优于 STRbit.由于不同类问题的实例集中的实例个数差别较

大,例如 STRbit 效率更高的 rand-3、rand-5 和 crossword 这 3 类问题的实例总个数占到所有测试实例的 60%,
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在图 3 的散点图中,才会有 STRbit 在多数实例上效率优于 STR2*的效果. 

4   总  结 

我们提出了一种表约束上维持 GAC 的算法 STR2*,采用了一种新的动态维持元组集有效部分的方法.实验

结果证实,STR2*维持 GAC 的效率均高于 STR2 和 STR3,并且在元组集缩减较快的问题以及元组集规模较小的

问题上优于最新的采用表压缩的 STRbit.今后,我们希望将这种新的动态维持元组集有效部分的方法运用到其

他基于 STR 的算法中. 
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