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摘  要: Pawlak 教授提出的粗糙集理论是解决集合边界不确定的重要手段,他构建了边界不确定集合的两条精确

边界,但没有给出用已有知识基来精确或近似地构建目标概念(集合)X 的方法.在前期的研究中提出了寻找目标概

念 X 的近似集方法,但并没有给出最优的近似集.首先,回顾了集合间的相似度概念和粗糙集的近似集 Rλ(X)的构建

方法,提出并证明了 Rλ(X)所满足的运算性质.其次,找到了 Rλ(X)比上近似集 ( )R X 和下近似集 R(X)更近似于目标概

念 X 的λ成立的区间.最后,提出了 R0.5(X )作为目标概念的最优近似集所满足的条件. 
关键词: 粗糙集;模糊集;近似集;相似度;粒计算 
中图法分类号: TP18 

中文引用格式: 张清华,薛玉斌,王国胤.粗糙集的最优近似集.软件学报,2016,27(2):295−308. http://www.jos.org.cn/1000-9825/ 
4854.htm 
英文引用格式: Zhang QH, Xue YB, Wang GY. Optimal approximation sets of rough sets. Ruan Jian Xue Bao/Journal of 
Software, 2016,27(2):295−308 (in Chinese). http://www.jos.org.cn/1000-9825/4854.htm 

Optimal Approximation Sets of Rough Sets 

ZHANG Qing-Hua1,2,  XUE Yu-Bin1,  WANG Guo-Yin2 

1(School of Science, Chongqing University of Posts and Telecommunications, Chongqing 400065, China) 
2(Chongqing Key Laboratory of Computational Intelligence (Chongqing University of Posts and Telecommunications), Chongqing 

400065, China) 

Abstract:  Rough set theory proposed by professor Pawlak is an important mean to solve the problem of uncertain boundary region. 
Pawlak constructed two crisp boundaries for the set with uncertainty boundary but did not give any exact or approximate methods of using 
the existing knowledge base to build an approximation set of a target concept .In order to solve this problem, in the previous researches a 
method for looking for this kind of approximation target concept (set) is proposed. However, that method does not give out a kind of 
optimal approximation set. In this paper, firstly, the concept of the similarity between the target set and its approximation set and the 
method for constructing approximation set of rough set are reviewed, and the operation properties are proposed and proved respectively. 
Secondly, an interval of λ is found, and in this interval Rλ(X) is more similar to the target concept X than the upper-approximation set 

( )R X  or lower-approximation set R(X). Finally, the conditions of R0.5(X ) as an optimal approximation set of the target concept X are 
proposed. 
Key words:  rough set; fuzzy set; approximation set; similarity; granular computing 

目前,随着计算机技术和自动控制技术的不断发展,越来越多与此相关的研究工作关注到不确定性问题[1].如
何对大量数据和不确定性问题进行有效处理,并从中寻找到知识和规律,是一个日渐重要的研究课题[2].自 1965 年
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Zadeh 教授提出模糊集(fuzzy set)理论[3]以来,不确定性问题的研究取得了重大突破,各种新的处理不确定性问题的

理论如雨后春笋般不断涌现.如 1982 年 Pawlak 提出了粗糙集理论[4];1990 年,张铃、张钹提出了商空间理论[5];1993
年姚一豫等人提出了区间集及区间代数理论[6];1999 年 Molodtsov 提出了软集理论(soft set theory)[7]等等.这些理论

都是处理不确定性问题的重要方法.目前这些理论之间相结合的研究是不确定性问题研究的热点.来源于简单信息

模型的粗糙集理论,是一种能定量分析处理不完整、不一致、不精确信息的数学工具,其核心是通过不可分辨关系

(等价关系)来建立一个划分空间(知识基),并在该划分空间上用两个精确的集合(上近似集和下近似集)来刻画目标

概念 X.粗糙集理论思想新颖,方法独特,计算简便,现已成为一种重要的智能信息处理技术[8].模糊集理论的本质,是
通过一个隶属函数将论域映射到 0 到 1 的区间,再通过设定域值(即截集)筛选出所期望的元素.目前,把粗糙集理论

和模糊集理论结合起来研究不确定性问题,是一流行的趋势,并且取得了令人瞩目的成果[9−12]. 
在粗糙集理论研究中我们定义:在给定知识基(U,R)的条件下,若 X 即目标概念恰好是(U,R)中一些知识粒的

并集,则 X 在(U,R)下是精确的;若 X 不能用(U,R)中的知识粒的并集表示,则称 X 是粗糙的.在 Pawlak 粗糙集模型

中,上近似集和下近似集构成了边界不确定集合的两条精确边界.因此,论域 U 被这两条精确边界分为了 3 个部

分:绝对属于 X 的部分,即正域部分;绝对不属于 X 的部分,即负域部分;以及可能属于 X 的部分,即边界域部分.
在挖掘数据过程中我们发现正域部分和负域部分的概念是确定的,但边界域的概念并不确定.那么要如何挖掘

边界区域的概念呢?很多研究者利用上近似集和下近似集来替代目标概念进行研究,并得到一些近似的规则和

知识.特别地,用下近似集来作为目标概念的近似集来计算规则的精度和不确定性,是目前研究的主要方法.但
这两种方法要么缩小了目标概念的研究范围,要么放大了目标概念的研究范围,在很多情况下用这两种方法得

到的结果并不能真实反映目标概念的属性. 
因此,有学者尝试构造目标概念的近似算子来解决该问题,得到了一类新的模型即粗糙集的扩展型.很多学

者对此进行了讨论[13−15],Pawlak 等人也对此进行了分析和总结[16].目前得到的扩展模型中比较典型的模型有两

类:变精度粗糙集模型和概率粗糙集模型.米据生等人讨论了变精度粗糙集模型,并利用它进行属性约简,取得

了较好的效果 [17−21].Yao 和 Ziarko 等人结合概率论和包含度提出了概率粗糙模型,也取得了较好的理论成

果[22−25].但这些方法只是构建了扩展的 Pawlak 近似算子,他们并没有用现有的知识粒来构建目标概念的近似

集.那么,利用现有的知识粒我们是否能够建立一个集合(当前知识基下的一些知识粒的并)作为 X 的近似集,它
比上近似集和下近似集更加近似于 X?如果能够建立一个这样的近似集,我们将用它来提取规则,其相似度将会

提高.基于此设想我们在文献[26]中提出了用模糊截集的手段来构建目标概念的近似集的方法,找到一个相对

较好的近似集 R0.5(X)并发现了它的一些性质.但文献[26]并没有给出目标概念的最优近似集也没有给出一般近

似集的性质.为此本文提出和证明了一般近似集所满足的运算规则,找到了比上近似集和下近似集更近似于 X
的 λ成立的区间.提出了 R0.5(X)作为 X 的最优近似集所满足的条件. 

本文第 1 节介绍相关的基本概念.第 2 节介绍粗糙集的相似度并证明粗糙集的近似集满足的运算规律.第 3
节给出最优近似集.第 4 节是结束语. 

1   相关基本概念 

为了更清楚地阐述本文思想,在介绍粗糙集的近似集之前,先回顾粗糙集的相似度等相关概念. 
定义 1(模糊集[27]). 设在论域U 上给定了一个映射: 

: [0,1],
   | ( ),
A U

u A u
→

→
 

则称 A为U 上的模糊集,称 ( )A u 为 A 的隶属函数(或称为 u 对 A的隶属度). 
由定义 1 不难看出,对于某 F 集 A,若 ( )A u 只取值为 0 或 1 这两个数时,模糊集 A 就退化成为一个普通集合.

因此,普通集合只是模糊集的特殊情形.如果 ( ) 0,A u ≡ 则称 A 为空集∅,如果 ( ) 1,A u ≡ 则称 A 为全集 U 在给定的

论域 U 上可以有多个 F 集,记 U 上的 F 集的全体为F(U),即 ( ) { | : [0,1]}.U A A U= →F  

定义 2(截集[27]). 设 ( ), [0,1],A U λ∈ ∈F 记 
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{ | , ( ) },A u u U A uλ λ= ∈ ≥  
称 Aλ 为 A 的一个λ截集,λ称为域值(或置信水平); 

{ | , ( ) },A u u U A uλ λ= ∈ >
�

 
称 Aλ�

为 A 的λ强截集. 
定义 3(粗糙集的上、下近似集[4,28]). 给定信息表知识表达系统 , , ,S U A V f= 〈 〉 对于任一对象集合 X U⊆ 和

属性集合 R A⊆ , X 关于 R 的上近似集 ( )R X 和下近似集 ( )R X 分别定义如下: 
( ) { | / ( ) },i i iR X Y Y U IND R Y X= ∪ ∈ ∧ ∩ ≠ ∅  

( ) { | / ( ) },i i iR X Y Y U IND R Y X= ∪ ∈ ∧ ⊆  
其中, , ,/ ( ) { | ( ( ( ) ( )))}x X y X b RU IND R X X U b x b y∈ ∈ ∈= ⊆ ∧∀ = 是不分明关系 R 在 U 上的划分. 

( )R X 表示知识空间(U,R)中一定能归入目标概念 X 的所有知识粒的并; ( )R X 表示知识空间(U,R)中可能归

入目标概念 X 的所有知识粒的并.集合 ( ) ( ) ( )RBN X R X R X= − 称为目标概念 X 关于属性集合 R 的边界域

(boundary region); ( ) ( )RPOS X R X= 称为目标概念 X 关于属性集合 R 的正域(positive region); ( )RNEG X U= −  

( )R X 称为目标概念 X 的负域(negative region). ( )RBN X 是知识空间(U,R)中既不能肯定归入目标概念 X,又不能

肯定归入 X (X 的补集)的所有知识粒的并集. 
定义 4(粗糙集[4,28]). 给定信息表知识表达系统 , , ,S U A V f= 〈 〉 ,对于任一对象集合 X⊆U 和属性集合 R⊆A,

当且仅当 ( ) ( )R X R X≠ 时,称集合 X 是 R 粗糙集(rough 集). 
在知识表达系统 , , ,S U A V f= 〈 〉 给定的情况下,若给出的目标概念 X 是粗糙的,则记为 R(X).为方便叙述,我

们令 [ , ]) ,( ( ) ( )X X R XR R= 此时, ( ) ( ).R X RX X⊆ ⊆ 即我们给出了目标概念 X 的两个边界集合.在现有的知识空

间(U,R)下,我们无法用(U,R)中已有的知识粒的并集来得到 X,故目标概念 X 是不确定的. 
定义 5(集合的相似度[26]). 设 A,B 是有限论域 U 上的两个子集,即 , ,A U B U⊆ ⊆ 定义映射: : [0,1]S U U× → ,

即 ( , ) ( , ).A B S A B→ 称 S(A,B)是集合 A,B 的相似度,如果 S(A,B)满足如下条件: 
(1) 对任意的 , ,0 ( , ) 1A B U S A B∈ ≤ ≤ (有界性); 
(2) 对任意的 , , ( , )= ( , )A B U S A B S B A∈ (对称性); 
(3) 对任意的 , , ( , ) 1; ( , ) 0A B U S A A S A B∈ = = 的充要条件是 .A B∩ = ∅  

对于任意满足(1)、(2)和(3)这 3 个条件的公式都是集合 A,B 的相似度公式. 

这里我们构造相似度公式为
| |( , ) ,
| |
A BS A B
A B
∩

=
∪

这里,|⋅|表示元素个数,显然,我们构造的公式满足定义 5. 

2   粗糙集的近似集及其性质 

在知识表达系统 , , ,S U A V f= 〈 〉 中,如果给定的概念 X 是粗糙的,那么必有 ( ) ( ).R X X R X⊂ ⊂ 因此,如何寻

找目标概念 X 的最优近似集,是一个值得探讨的问题.文献[29,30]中给出了论域 U 中元素 x 隶属于目标概念 X
的隶属函数公式,文献[26]基于这个隶属函数再结合截集概念,构建了目标概念 X 的近似集. 

设论域为 U,知识空间为 / ( ),U IND R 对象子集为 , ( ),X U x x U⊆ ∀ ∈ x 属于集 X 的隶属函数为 

[ ]
( ) ,

[ ]
RR

X
R

X x
x

x
μ

∩
=  

显然, 0 ( ) 1R
X xμ≤ ≤ ,它可以用来表示论域 U 中任意一个元素 x 隶属于目标概念 X 的程度. 

设 1 2{ , ,..., }nU x x x= ,令
1 2

{ , ,..., }
kj j jX x x x= 为论域 U 上的一个子集,若令 1 2{ ( ), ( ),..., ( )},R R R R

X X X X nF x x xμ μ μ= 显然

R
XF 是集合 U 上的一个模糊集(即 ( )),R

XF U∈F 且在这个模糊集上,位于同一个等价类的不同元素的隶属度相同. 

根据上面的定义,再结合粗糙集的上下近似集,我们可以得到: 
( ) { | ( ) 1},R

XR X x x U xμ= ∈ ∧ =  

( ) { | 0 ( ) 1},R
XR X x x U xμ= ∈ ∧ < ≤  

( ) ( ) ( ) { | 0 ( ) 1}.R
R XBN X R X R X x x U xμ= − = ∈ ∧ < <  
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从上面的定义我们可以看出,通过映射我们把论域实际上分成了 3 个部分.第 1 部分元素全部属于 X,也就 
是 ( )R X 部分,它的元素隶属度全为 1.第 2 部分元素全部不属于 X,也就是 / ( )U R X 部分,它的隶属度全为 0.最后

部分元素是边界部分,即 ( ) ( ) ( )RBN X R X R X= − ,它是否属于 X 是不清晰的,也就是说,它的元素的隶属度在 0~1
之间.文献[26]基于此提出了通过模糊截集的方法来构建了一个在上近似集和下近似集之间的集合 ( )R Xλ . 

定义 6(X的λ近似集[26]). 设目标概念 X 是论域 U 的一个子集,令 
( ) { | ( ) },1 0,R

XR X x U xλ μ λ λ= ∈ >≥ ≥  
称 ( )R Xλ 为 X 的λ近似集. 

定义 7(X的λ强近似集[26]). 设目标概念 X 是论域 U 的一个子集,令 
( ) { | ( ) },1 0,R

XR X x U xλ μ λ λ= ∈ > > >
�

 
称 ( )R Xλ�

为 X 的λ强近似集. 

显然,粗糙集的上近似集和下近似集只是 ( )R Xλ 的两个特例,且满足 ( ) ( ) ( ).R X R X R Xλ⊆ ⊆ 文献[26]给出了

( )R Xλ 和 ( )R Xλ�
的一些简单性质,但 ( )R Xλ 的性质不止这一些.  

通常情况下,粗糙集的上近似集和下近似集可满足以下性质[22,31]: 
(1) (~ ) ~ ( ), (~ ) ~ ( ).R X R X R X R X= =  
(2) , ( ) ( ), ( ) ( ).X Y R X R Y R X R Y⊆ ⊆ ⊆若 则  
(3) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).R X Y R X R Y R X Y R X R Y∩ ⊆ ∩ ∩ ⊆ ∩  
(4) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).R X Y R X R Y R X Y R X R Y∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇ ∪  
粗糙集的近似集 ( )R Xλ 与强近似集 ( )R Xλ�

也有类似的性质. 
性质 1. 设 X,Y 是论域 U 上的两个子集(概念),则, 
(1) 1- 1-(~ ) ~ ( ), (~ ) ~ ( ).R X R X R X R Xλ λ λ λ= =

� �
 

(2) , ( ) ( ), ( ) ( ).X Y R X R Y R X R Yλ λ λ λ⊆ ⊆ ⊆
� �

若 则  
(3) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).R X Y R X R Y R X Y R X R Yλ λ λ λ λ λ∪ ⊆ ∪ ∪ ⊆ ∪

� � �
 

(4) ( ) ( ).( ) ( ) , ( ) ( )R X Y R X R Y R X Y R X R Yλ λ λ λ λ λ∩ ⊇ ∩ ∩ ⊇ ∩
� � �

 
证明: 
(1) 因为 

1-

[ ] (~ ) [ ] ( )
( ~ )={ | ( ) } | = |

[ ] [ ]

[ ] [ ]
             |1 = | 1 ~ ( ),

[ ] [ ]

R RR
X

R R

R R

R R

x X x U X
R X x x x x

x x

x X x X
x x R X

x x

λ

λ

μ λ λ λ

λ λ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫∩ ∩ −⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎧ ⎫ ⎧ ⎫∩ ∩⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

�

�

≥ ≥ ≥

≥ ≤

 

{ }

1-

[ ] (~ ) [ ] ( )
( ~ )= | ( ) | = |

[ ] [ ]

[ ] [ ]
             |1 = | 1 ~ ( ),

[ ] [ ]

R RR
X

R R

R R

R R

x X x U X
R X x x x x

x x

x X x X
x x R X

x x

λ

λ

μ λ λ λ

λ λ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫∩ ∩ −⎪ ⎪ ⎪ ⎪> = > >⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎧ ⎫ ⎧ ⎫∩ ∩⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − > < − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

��
 

因此,性质(1)成立. 

(2)  对任意元素 ( ),x R Xλ∈ 有
[ ]

| ;
[ ]
R

R

x X
x x X

x
λ

⎧ ⎫∩⎪ ⎪∈ ⊆⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

≥ 因为 X⊆Y ,故
[ ] [ ]

.
[ ] [ ]
R R

R R

x X x Y
x x
∩ ∩

≤ 所以 x∈  

[ ]
| .

[ ]
R

R

x X
x Y

x
λ

⎧ ⎫∩⎪ ⎪ ⊆⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

≥ 因此 ( ),x R Yλ∈ 故 ( ) ( ).R X R Yλ λ⊆ 同理,对任意元素 ( ),x R Xλ∈
�

有
[ ]

|
[ ]
R

R

x X
x x

x
λ

⎧ ⎫∩⎪ ⎪∈ >⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

;X⊆ 因为 X⊆Y,故
[ ] [ ]

.
[ ] [ ]
R R

R R

x X x Y
x x
∩ ∩

≤ 所以,
[ ]

| .
[ ]
R

R

x X
x x Y

x
λ

⎧ ⎫∩⎪ ⎪∈ > ⊆⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

因此, ( ),x R Yλ∈
�

所以 ( ) ( ).R X R Yλ λ⊆
� �  

故性质(2)成立. 
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(3) 因为X X Y⊆ ∪ 且 ,Y X Y⊆ ∪ 由性质(2)可知, ( ) ( )R X R X Yλ λ⊆ ∪ 并且 ( ) ( ),R Y R X Yλ λ⊆ ∪ 因此 (R Xλ ∪  
) ( ) ( ).Y R X R Yλ λ⊇ ∪ 同理,因为 X X Y⊆ ∪ 且 ,Y X Y⊆ ∪ 由性质(2)可知, ( ) ( )R X R X Yλ λ⊆ ∪

� �
并且 ( ) (R Y R Xλ λ⊆ ∪

� �
 

),Y 因此 ( ) ( ) ( )R X Y R X R Yλ λ λ∪ ⊇ ∪
� � �

.故性质(3)成立 .值得一提的是 , ( ) ( ) ( )R X Y R X R Yλ λ λ∪ ⊆ ∪ 不一定成立 , 
( ) ( ) ( )R X Y R X R Yλ λ λ∪ ⊆ ∪

� � �
也不一定成立. 

(4) 因为 X Y X∩ ⊆ 且 ,X Y Y∩ ⊆ 由性质(2)可知, ( ) ( )R X Y R Xλ λ∩ ⊆ 且 ( ) ( )R X Y R Yλ λ∩ ⊆ ,因此 (R Xλ ∩  
) ( ) ( ).Y R X R Yλ λ⊆ ∩ 同理,因为 X Y X∩ ⊆ 且 ,X Y Y∩ ⊆ 由性质(2)可知, ( ) ( )R X Y R Xλ λ∩ ⊆

� �
并且 ( )R X Yλ ∩ ⊆

�
 

( ) ( ),R X Y R Yλ λ∩ ⊆
� �

因此 ( ) ( ) ( ),R X Y R X R Yλ λ λ∩ ⊆ ∩
� � �

故性质(4)成立.值得一提的是, ( ) ( ) ( )R X Y R X R Yλ λ λ∩ ⊇ ∩

不一定成立, ( ) ( ) ( )R X Y R X R Yλ λ λ∩ ⊇ ∩
� � �

也不一定成立. □ 
显然,当我们取λ=0.5 时就得到文献[26]中提到的 R0.5(X)的性质. 
(1) 0.5 0.5( ) ( ).X R XR =∼

�
∼  

(2) 0.5 0.5), ( ( ).XX Y R R Y⊆ ⊆若 则  
(3) 0.5 0.5 0.5( ) ( ) ( ).R X Y R X R Y∪ ⊇ ∪  
(4) 0.5 0.5 0.5( ) ( ) ( ).R X Y R X R Y∩ ⊇ ∩  
故 0.5 ( )R X 的性质只是 ( )R Xλ 的性质的一个特例. 

3   粗糙集的最优近似集 

按照本文定义如果直接用下近似集 ( )R X 作为目标概念 X 的近似集,则相似度为 
( ) ( )

( ), ) .
( )

(
XX X

X
X

R R
S X R

X R X
∩

= =
∪

 

如果直接用上近似集 ( )R X 作为目标概念 X 的近似集,则相似度为 

( )
( )

( ) ( )
( , ) ,

XX
X

X

R X
S X R

X XR R

∩
= =

∪
 

则 ( )R Xλ 中有没有比 ( )R X 和 ( )R X 更好的近似集呢?如果有 ,则应满足 ( , ) ( , )( ) ( )S X R S RX X Xλ≤ 且 ( ,S X  
) ( , )) ( ) .(R S XX XRλ≤  
在知识表达系统 , , ,S U A V f= 〈 〉 下,当目标概念 X 给定时,|X|是一个定值,|R(X)|也是一个定值,为书写方便,

我们令
( )

( )
= .X

X
X

R
X R

σ
+

下面讨论 ( )R Xλ 应满足的条件. 

定理 1. 设论域 U 是一个有限论域,R 是 U 上的等价关系,若 ,Xλ σ≥ 则 ( )( , ) ( , )) .(S X R SX R XX λ≤ 特别地,
当 Xλ σ= 时,有 ( )( , ) ( , )) .(S X R SX R XX λ=  

证明:对任意的 ( ),x R Xλ∈ 有 ( ) ,R
X xμ λ≥ 即

[ ]
( ) .

[ ]
RR

X
R

x X
x

x
μ λ

∩
= ≥ 因为 R 是 U 上的等价关系,由 R 在 U 上形

成的等价类记为 1 2[ ] ,[ ] ,...,[ ] ,R R n Rx x x 则 

{ | ( ) } { | ( ) 1} { | }( ( ) 1 .) R R R
X X XR x x x x x xXλ μ λ μ λ μ= = = ∪ <≥ ≤  

显然, { | ( ) 1} ( ).R
Xx x R Xμ = = 现令

1 2
{ | ( ) 1} [ ] ,[ ] ,...,[ ] ,

k

R
X i R i R i Rx x x x xλ μ < =≤ 因此, 

1 2
( ) ( ( ) [ ] [ ] ... [ ] ).

ki R i R i RX R X X R X x x x∩ = ∩ ∪ ∪ ∪ ∪  

又因为 ( ),R X
1 2

[ ] ,[ ] ,...,[ ]
ki R i R i Rx x x 中任意两个相交均为空集,故 

1 2

1 2

[ ] [ ] ... [ ]

                     =

( ) ( )

( ) [ ] [ ] ... [ ] .
k

k

i R i R i R

i R i R i R

X X

X

X R X R X x X x X x

R X x X x X x

λ∩ = ∩ + ∩ + ∩ + + ∩

+ ∩ + ∩ + + ∩
 

又
1 2

([ ] ) ([ ] ) ... (( [ ] ),)
ki R i R i RX R X x X xX X x Xλ∪ = ∪ − ∪ − ∪ ∪ − 且 X,

1 2
[ ] [ ] [( ),( ),.. )].,(

ki R i R i Rx X x X x X− − − 中任意

两个集合的交集均为空集,因此, 
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1 2
[ ] [ ] ... [ ]( ) .

ki R i R i RX R X x X x X xX Xλ∪ = + − + − + + −
 

故 ( ) 1 2

1 2

[ ] [ ] ... [ ]
, .

[ ] [ ] ... [ ]

( )( )
( )

( )
k

k

i R i R i R

i R i R i R

R X x XXX
X

X

x X xX R
S X R

X R X x X x X x X
λ

λ
λ

+ ∩ + ∩ + + ∩∩
= =

∪ + − + − + + −
 

又因为 ( ) ,R
X xμ λ≥ 所以对于任意的 j=1,2,…,k 有 

[ ] [ ]
,

[ ] [ ] [ ]
j j

j j j

i R i R

i R i R i R

x X x X

x x X x X
λ

∩ ∩
=

∩ + −
≥  

所以,
[ ]

,
1[ ]

j

j

i R

i R

x X

x X
λ
λ

∩

−−
≥ 即

1[ ] [ ] ,
j ji R i Rx X x Xλ

λ
−

− ∩≤ 带入 )( (, )S X R Xλ 有, 

( ) 1 2

1 2

1 2

1 2

[ ] [ ] ... [ ]
,

[ ] [ ] ... [ ]

[ ] [ ] ... [ ]

( )

.1 ( [ ] [ ] ... [

( )

)

)

(

]

k

k

k

k

i R i R i R

i R i R i R

i R i R i R

i R i R i R

R X x X x X x
S X R

X x X x X x X

R X x X x X x

X X x X x

X

X

x

X

X

λ

λ
λ

+ ∩ + ∩ + + ∩
=

+ − + − + + −

+ ∩ + ∩ + + ∩
−

+ ∩ + ∩ + + ∩
≥

 

现在令
( )

,
R X

t
X

=
1 2

[ ] [ ] ... [ ] ,
ki R i R i RX x X x X x k∩ + ∩ + + ∩ = 因为

( )
( )

,X

R
X R

X
X

λ σ =
+

≥ 故
(

1
)

1,
X

X
R t

λ
λ
−

=≤

因此, 

1 2

1 2

[ ] [ ] ... [ ]
( , ) 1 ( [ ] [ ] ... [ ] )

                      =

( )
( )

( )  ( , ).1 1

k

k

i R i R i R

i R i R i R

R X x X x X x
S X R

X X x X x X x

t X k t X k
t S X R

X k X k
X

t

X
Xλ λ

λ

λ
λ

+ ∩ + ∩ + + ∩
−

+ ∩ + ∩ + + ∩

+ +
= =

−
+ +

≥

≥

 

故当 Xλ σ≥ 成立时有 ( )( , ) ( , )) ,(S X R SX R XX λ≤ 并且当 Xλ σ= 时, ( )( , ) ( , )) .(S X R SX R XX λ=  □ 
例 1:设论域 1 2 3 4 5 6 7 8{ , , , , , , , },U x x x x x x x x= 论域 U 在属性集 R 下被划分为 1 2 3 4 5 6 7/ {{ , , },{ , , },{ ,U R x x x x x x x=  

8}},x 令目标概念 1 2 3 4 7{ , , , , },X x x x x x= 显然论域 U 中每个元素的隶属度为
1 1 1 1 11,1,1, , , , , ,
3 3 3 2 2

R
XF ⎧ ⎫= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
因此 , 

0.5 1 2 3 7 8 1 2 3( ) { , , , , }, ( ) { , , }.R X x x x x x R X x x x= = 因为
( ) 3 1= ,

( ) 8 2X

R X
X R X

σ = <
+

而 0.5
3 2( , ( )) , ( , ( )) ,
5 3

S X R X S X R X= = 显

然,当 Xλ σ≥ 时,有 ( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R Xλ≤  
推论 1. 设论域 U 是一个有限论域,R 是 U 上的等价关系,若 ,Xλ σ≥ 则 

( , ) ( ,( .) ( ))S X R X S X R Xλ�
≤  

定理 1 和推论 1 表明,在区间 [ ],1Xσ 上, ( )R Xλ 和 ( )R Xλ�
总比 ( )R X 更接近于目标概念 X.显然文献[26]中定

理 1 的 0.5 ( )R X 只是这里的一个特例.下一步讨论 ( )R Xλ 比 ( )R X 更近似于 X 的条件. 

引理 1[26]. 设 a,b,c 和 d 是实数,且 0 ,0 ,c a d b< < < < 若 ,a c
b d
≥ 则 ;a a c

b b d
−
−

≤ 若 ,a c
b d
≤ 则 .a a c

b b d
−
−

≥  

在 ( )R X 中存在一些信息粒,它们都不包含于 ( ).R Xλ 不妨设
1 2

[ ] [ ] ...( ) [ ,( ) ]
sj R j R j RR R x x xX Xλ− = ∪ ∪ ∪ 这里

1 2
[ ] ,[ ] ,...,[ ]

sj R j R j Rx x x 是一族两两不相交的集合,且与 X 都有非空交集,因此, 

1 2
([ ] ) ([ ] ) . (.. ([ ] ),)

sj R j R j Rx X x X x X XX Rλ∩ ∪ ∩ ∪ ∪ ∩ = −  

1 2
([ ] ) ( ] ) ... ([ ) ( ( )] .)

sj R j R j Rx X x X x XX R XXRλ− ∪ − ∪ ∪ − = − −  
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定理 2. 论域 U 是一个有限论域,X 是 U 上的概念,R 是 U 上的等价关系,若
( )

( )
(

,
) ( )

X X R
R R X

X
XX R X

λ

λ

−

− −
≥ 则

( )( , ) ( , )) .(S X R SX R XX λ≤  
证明:令

1 2
([ ] ) ([ ] ) ... ([) ,( ] )

sj R j R j RX R x X xX X x Xλ− = ∩ ∪ ∩ ∪ ∪ ∩ 这里的
1 2

[ ] ,[ ] ,...,[ ]
sj R j R j Rx x x 是一族两两不

相交的集合.因为
[ ]

0 ( ) ,
[ ]
k

k

k

j RR
X j

j R

x X
x

x
μ λ

∩
< = < k=1,2,...,s,故 [ ] ,

ki Rx X∩ ≠∅ 所以, 

1 2
([ ] ) ([ ] ) ... ([ ] )( ) (( ).)

sj R j R j RX R X x X x X x X X XX XRλ λ∩ = − ∩ − ∩ − − ∩ = − −  

又因为
1 2

[ ] ,[ ] ,...,[ ]
sj R j R j Rx x x 两两均不相交,因此

1 2
[ ] ,[ ] ,...,[ ]

sj R j R j Rx X x X x X∩ ∩ ∩ 也两两不相交,所以, 

( ),( ) ( ) ( ) ( ) .X R X X R X R XX X X XX Rλ λ λ λ∩ = − − ∩ = − −  

与 此 同 时 ,
1 2

(([ ] ) ([ ]( ) ( ) ) ... ([ ] )).
sj R j R j RX R R x XX x X x XXλ∪ = − − ∪ − ∪ ∪ − 而

1 2
([ ] ),([ ] ),...,j R j Rx X x X− −  

([ ] )
sj Rx X− 也两两不相交,因此, 

( ),( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .( )X R R R R X XX X X X R RX R RX X X Xλ λ λ λ∪ = − − − ∪ = − − −  

故 
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) (

( ) ,
)

,
X R XX X

X
X X

X R
S X R

X R R R XRX X
λ λ

λ
λ λ

∩ − −
= =

∪ − − −
 

又因为
( )

( ) ( ) ( )
,

X X R
R R X

X
X X R X

λ

λ

−

− −
≥ 则根据引理 1 可知: 

( )
( ) ( ( )

.
) ( )

X
X X

X X R X
R R R X XRX

λ

λ

− −

− − −
≥  

因此, ( )( , ) ( , )) .(S X R SX R XX λ≤  □ 
例 2:设论域 1 2 3 4 5 6 7 8{ , , , , , , , },U x x x x x x x x= 论域 U 在属性集 R 下被划分为 1 2 3 4 5 6 7/ {{ , , },{ , , },{ ,U R x x x x x x x=  

8}},x 令目标概念 1 2 3 4 7{ , , , , },X x x x x x= 显然,论域 U 中每个元素的隶属度为
1 1 1 1 11,1,1, , , , , ,
3 3 3 2 2

R
XF ⎧ ⎫= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
由计算可知

0.5
5 2( , ( )) , ( , ( )) ,
8 3

S X R X S X R X= = 显然当
1 2

1 2

( )

( ) ( ) ( )

X R XX
R X R X R X X

−
>

− −
时,有 0.5( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R X<  

推论 2. 设论域 U 是一个有限论域,X 是 U 上的概念,R 是 U 上的等价关系,若
( )

( ) ( ) ( )
,

X X R
R R

X
RX X XX

λ

λ

−

− −
�
�

≥

则 ( , ) ( ,( .) ( ))S X R X S X R Xλ�
≤  

由定理 2 和推论 2 可得 ( )R Xλ 和 ( )R Xλ�
比 ( )R X 更近似于目标概念 X 的条件.显然,文献[26]中定理 2 的

0.5 ( )R X 也只是这里的一个特例. 
上面证明得到比 ( )R X 更近似于 X 的λ成立区间,下面接着找寻最近似于 X 的λ的取值或者条件. 
定理 3[26]. 设论域 U 是一个有限论域,X 是 U 上的概念,R 是 U 上的等价关系,对任意的 0.5 1,λ< ≤ 有 

0.5( ) ( ) (( , ) ( , ) ( , ).)X XS X R S X R S X R Xλ≤ ≤  
定理 4[26]. 设论域 U 是一个有限论域,X 是 U 上的概念,R 是 U 上的等价关系,对任意的 1 20.5 1,λ λ≤ ≤ ≤ 则 

2 1
( , ) ( , )( ) .( )S X R SX X R Xλ λ≤  

定理 3 和定理 4 说明,当 l 在区间[0.5,1]上时, ( )R Xλ 一定比 ( )R X 更接近于目标概念 X,并且 ( )R Xλ 与 X 的

相似度函数 )( (, )S X R Xλ 是λ的单调递减函数,此时 0.5 ( )R X 是目标概念(集合)X 的最优近似集.那么, 0.5 ( )R X 是区

间 [ ],1Xσ 上的最优近似集么?这一结果不一定成立,下面举例说明. 
例 3:在决策信息表(表 1)中,论域 1 2 22{ , ,..., },U x x x= 条件属性 { , , , , },C a b c d e= 决策属性 { }.D f=  
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Table 1  Decision information table 
表 1 决策信息表 

 a b c d e f
x1 1 0 0 0 0 1 
x2 1 0 0 0 0 1 
x3 1 0 0 0 0 0 
x4 1 0 0 0 0 0 
x5 1 0 0 0 0 0 
x6 0 1 0 0 0 1 
x7 0 1 0 0 0 1 
x8 0 1 0 0 0 0 
x9 0 1 0 0 0 0 
x10 0 1 0 0 0 0 
x11 0 0 1 0 0 1 
x12 0 0 1 0 0 1 
x13 0 0 1 0 0 0 
x14 0 0 1 0 0 0 
x15 0 0 1 0 0 0 
x16 0 0 0 1 0 1 
x17 0 0 0 1 0 1 
x18 0 0 0 1 0 0 
x19 0 0 0 1 0 0 
x20 0 0 0 1 0 0 
x21 0 0 0 0 1 1 
x22 0 0 0 0 1 1 

 
根据粗糙集理论可知: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22/ ( ) {{ , , , , },{ , , , , },{ , , , , }, { , , , , },{ , }},U IND C x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x=  

( ) 1 2 6 7 11 12 16 17 21 22 3 4 5 8 9 10 13 14 15 18 19 20/ {{ , , , , , , , , , },{ , , , , , , , , , , , }}.U IND D x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x=  

令决策属性形成的 2 个概念分别为 

1 1 2 6 7 11 12 16 17 21 22{ , , , , , , , , , },X x x x x x x x x x x=  

2 3 4 5 8 9 10 13 14 15 18 19 20{ , , , , , , , , , , , }.X x x x x x x x x x x x x=  

根据定义
[ ]

( )
[ ]
RR

X
R

x X
x

x
μ

∩
= 可知: 

1
1 2 20 21 22

0.4 0.4 0.4 1 1( ) , ,..., , , ,XF U
x x x x x

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

此时, 
1 0.5 1 21 22 0.4 1

1 , ( ) { , }, ( ) ,
6X R X x x R X Uσ = = =  

而 1 0.5 1
1 0.5 1

1 0.5 1

( )
( , ( )) 0.2,

( )
X R X

S X R X
X R X

∩
= =

∪
1 0.4 1

1 0.4 1
1 0.4 1

( )
( , ( )) 0.5,

( )
X R X

S X R X
X R X

∩
= =

∪
显然, 1 0.4 1 1 0.5 1( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R X>  

同理, 
2

1 2 20 21 22

0.6 0.6 0.6 0 0( ) , ,..., , , .XF U
x x x x x

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

此时有, 
2 0.5 2 1 2 20 0.4 2 1 2 200, ( ) { , ,..., }, ( ) { , ,..., }.X R X x x x R X x x xσ = = =  

因此, 0.5 2 0.4 2( ) ( ),R X R X= 故 2 0.4 2 2 0.5 2( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R X= 综上可知,这里的 0.5 1( )R X 不是 X1 的最优近似集但

0.5 2( )R X 是 X2 的最优近似集.那么,满足什么条件的 0.5 ( )R X 才是最优的近似集呢? 
当 [ ,0.5]Xλ σ∈ 时 , ( )R Xλ 中存在一些知识粒 ,它们都不包含于 0.5 ( )R X 中 ,因此不妨设 0.5( ) ( )R X R Xλ − =  

1 2
[ ] [ ] ... [ ] ,

sj R j R j Rx x x∪ ∪ ∪ 这里
1 2

[ ] ,[ ] ,...,[ ]
sj R j R j Rx x x 是一族两两不相交的集合. 

定理 5. 设论域 U 是一个有限论域,X 是 U 上的概念,R 是 U 上的等价关系,对任意的 0.5,Xσ λ≤ ≤ 令

[ ] [ ] ,
k kk j R j RX x x Xβ = ∩ − k=1,2,…,s,若 0.5( , ( )),k S X R Xβ ≤ 则 

0.5( , ( )) ( , ( )) ( , ( )).
X

S X R X S X R X S X R Xσ λ≤ ≤  
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证明: 
(1) 由定理 1 可知, 

( , ( )) ( , ( )) ( , ( )).
X

S X R X S X R X S X R Xλ σ=≥  

故 
( , ( )) ( , ( )),

X
S X R X S X R Xσ λ≤

 
下面只需证明 0.5( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R Xλ ≤  

(2) 对任意 0.5 ( )x R X∈ 有
[ ]

( ) 0.5,
[ ]
RR

X
R

x X
x

x
μ

∩
= ≥ 令 { | ( ) 0.5} { | ( ) 1} { | 0.5 ( ) 1},R R R

X X Xx x x x x xμ μ μ= = ∪ <≥ ≤  

1 2
{ | 0.5 ( ) 1} [ ] [ ] ... [ ] ,

k

R
X i R i R i Rx x x x xμ < = ∪ ∪ ∪≤ 而 ( ) { | ( ) 1},R

XR X x xμ= = 由此可得, 

1 2 1 2

0.5( ) { | ( ) } { | ( ) 1} { | 0.5 ( ) 1} ( ( ) ( ))
= ( ) ([ ] [ ] ... [ ] ) ([ ] [ ] ... [ ] ).

k s

R R R
X X X

i R i R i R j R j R j R

R X x x x x x x R X R X
R X x x x x x x

λ λμ λ μ μ= = = ∪ < ∪ −
∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪

≥ ≤
 

因此
1 1

( ) { ( ) ([ ] ... [ ] ) ([ ] ... [ ] )},
k si R i R j R j RX R X X R X x x x xλ∩ = ∩ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ 因为

1 1
( ),[ ] ,...,[ ] ,[ ] ,...,[ ]

k si R i R j R j RR X x x x x
 

是一族两两不相交的集合,故 

1 2

1 2

1 1

1

0.5 ( ) ( ) [ ] [ ] ... [ ]

                      = ( ) [ ] [ ] ... [ ] ,

( ) ( ) [ ] ... [ ] [ ] ... [ ]

                      = ( ) [ ]

k

k

k s

i R i R i R

i R i R i R

i R i R j R j R

i R

X R X X R X X x X x X x

R X X x X x X x

X R X X R X X x X x X x X x

R X X x

λ

∩ = ∩ + ∩ + ∩ + + ∩

+ ∩ + ∩ + + ∩

∩ = ∩ + ∩ + + ∩ + ∩ + + ∩

+ ∩
1

... [ ] [ ] ... [ ] .
k si R j R j RX x X x X x+ + ∩ + ∩ + + ∩

 

同理,
1 1

,([ ] ),...,([ ] ),([ ] ),..., ([ ] )
k si R i R j R j RX x X x X x X x X− − − − 也是一族两两不相交的集合,故 

1 1

1 2

1 1

1 1

0.5 ( ) ( ( ) [ ] [ ] ... [ ] )

= [ ] [ ] ... [ ] ,                  

( ) ( ( ) [ ] ... [ ] [ ] ... [ ] )

                     = [ ] ... [ ] [ ]

k

k

k s

k

i R i R i R

i R i R i R

i R i R j R j R

i R i R j R

X R X X R X x x x

X x X x X x X

X R X X R X x x x x

X x X x X x X

λ

∪ = ∪ ∪ ∪ ∪ ∪

+ − + − + + −

∪ = ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪

+ − + + − + − ... [ ] .
sj Rx X+ + −

 

因此, 

( )

1 2

1 2

1 1

1

0.5
0.5

0.5

( ) [ ] [ ] ... [ ]( )
( , ( )) =  ,

( ) [ ] [ ] ... [ ]

[ ] ... [ ] [ ] ... [ ]( )
( , ( ))  =

( ) [ ] ... [ ] [

k

k

k s

k

i R i R i R

i R i R i R

i R i R j R j R

i R i R

R X X x X x X xX R X
S X R X

X R X X x X x X x X

R X X x X x X x X xX R X
S X R X

X R X X x X x X x
λ

λ
λ

+ ∩ + ∩ + + ∩∩
=

∪ + − + − + + −

+ ∩ + + ∩ + ∩ + + ∩∩
=

∪ + − + + − +
1

.
] ... [ ]

sj R j RX x X− + + −

 

令 ( )
1 1[ ] ... [ ] ,

ki R i RR X X x X x k+ ∩ + + ∩ =
1 2 2[ ] [ ] ... [ ] ,

ki R i R i RX x X x X x X k+ − + − + + − = 0.5( , ( )) ,S X R X k= 则

1
0.5

2

( , ( )) .kS X R X k
k

= =  

再令
11 [ ] ... [ ] ,

sj R j Rt X x X x= ∩ + + ∩
12 [ ] ... [ ] ,

sj R j Rt x X x X= − + + − 因为 [ ] [ ] ,
k kk j R j RX x x Xβ = ∩ − 且 k Sβ ≤  

0.5( , ( )),X R X 故 

1 1 1 1 1 1 1
0.5

1 22 2 2
2 2 1

1

( , ( )) ( , ( )).k t k t k t kS X R X S X R Xt kk t kk k t
k k

λ
+ + +

= < = = =
+ + +

 

因此, 0.5( , ( )) ( , ( )) ( , ( )).
X

S X R X S X R X S X R Xσ λ≤ ≤  □ 

例 4:设论域 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10{ , , , , , , , , , },U x x x x x x x x x x= 论域 U 在属性集 R 下被划分为 1 2 3 4 5 6/ {{ , ,}{ , , , },U R x x x x x x=  

7 8 9 10{ , , },{ }},x x x x 令目标概念 5 7 8 10{ , , , },X x x x x= 显然,论域 U 中每个元素的隶属度为
1 1 1 1 2 20,0, , , , , , ,
4 4 4 4 3 3

R
XF ⎧= ⎨

⎩
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2 ,1 .
3

⎫
⎬
⎭

因此 10( ) { },R X x= 0.5 7 8 9 10( ) { , , , },R X x x x x= 1 4 3 4 5 6 7 8 9 10( ) { , , , , , , , }.R X x x x x x x x x= 因为
( ) 1 ,

( ) 5X

R X
X R X

σ = =
+

 

0.5
3( , ( ))
5

S X R X = 而 3

3

[ ] 1 3 ,
[ ] 3 5

R

R

X x
x X

β
∩

= = <
−

此时 1 4
1( , ( )) ( , ( )) ,
2X

S X R X S X R Xσ = = 显然 ,当 0.5( , ( ))S X R Xβ < 时 ,

有 1 4 0.5( , ( )) ( , ( )) ( , ( )).
X

S X R X S X R X S X R Xσ = <  

推论 3. 设论域 U 是一个有限论域,X 是 U 上的概念,R 是 U 上的等价关系,对任意的 0.5,Xσ λ≤ ≤ 令 kβ =  

[ ] [ ] ,
k kj R j RX x x X∩ − k=1,2,…,s,若 0.5( , ( )),k S X R Xβ ≤ 则 

0.5( , ( )) ( , ( )) ( , ( )).
X

S X R X S X R X S X R Xσ λ�
≤ ≤  

当 [ ,0.5]Xλ σ∈ 时, ( )
X

R Xσ 中存在一些知识粒,它们都不包含于 0.5 ( )R X 中,因此不妨设 0.5( ) ( )
X

R X R Xσ − =  

1 2] [ ] ... [ ] ,R R n Rx x x∪ ∪ ∪ 这里 1 2[ ] ,[ ] ,...,[ ]R R n Rx x x 是一族两两不相交的集合. 
定理 6. 设论域 U 是一个有限论域,X 是 U 上的概念,R 是 U 上的等价关令系,对任意的 1 2 0.5,Xσ λ λ<≤ ≤ 令

[ ] [ ] ,k k R k RX x x Xφ = ∩ − k=1,2,…,n,若 ( , ( )),k S X R Xφ ≤ 则 

1 2
( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R Xλ λ≤  

证明:任取 [ ,0.5],Xλ σ∈ 对任意的 ( )x R Xλ∈ 有 ( ) [ ] [ ] ,R
X R Rx x X xμ λ= ∩ ≥ 可令 

{ | ( ) } { | ( ) 1} { | 0.5 ( ) 1} { | ( ) 0.5},R R R R
X X X Xx x x x x x x xμ λ μ μ λ μ= = ∪ < ∪ <≥ ≤ ≤  

令
1 2

{ | 0.5 ( ) 1} [ ] [ ] ... [ ] ,
k

R
X i R i R i Rx x x x xμ < = ∪ ∪ ∪≤

1 2
{ | ( ) 0.5} [ ] [ ] ... [ ] ,

s

R
X j R j R j Rx x x x xλ μ < = ∪ ∪ ∪≤ 显然 ,{j1,j2,…, 

js}⊆{1,2,…,n},而{ | ( ) 1} ( ),R
Xx x R Xμ = = 故, 

1 2 1 2
( ) ( ) ([ ] [ ] ... [ ] ) ([ ] [ ] ... [ ] ).

k si R i R i R j R j R j RR X R X x x x x x xλ = ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪  

因为
1 2 1 2

( ),[ ] ,[ ] ,...,[ ] ,[ ] ,[ ] ,...,[ ]
k si R i R i R j R j R j RR X x x x x x x 是一族两两不相交的集合,因此, 

1 1 1

1 1

2 1 1

( ) ( ) [ ] ... [ ] [ ] ... [ ]

                      = ( ) [ ] ... [ ] [ ] ... [ ] ,

( ) ( ) [ ] ... [ ] [ ] ... [ ]

      

k p t

k p t

k p

i R i R j R j R

i R i R j R j R

i R i R j R j R

X R X X R X X x X x X x X x

R X X x X x X x X x

X R X X R X X x X x X x X x

λ

λ

+

+

∩ = ∩ + ∩ + + ∩ + ∩ + + ∩

+ ∩ + + ∩ + ∩ + + ∩

∩ = ∩ + ∩ + + ∩ + ∩ + + ∩

1 1
                = ( ) [ ] ... [ ] [ ] ... [ ] .

k pi R i R j R j RR X X x X x X x X x+ ∩ + + ∩ + ∩ + + ∩

 

同理,
1 1

, ([ ] ),...,([ ] ),([ ] ),..., ([ ] )
k si R i R j R j RX x X x X x X x X− − − − 也是一族两两不相交的集合,故 

1 1 1

1 1

( ) ( ( ) [ ] ... [ ] [ ] ... [ ] )

                     = [ ] ... [ ] [ ] ... [ ] ,

k p t

k p t

i R i R j R j R

i R i R j R j R

X R X X R X x x x x

X x X x X x X x X

λ +

+

∪ = ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪

+ − + + − + − + + −
 

2 1 1

1 1

( ) ( ( ) [ ] ... [ ] [ ] ... [ ] )

                     = [ ] ... [ ] [ ] ... [ ] .

k p

k p

i R i R j R j R

i R i R j R j R

X R X X R X x x x x

X x X x X x X x X

λ∪ = ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪

+ − + + − + − + + −
 

因此,

  

1 1 1

1 1

1 1

( , ( )) ( ) ( )

( ) [ ] ... [ ] [ ] ... [ ]
                        = ,

[ ] ... [ ] [ ] ... [ ]
k p t

k p t

i R i R j R j R

i R i R j R j R

S X R X X R X X R X

R X X x X x X x X x

X x X x X x X x X

λ λ λ

+

+

= ∩ ∪

+ ∩ + + ∩ + ∩ + + ∩

+ − + + − + − + + −

 

2 2 2

1 1

1 1

( , ( )) ( ) ( )

( ) [ ] ... [ ] [ ] ... [ ]
                        = .

[ ] ... [ ] [ ] ... [ ]
k p

k p

i R i R j R j R

i R i R j R j R

S X R X X R X X R X

R X X x X x X x X x

X x X x X x X x X

λ λ λ= ∩ ∪

+ ∩ + + ∩ + ∩ + + ∩

+ − + + − + − + + −

 

令
2 2 21 2( , ( )) , ( ) , ( ) ,S X R X k X R X k X R X kλ λ λ= ∩ = ∪ = 故 
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2

2

2

1

2

( )
( , ( )) ,

( )

X R X kS X R X k
kX R X

λ
λ

λ

∩
= = =

∪
 

11

1

1 1

1

2

[ ] ... [ ]( )
( , ( )) .

( ) [ ] ... [ ]
p p t

p p t

j R j R

j R j R

k X x X xX R X
S X R X

X R X k x X x X
λ

λ
λ

+ +

+ +

+ ∩ + + ∩∩
= =

∪ + − + + −
 

因为 1,..., } {1,2, . }.{ .,p p t s+ + ⊆ 且 [ ] [ ] , ( , ( )),
k kk j R j R kX x x X S X R Xφ φ= ∩ − ≤ k=1,2,…,n,故 

1

1

1

1

1

1

2

1

2

[ ] ... [ ]
( , ( ))

[ ] ... [ ]

( , ( ))( [ ] ... [ ] )
                     .

( [ ] ... [ ] )

p p t

p p t

p p t

p p t

j R j R

j R j R

j R j R

j R j R

k X x X x
S X R X

k x X x X

k S X R X x X x X

k x X x X

λ
+ +

+ +

+ +

+ +

+ ∩ + + ∩
=

+ − + + −

+ − + + −

+ − + + −
≤

 

又由定理 1 可知,
2

( , ( )) ( , ( )),S X R X S X R Xλ≤ 再令
1

[ ] ... [ ] ,
p p tj R j Rx X x X t
+ +

− + + − = 因此, 

1

1

1

2

2

1

2

1
1

1 2

2 2

1

2

( , ( ))( [ ] ... [ ] )
( , ( ))

( [ ] ... [ ] )

( , ( ))
                      =

( , ( )).

p p t

p p t

j R j R

j R j R

k S X R X x X x X
S X R X

k x X x X

kk tk S X R X t k
k t k t

k S X R X
k

λ

λ

λ

+ +

+ +

+ − + + −

+ − + + −

+
+

+

=

≤

≤  

故
1 2

( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R Xλ λ≤  □ 

例 5:设论域 1 2 3 4 5 6 7 8{ , , , , , , , },U x x x x x x x x= 论域 U 在属性集 R 下被划分为 1 2 3 4 5 6 7/ {{ , , },{ , , , },U R x x x x x x x=  

8{ }},x 令目标概念 1 4 8{ , , },X x x x= 显然论域 U 中每个元素的隶属度为
1 1 1 1 1 1 1, , , , , , ,1 .
3 3 3 4 4 4 4

R
XF ⎧ ⎫= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
因此 0.5 ( )R X =  

10 1 4 1 3 1 2 3 8{ }, ( ) , ( ) { , , , }.x R X U R X x x x x= = 因为
( ) 1 .

( ) 4X

R X
X R X

σ = =
+

而 1 4
1 2

3 4

[ ] [ ]1 1, .
[ ] 2 [ ] 3

R R

R R

X x X x
x X x X

φ φ
∩ ∩

= = = =
− −

此

时 , 0.5 1 3 1 4
1 2 3( , ( )) , ( , ( )) , ( , ( )) ,
3 5 8

S X R X S X R X S X R X= = = 这里 , 1 0.5( , ( ))S X R Xφ ≤ 且 2 0.5( , ( )),X R Xφ ≤S 我们有

1 4 1 3( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R X<  

推论 4. 设论域 U 是一个有限论域,X 是 U 上的概念,R 是 U 上的等价关系,对任意的 1 2 0.5,Xσ λ λ<≤ ≤ 令

[ ] [ ] ,k k R k RX x x Xφ = ∩ − k=1,2,…,n,若 ( , )),(k S X R Xφ ≤ 则 

1 2
( ) ( )( , ) ( , ).S X R SX R XXλ λ� �

≤  

定理 5 和定理 6 表明,在区间 [ ],0.5Xσ 上 0.5 ( )R X 并不一定最优,但当满足一定条件时, 0.5 ( )R X 可作为 X 的最 

优近似集. 

4   结束语 

粗糙集理论研究范围广阔,涉及领域众多.它在系统理论、系统开发以及计算机建模过程中发挥着重要作 
用[29,30],并已取得了许多令人瞩目的成果.在知识获取、决策分析、系统决策支持、数据库知识发现、模式识

别、医疗诊断控制等应用领域上,粗糙集理论也发挥着重要作用[32−35].粗糙集理论也是粒计算研究的重要工具,
它与模糊集理论,商空间理论一起构成了粒计算的三大数学基础.Pawlak 教授提出的粗糙集理论是描述边界不

确定集合的重要手段.它主要是利用两个精确的集合即上近似集和下近似集来限制边界不确定集合 X 目前在

应用领域上利用粗糙集的扩展模型做研究者很多,但直接利用 X 的现有的知识基来构建近似集的研究却很少.
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我们在此方面做了探讨性的工作,提出了 X 的近似集构建方法,找到一个相对较好的近似集 R0.5(X)并发现了它

的一些性质.但我们在文献[26]中并没有给出一般近似集的性质以及最优的近似集.结合我们在文献[26]中给出

的定义,我们发现了一般近似集所满足的性质.找到了一般近似集比下近似集更近似于 X 的λ成立的区间.最后

找到了 R0.5(X)作为最优近似集应满足的条件.近似集理论作为一种新方法在不确定信息的处理上有着重要的

应用.本文在理论研究取得的成果可以与其他处理不确定信息的理论相结合,使这些理论在处理不确定信息上

显得更加有效[36,37];在实际的应用中,它在数据挖掘和知识获取上面也有着相当大的优势[38−40],特别是在图像分

割的边缘信息处理中,可能会有更好的效果.这些研究工作完善了我们前面提出的粗糙集的近似集理论,希望这

些研究工作能丰富不确定信息度量理论以及增进人工智能的发展,扩展粗糙集理论的应用. 

致谢  在此,我们向对本文工作给予修改建议和帮助的评审者、专家和帮助者表示深深的感谢. 
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