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Abstract:  Many challenges in multi-agent coordination can be modeled as Distributed Constraint Optimization 
Problems (DCOPs). Aiming at DCOPs with low constraint density, this paper proposes a distributed algorithm based 
on the idea of greed and backjumping. In this algorithm, each agent makes decisions according to the greedy 
principle that the most assignment combinations in the problems with low constraint density occur at a zero cost, 
and the backjumping mechanism among the agents ensures the success of this algorithm, even when this greedy 
principle leads to a local optimum. In contrast with the existing mainstream DCOP algorithms, this algorithm can 
solve problems with low constraint density with fewer messages while keeping the polynomial message length and 
space complexity. The correctness of the key mechanisms in this algorithm has been proved, and those advantages 
in performance have been verified by experiments. 
Key words:  distributed constraint optimization problem; multi-agent; algorithm 

摘  要: 多 Agent 协作过程中的许多挑战都可以建模为分布式约束优化问题.针对低约束密度的分布式约束优化

问题,提出了一种基于贪婪和回跳思想的求解算法.在该算法中,各 Agent 基于贪婪原则进行决策,能够利用低约束密

度问题中大量赋值组合代价为0这一特点来加快求解速度.同时,Agent间的回跳机制可以在贪婪原则陷入局部最优

时保证算法的完全性.相对于已有主流算法,该算法可以在保持多项式级别的消息长度/空间复杂度的前提下,以较

少的消息数目求解低约束密度的分布式约束优化问题.给出了算法关键机制的正确性证明,并通过实验验证了算法

的上述性能优势. 
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在多 Agent 协作过程中,资源和任务分配、协同决策等许多具体问题都可被抽象为分布式约束优化问题

(distributed constraint optimization problem,简称 DCOP)[1].这一问题是 NP 难问题,设计其求解算法时的重要挑

战之一是如何尽可能地利用应用域特点来降低复杂度[2]. 
在分布式约束优化问题中,约束密度[3]代表了结点间存在约束关系的平均概率.在许多情况下,Agent 物理

邻接时才会产生直接的制约\冲突关系.例如:在传感器分配问题的约束图中,结点是被监控的目标,边则是可能

被共用的传感器[4];在服务组合 QoS 问题约束求解模型中,约束关系只存在于可能发生调用关系的结点之间[5].
另一方面,近期研究指出,大量真实网络中结点物理邻接的平均概率相当低——文献[6]所给出的 880 个结点的

对等网络中平均度为 1.47,即两个结点邻接的平均概率仅为 0.003;物理世界中铁路网的这一概率为 0.113;其他

许多网络的这一概率在 10−4 级别或更低.因此,以真实网络为基础的许多问题具备约束密度较低的特点,我们称

此类问题为低约束密度的分布式约束优化问题. 
针对低约束密度的分布式约束优化问题,本文提出了一种基于贪婪和回跳思想的算法 HEDA(high efficient 

density-aware algorithm).在该算法中,每个 Agent 基于贪婪原则进行决策,利用低约束密度问题中大多数赋值组

合不存在冲突这一特点来加快求解速度,并在必要时通过贪婪求解过程的回跳来保证算法完全性,克服贪婪原

则可能会陷入局部最优的弊端.HEDA 算法能够以较少消息数目求解低约束密度问题,同时将消息长度和空间

复杂度控制在多项式级别.这一性能优势已在实验中得到验证:在求解随机生成和第三方测试集的低约束密度

问题时,HEDA 算法的消息数目在大多数情况下远少于基于搜索/回溯的 NCBB[7],Adopt[1]等算法.同时,算法消

息长度和单个结点空间需求也远少于基于动态规划的 DPOP[8]算法. 
本文第 1 节给出分布式约束优化问题定义.第 2 节分析相关工作及其不足.第 3 节概述 HEDA 算法的基本

思想.第 4 节给出 HEDA 算法的关键机制及其正确性证明.第 5 节讨论 HEDA 算法的实现细节.第 6 节给出算法

复杂度分析和实验对比测试结果. 

1   分布式约束优化问题 

分布式约束优化问题的定义存在若干形式上有细微差异的版本[1,4,7,9],在本文中,我们将其定义如下: 
定义 1(分布式约束优化问题). 分布式约束优化问题是一个五元组〈X,D,F,A,δ〉,其中, 
X={x1,…,xn}是变量集合; 
D={D1,…,Dn}是论域集合.其中,Di 是变量 xi 的论域,包括有限个离散的元素; 
F={f1,…,fs}是一组约束函数,fi:Di1×…×Dik→N∪{+∞}定义了变量 xi1,…,xin 的赋值组合代价,当代价为+∞时,

该组合被禁止.若某个赋值组合代价非 0,则称相应变量间存在约束关系; 
A={a1,…,at}是 Agent 集合,每个 Agent 管理若干变量,负责为这些变量赋值; 
δ指明了 Agent 与变量的管理关系,它是 A → X 的双射,其中, X 是 X 的一个划分. 
在上述定义中,δ同时也隐含了约束函数的分布性:Agent ai 初始了解且仅了解与δ(ai)中变量相关的约束函

数,它们在后文中被称为 Agent ai 的本地约束. 
定义 2(分布式约束优化问题的解及其代价). 对于 1 1{ , ..., } , ...u uX x x X D D′ ′ ′ ′ ′= ⊆ × × 中的一个元素被称为分布

式约束优化问题在 X′上的一个部分解(partial solution).如果 X′=X,则称该部分解为问题的一个解.部分解的代价

是其所违反约束的代价总和,即 
 ( )( ) ( | )dom f

f F
Cost PS f PS

∈

= ∑  (1) 

其中,符号|表示 PS 在 f 定义域上的投影. 
定义 3(分布式约束优化问题的约束密度). 给定一个分布式约束优化问题〈X,D,F,A,δ〉,其约束图是一个无

向图 G=〈X,E〉,如果 xj1,xj2 存在约束关系,则边(xj1,xj2)∈E.约束密度 pd 是 G 中边数与|X|阶完全图边数的比值,也即 

 2 | |
| | (| | 1)d

Ep X X= × −  (2) 

定义 3 仅考虑了二元约束的情况,在存在更高元约束时需引入超边(HyperEdge)等概念[2]. 
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分布式约束优化问题求解算法的目标是通过 Agent 协同得到一个最小代价的解,使每一个 Agent 可以为其

所管理的变量赋值.本文工作针对的是低约束密度的分布式约束优化问题,一个简单实例是较大规模的地图着

色问题:我们可以指定地图每个区块由单独的一个 Agent 负责,Agent 基于本地视图进行协同,对其负责的区块

着色,要求最终整个地图上被违反的约束(即相邻区块不能着相同颜色)总数最少[10].由于约束关系存在且仅存

在于负责物理相邻区块的 Agent 之间,由平面图边数和结点数|E|≤3|X|−6 的关系[11],可得该问题约束密度小于

等于(6|X|−12)/(|X|×(|X|−1)),即 20 个结点时,约束密度小于等于 0.28,30 个结点时,小于等于 0.19,并且随着结点数

的增加,约束密度趋向于 0. 
本文将使用如下一些标记法: 
• 直观起见, 1{ , ..., }ux x′ ′ 上的部分解 1, ..., ud d′ ′〈 〉 直接记为赋值序列“ 1 1, ..., u ux d x d′ ′ ′ ′= = ”; 

• 若 PS 是变量集合 X′上的一个部分解,则记 var(PS)=X′,且对任意 xi∈X′,使用符号 PS(xi)表示变量 xi 在 PS
中所赋的值; 

• 使用符号∪来表示两个部分解的合并操作,例如,“x1=a”∪“x2=b”=“x1=a,x2=b”; 
• 符号|表示部分解在指定变量集合上的投影,例如,“x1=a,x2=b,x3=c”|

1 2{ , }x x =“x1=a,x2=b”. 

此外,本文后续内容基于对分布约束优化问题的如下一些简化:1) 每个 Agent 只拥有一个变量,在措辞上也

将不再区分 Agent、结点和变量;2) 所有约束均是一元或二元的,即 F 中的成员均为一元或二元函数的.这些简

化只是为了行文简单起见,也是本领域通常的做法[4,7],但本文算法略作改造后即可处理单 Agent 多变量及多元

约束的情况. 

2   相关研究工作 

分布式约束优化问题可对多 Agent 领域许多真实问题建模,例如,Pectu 在文献[4]中给出了多 Agent 组合拍

卖、覆盖网优化等的分布式约束优化问题模型,Maheswaran 在文献[12]中将分布式多事件调度建模为分布式约

束优化问题,Sultanik 等人实现了多 Agent 任务调度的语言 C-TÆMS 到分布式约束优化问题的自动转换[13], 
Zhang 等人给出了移动传感器网络中分布式约束优化问题的应用等[14].该问题求解算法近年来引起了较为广

泛的关注,其中,与本文工作相关的是具备完全性的非近似算法,它们可被分为两大类:基于搜索/回溯的算法和

基于动态规划的算法. 
(1) 基于搜索/回溯的算法 
SBB(synchronous branch and bound)[15]算法是约束优化领域经典分枝定界(branch and bound)算法[2]的简单

分布化,它基于搜索/回溯的思想遍历解空间,通过记录上界/下界来剪枝以提高性能.但与集中式分枝定界算法

不同,它将全局状态封装为在 Agent 间传递的令牌,从而不必维护一个集中的状态控制器.以 SBB 算法为基础衍

生出了 dAOBB[4],NCBB[7]等算法,这些算法仍基于搜索/回溯的思想,主要改进在于采用不同的Agent组织方式、

进一步重用搜索过程中产生的知识等. 
Adopt 算法[1]是具备完全性的异步算法,它基于回溯和上界/下界传播的思想:各个结点不需要等待其他结

点,而是基于其当前所能获得的信息直接做出决策,并在发现可能获得更优解时重新决策.但这种完全基于局部

视图的行为方式有可能导致已被搜索过的空间被重新搜索,从而造成大量不必要的消息[4].OptAPO[16]是集中-
分布混合的异步算法,将问题分解成子问题,子问题采用集中式求解,可大幅减少消息数目,但在 Agent 隐私保

护、自主性等方面存在缺陷[3]. 
(2) 基于动态规划的算法 
DPOP(distributed pseudotree optimization procedure)[8]是基于动态规划的求解算法,其基本思想与集中式的

Bucket Elimination 算法[2]类似:每次从问题中剔除一个结点,该结点对问题求解所有可能的“影响”被保存下来.
该算法的消息数目是线性的,但消息长度和空间复杂度的上界是呈指数级的.例如,在 10 个变量、论域大小为

10时,该上界可能达到 109(约 953M),从而限制了其应用范围.MB-DPOP[17]和O-DPOP[18]是该算法针对消息长度

的两个改进:前者通过必要时的暴力枚举来控制消息长度/空间复杂度的上界;后者将消息长度降到了多项式级
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别,但消息缓存机制的存在使其结点空间需求的上界仍呈指数级. 
上述算法在求解低约束密度问题时的不足主要表现在:在基于搜索/回溯的算法中,消息数目呈指数级,实

际消息数目依赖于剪枝效率,而约束密度仅仅是问题特征之一,约束密度低并不一定意味着剪枝效率就高;另一

方面,将消息数目降到了多项式级别的动态规划算法虽然有可能利用低约束密度问题的特点,但其消息长度/空
间复杂度的上界仍呈指数级. 

3   HEDA 算法概述 

HEDA 算法利用了低约束密度问题中大量赋值不存在冲突(即组合代价为 0)的特点,在保持多项式级别的

消息长度/空间复杂度的同时,能够以较少的消息数目求解此类问题.本节首先介绍 HEDA 算法的设计思想,然
后结合一个简单实例说明 HEDA 算法的基本执行过程. 

3.1   HEDA算法基本设计思想 

HEDA 算法的基本设计思想包括: 
(1) 基于伪树的结点组织.与Adopt,DPOP等算法相同,HEDA算法中结点被组织成伪树[2](pseudo tree).伪树

是约束图的一种生成树,其特点是不同分支的结点间不存在约束关系,也即在原约束图中不邻接.伪树组织方式

使得不同分支在 HEDA 算法中可独立实施贪婪求解过程,降低问题规模,提高并行性; 
(2) 自底向上的贪婪求解.在 HEDA 算法中,每个结点向其父结点报告一个符合特定条件的部分解集合(后

文称其为最优部分解集),父结点在子结点报告内容的基础上,基于贪婪原则尝试计算自身的最优部分解集.如
此层层上报,直至到达根结点,根结点最优部分解集中代价最小者即为问题的解; 

(3) 必要时自顶向下的回跳.贪婪原则可能无法求出当前结点的最优部分解集,此时结点会启动回跳机制,
也即通知其子树中某些已计算完毕的结点重新开始一次贪婪求解过程.此过程终止于当前结点并得到一个确

定的最优部分解,从而使前一贪婪求解过程得以继续.回跳机制保证了 HEDA 算法的完全性. 
与第 2 节所介绍算法的设计思想相比,HEDA算法最显著的特点是各个结点会首先尝试基于贪婪原则进行

决策,而贪婪原则成立的概率与代价为 0 的赋值组合的数目密切相关(见第 4.2 节定理 1),因此,HEDA 算法有可

能快速求解低约束密度的问题,甚至在某些情况下只需要线性消息数目.HEDA 算法结合了基于动态规划与基

于搜索/回溯的算法的某些设计:一方面,算法基于贪婪原则自底向上计算最优部分解集,子结点的同一条消息

可以在父结点生成多个最优部分解时复用,从而减少消息数量,这一特点与基于动态规划的算法类似;另一方

面,回跳有可能利用前一次贪婪求解过程中的某些历史信息,例如本文第 5.2 节将搜索/回溯算法中定界剪枝机

制应用到了本算法中. 

3.2   使用HEDA算法求解TriVar问题 

下面通过一个名为 TriVar 的简单分布式约束优化问题说明 HEDA 算法的基本执行过程,其中某些细节将

在第 4 节和第 5 节给出. 
(1) TriVar 问题定义 
TriVar 问题定义如下: 
• X={x1,x2,x3}; 
• D={D1,D2,D3},D1=D2=D3={a,b}; 
• F={f12,f13,f23},其中,fij 是定义域为 Di×Dj 的约束函数.约束函数所建立的具体映射关系如图 1(a)所示:两

个论域元素之间存在边代表相应赋值组合的代价为 1,否则,代价为 0.例如,对于 f13∈F,有 f13(a,a)=1, 
f13(a,b)=f13(b,a)=f13(b,b)=0.由 F 得到的 TriVar 问题约束图如图 1(b)所示. 

X 中每个变量由一个对应的 Agent 负责,因此不再对 A 和δ作单独定义. 
(2) TriVar 问题求解过程 
HEDA 算法首先通过预处理将结点组织成伪树.我们假定 x1 是伪树根结点,x3 是叶结点(如图 1(b)中粗线所
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示).在结点组织完毕后,每个结点都将成为一棵子树的根结点,叶结点子树则仅包含其自身. 

a b

a b

a b

x1

x2

x3

x2

x1

x3  
(a) Constraint function   (b) Constraint graph 

(a) 约束函数        (b) 约束图 

Fig.1  TriVar problem 
图 1  TriVar 问题 

此后,算法将进入贪婪/回跳求解过程.在这一过程中,每个结点将为自己求一个最优部分解集.该解集由本

结点论域中每个元素所对应的一个部分解组成,此部分解覆盖了本结点子树上所有结点,且是本结点赋予该论

域元素的所有部分解中代价最小者.最优部分解集基于贪婪和回跳机制,从叶结点到根结点自底向上生成.我们

通过 TriVar 问题的求解来说明该过程. 
Step 1. 由于叶结点 x3 的子树仅包含其自身 ,因此 ,它向 x2 报告的最优部分解集显然是{〈“x3=a”,0〉, 

〈“x3=b”,0〉},其中,两个部分解分别对应论域元素 a 和 b,0 则是相应部分解的代价; 
Step 2. x2在 x3 报告内容的基础上,根据如下贪婪原则生成一个部分解集:对于 x2 论域中的每个元素,将其与

x3 报告的解集中每个部分解合并后得到一组新的、覆盖了本结点的部分解,选择其中代价最小者放到解集中.
具体地,x2 首先将“x2=a”与“x3=a”,“x3=b”合并得到两个新的部分解“x2=a,x3=a”和“x2=a,x3=b”,取其中代价最小者

作为论域元素 a 所对应的部分解,然后再为论域元素 b 重复上述计算过程,得到部分解集{〈“x2=a,x3=a”,1〉, 
〈“x2=b,x3=a”,1〉}(假定代价相同时取第 1 个).虽然是基于贪婪原则计算出来的,但因为事实上已考虑了 x2 子树中

所有可能的赋值组合,这一解集显然是最优部分解集,因此,x2 将其报告给 x1; 
Step 3. x1 在 x2 报告内容的基础上,依据相同的贪婪原则计算出一个部分解集{〈“x1=a,x2=a,x3=a”,3〉,〈“x1=b, 

x2=b,x3=a”,2〉}.此时,结点 x1 发现,由于 f13(a,a)=1,导致其无法确认第 1 个部分解是否真的是以 x1=a 为首的所有

部分解中代价最小者.此时,x1 将启动回跳机制,通知 x3 在假定“x1=a”已成立的情况下开始新的一轮贪婪求解 
过程; 

Step 4. x3 计算出假定“x1=a”已成立情况下的最优部分解集{〈“x3=a”,1〉,〈“x3=b”,1〉},并报告给 x2; 
Step 5. x2 计算出假定“x1=a”已成立情况下的最优部分解集{〈“x2=a,x3=b”,2〉,〈“x2=b,x3=b”,2〉},并报告给 x1; 
Step 6. 因为 Step 4 和 Step 5 都是在假定“x1=a”已成立情况下执行的,因此,根结点 x1 收到 x2 的报告后,可以

确认以 x1=a 为首、代价最小的部分解是“x1=a,x2=a,x3=b”(代价为 2).结点 x1 使用这一信息更新第 3 步解集中的

第 1 个元素,得到自身的最优部分解集. 
由最优部分解集含义可知,x1 最优部分解集中代价最小者“x1=a,x2=a,x3=b”即为 TriVar 问题的最优解. 
(2) 算法性能的初步分析和对比 
在求解 TriVar 问题时,HEDA 算法一共进行了两次贪婪求解过程,发送 4 条消息后得到了正确的解.如果使

用基于搜索/回溯的 SBB 算法,按 x1→x2→x3 的搜索顺序来求解本问题,那么由于客观上无法剪枝,需要在 3 个结

点间评估 8 个完整的解,因此无论是总消息数目还是消息总长度都将远大于 HEDA 算法. 
HEDA 算法求解时需要在每个结点上得到一个最优部分解集合,因此表面上看似乎 HEDA 算法会产生额

外开销,但如前所述,在低约束密度问题中,许多情况下,贪婪原则即可获得最优部分解.本例 Step 3 中,由于

f13(b,a)=0,因而可以确定基于贪婪原则得到的第 2个部分解“x1=b,x2=b,x3=a”是论域元素 b所对应的最优部分解,
不需要为其回跳(参见第 4.2 节定理 1).甚至在某些情况下,HEDA 算法只需要线性消息数目即可求得最优解.例
如,若 TriVar 问题中 f13(a,a)=0(即删掉图 1(a)中的弧线),则第 3 步之后算法即可结束.而此时,基于搜索/回溯的
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SBB 算法仍然需要评估 8 个完整的解. 

4   HEDA 算法核心机制 

第 3 节仅阐述了 HEDA 算法的基本思想,并未触及如下问题: 
(1) 算法的完全性,也即第 3.2 节 Step 6 结束后是否得到了真正的最优解; 
(2) 算法的分布性,也即如何保证第 3.2 节所示过程不需要一个全局且集中的状态控制器; 
(3) 其他一些有挑战性的问题,包括在伪树中如何将多个子树的结果汇聚、如何判断一个结点基于贪婪

原则所求出的部分解集是否需要回跳、回跳起点如何确定、在回跳过程中又需要回跳如何处理等. 
本节将详述 HEDA 算法核心机制,并回答上述问题. 
HEDA 算法的执行可分为结点组织、贪婪\回跳、解传播这 3 个阶段,其中,贪婪\回跳是算法最主要的阶段. 

4.1   结点组织 

HEDA 算法首先将结点组织成具备伪树特征的深度优先搜索树(DFS 树).这一阶段可被视作算法的预处理

阶段,主要完成如下工作: 
(1) DFS 树生成,并填充每个结点上的如下数据结构:父结点 Parent;子结点集合 Childs;伪父结点集合

PseudoParent,伪子结点集合 PseudoChilds.其中,伪父结点和伪子结点分别是指在 DFS 树中不邻接但

存在约束关系的祖先结点和子孙结点[4].在 DFS 树生成以后,每个结点都将成为一个子树的根结点,
后文记该子树中所有结点为 subtree(x); 

(2) 为每个结点生成具体分离子(detailed separator).分离子(separator)是约束图及其伪树中的概念[2],它
是伪树祖先结点的一个子集,将它们删除后,本结点子树将不再与原约束图连通.HEDA 算法中的具

体分离子是这一概念的扩展,其区别在于,它还携带了这些结点的论域元素信息,即它们中的哪些赋

值导致本结点子树与原约束图连通.例如,第 3 节 TriVar 问题的 DFS 树中,x3 分离子是{x1,x2},而具体

分离子还包含了具体的赋值,即 DetailedSeparators(xi)={“x1=a”,“x2=a”,“x2=b”}.具体分离子可以为贪

婪/回跳阶段回跳起点的确定提供依据(见第 4.2 节中的定理 3). 
文献[4]给出了将结点组织成 DFS 树的多项式复杂度的分布式算法.具体分离子的分布式生成算法可以对

分离子生成算法[17]作简单扩展而得,只需要线性消息数目. 

4.2   贪婪\回跳 

在贪婪\回跳阶段,算法沿 DFS 树自底向上求解各结点的最优部分解集,最终得到根结点的最优部分解集.
在这一过程中,可能需要贪婪求解过程的多次回跳,也即要求某些已经完成最优部分解集计算的结点重新计算,
并在重新计算时假定某些被称为上下文的赋值组合已成立. 

下面首先给出上下文和最优部分解集的严格定义. 
定义 4(上下文和上下文相关代价). 上下文τ是一个部分解.给定另一个部分解 PS 且 var(PS)∩var(τ)=∅,PS

的上下文τ相关代价被定义为 
 

var( ), var( )
( , ) ( ) ( ( ), ( ))

i j

ij i j
x PS x

CC PS Cost PS f PS x x
τ

τ τ
∈ ∈

= + ∑  (3) 

其中,fij∈F 是以 Di×Dj 为定义域的二元约束函数.直观地说,上下文相关代价除了定义 2 所给代价外,还额外考虑

了与当前上下文中赋值的冲突.例如,在第 3.2 节的 Step 3~Step 6 中,“x1=a”就是上下文,此时,“x3=a”的上下文相

关代价是 1. 
上下文是贪婪求解过程的基本参数,可以用来唯一地标识一个贪婪求解过程.后述定义均是上下文相关的,

因此,为简单起见,后文所称代价均为上下文相关代价,若不存在上下文时,记上下文为∅. 
定义 5(最优部分解和最优部分解集). 给定 xi∈X 和上下文τ,对于任意 d∈Di,xi 在 d 上的最优部分解 

( , )
ixOptPS d τ 被定义为:(1) subtree(xi)上的部分解;(2) 在 xi处的赋值为 d;(3) 满足以上两点的所有部分解中上下 
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文τ相关代价最小者.xi 的最优部分解集被定义为 
 ( ) { ( , ) | }

i ix x iOptPSSet OptPS d d Dτ τ= ∈  (4) 

显然,根结点的最优部分解集 OptPSSetroot(∅)中代价最小者即为问题最优解,且依据最优部分解的定义,叶
结点 xleaf 最优部分解集必定是{“xleaf=d”|d∈Dleaf}.因此,要得到根结点的最优部分解集,只需回答如下问题:在给

出所有子结点最优部分解集时,父结点如何构造其最优部分解集? 
为回答上述问题,下面首先引入贪婪部分解的概念.简言之,贪婪部分解是当前结点在其子结点报告的最优

部分解集(及代价信息)基础上找到的满足定义 5 中条件(1)和条件(2)、代价尽可能小的部分解. 
定义 6(贪婪部分解). 给定上下文τ,xi∈X 和 xj∈Childs(xi),d∈Di 的一个贪婪基点是 xj 论域 Dj 中的某个元素 

 ( , , ) arg min( ( ( , ), ) ( , ))
i j

j
x j x ij

v D
GreedyBase d x CC OptPS v f d vτ τ τ

∈
= +  (5) 

xi 在其论域元素 d 上的贪婪部分解可被定义为 

 ( , )
ixGreedyPS d τ = “xi=d”∪

( )
( ( , , ), )

j
j i

x j
x Childs x

OptPS GeedyBase d x τ τ
∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∪  (6) 

上述定义中的∪是第 1 节中所给的部分解合并运行符.公式(5)和公式(6)给出了 HEDA 算法中的贪婪原则,
即构造贪婪部分解的方法.在子结点已经报告了最优部分解集及其中每个元素代价的前提下,这一方法只需用

到本地约束函数 fij,因此,可以分布式实现. 
贪婪部分解有可能是最优部分解,但也有可能不是.定理 1 将给出判断一个贪婪部分解是否为最优部分解

的方法,定理 2 将给出当无法判断时,如何获得最优部分解的方法. 
定理 1. 给定一个贪婪部分解 ( , )

ixP GreedyPS d τ= ,如果对∀xk∈subtree(xi)−child(xi)−{xi}都有 fik(d,P(xk))=0, 

则 P 是 xi 在其论域元素 d 上的最优部分解. 
证明:若 xi 是叶结点,由公式(5)计算得到的 ( , )

jxGreedyPS d τ 即为“xi=d”,它显然是符合定义 5 中条件的最优 

部分解.若 xi 是非叶结点,由于 DFS 树是伪树,不同分支间不存在约束关系,因此只需证明 xi 只存在一个子结点

xj 的情况即可. 
用反证法.假设存在符合定义 5 中条件(1)和条件(2)的一个部分解 P′,且其代价小于 P.由本定理条件易知: 

 ( )
var( )

( , ) ( | , ) ( , ( )) ( , ( )) ( )
j

k

subtree x ij j ik k i
x

CC P CC P f d P x f d x f d
τ

τ τ τ
∈

= + + +∑  (7) 

 ( )
var( )

( , ) ( | , ) ( , ( )) ( , ( )) ( )
j

k

subtree x ij j ik k i
x

CC P CC P f d P x f d x f d
τ

τ τ τ
∈

′ ′ ′+ + +∑≥  (8) 

由 CC(P′,τ)<CC(P,τ)的假设及公式(7)和公式(8)可得: 
 ( ) ( )( | , ) ( , ( )) ( | , ) ( , ( ))

jsubtree x ij j subtree xj ij jCC P f d P x CC P f d P xτ τ′ ′+ < +  (9) 

可以分两种情况加以讨论: 
(1) P(xj)=P′(xj):此时有 fij(d,P(xj))=fij(d,P′(xj)),且由贪婪部分解的构造方法可知, ( )|

jsubtree xP 是 xj 在 P(xj)上

的最优部分解,即 ( ) ( )( | , ) ( | , )
j jsubtree x subtree xCC P CC Pτ τ′ ≥ .公式(9)不成立.矛盾; 

(2) P(xj)!=P′(xj):设子结点 xj 在其论域元素 P′(xj)上的最优部分解为 Q,由最优部分解定义可知: 

( )( | , ) ( , ),
jsubtree xCC P CC Qτ τ′ ≥  

 代入公式(9)可得 ( )( , ) ( , ( )) ( | , ) ( , ( )
jij j subtree x ij jCC Q f d P x CC P f d P xτ τ′+ < + ,由贪婪部分解生成方法中公 

式(5)可知,P 不是 xi 在 d 上的贪婪部分解,“xi=d”∪Q 才是.矛盾. □ 
定理 2. 给定上下文τ和 xi∉var(τ),任取 d∈Di,有 

 ( , )
ixOptPS d τ =“xi=d”∪

( )
“ ”))Min ( (  

j
j i

x
x Childs

i
x

CC OptPSSe dt xτ
∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟∪
⎜
⎝

=
⎟
⎠

∪  (10) 

其中, Min ( (
jxCC OptPSSet τ ∪ “xi=d”))是 (

jxOptPSSet τ ∪ “xi=d”)中代价最小的元素. 

证明:xi 是叶结点时显然成立.若 xi 是非叶结点,与定理 1 的证明一样,我们证明 xi 只存在一个子结点 xj 的 
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情况.对任意符合定义 5 中条件(1)和条件(2)的部分解 P,由于 P=“xi=d” ( )|
jsubtree xP∪ ,因此, 

 ( )
( ) var( )

( , ) ( | , ) ( , ( )) ( , ( )) ( )
j

k j k

subtree x ik k ik k i
x subtree x x

CC P CC P f d P x f d x f d
τ

τ τ τ
∈ ∈

= + + +∑ ∑  (11) 

公式(11)右侧前两项即为 ( )( | ,
jsubtree xCC P τ ∪ “xi=d”),因此可得 

 ( )( , ) ( | ,
jsubtree xCC P CC Pτ τ= ∪ “xi=d”)

var( )
( , ( )) ( )

k

ik k i
x

f d x f d
τ

τ
∈

+ +∑  (12) 

公式(12)右侧后两项在本定理条件给定后是固定的,因此,若 CC(P,τ)最小,则 ( )( | ”, )“
jsubtree x iCC P x dτ ∪ = 最 

小.定理 2 成立. □ 
需要指出的是,公式(11)同时给出了仅利用本地约束和子结点所报告信息计算部分解代价的方法,因此,结

点在 HEDA 算法中有能力向父结点报告最优部分解集中元素的代价. 
定理 1 和定理 2 的意义如下: 
(1) 定理 1 是 HEDA 算法在低约束密度问题中性能优势的基础.直观上说,由于这类问题存在大量代价为

0 的赋值组合,使得定理 1 中条件成立的概率相当高,此时可直接从贪婪部分解得到最优部分解; 
(2) 定理 2 是 HEDA 算法完全性保证的手段:当结点无法通过定理 1 确认贪婪部分解是最优部分解时,

它可以通知其子树上结点启动一个新的、终止于本节点且扩展了上下文的子贪婪求解过程,从而得

到本结点在相应论域元素上的最优部分解,使得父贪婪求解过程得以继续.由于这一机制要求已完

成求解过程的结点重新计算,因此在 HEDA 算法中被称为回跳. 
HEDA 算法中的回跳必须解决如下两个关键问题: 
(1) 如何确定回跳的上下文? 
由定理 2 可知,回跳所产生的子贪婪求解过程的上下文是对父贪婪求解过程上下文的扩充,也即公式(10)

中的τ∪“xi=d”.回跳过程中可能仍需要回跳,相应上下文也逐层增加.由于每次仅增加一个赋值,且由上下文是部

分解、部分解最多包含|X|个赋值,可得 HEDA 算法中回跳嵌套的深度至多为|X|. 
(2) 如何确定回跳的起点? 
回跳的另外一个问题是需要确定起点,也就是从哪些结点开始计算新上下文条件下的最优解.依据贪婪部

分解自底向上的构造方法,回跳起点应是 subtree(xi)中所有叶结点,但下述定理说明大多数情况下无需如此. 
定理 3. 对于∀xj∈subtree(xi),如果对∀xk∈Childs(xj)均有“xi=d”∉DetailedSeparator(xk),则有 

 (
jxOptPSSet τ ∪ “xi=d”) ( )

jxOptPSSet τ=  (13) 

证明:由 DetailedSeparator 的含义和本定理条件可知,subtree(xj)−{xj}中任意元素的任意赋值与 xi=d 的组合

代价均为 0.因此,对任意 d′∈Dj,有 
 ( ( , ), )) ( , ) ( ( ,

j jx ij xCC OptPS d f d d CC OptPS dτ τ τ′ ′ ′+ = ∪ “xi=d”),τ∪“xi=d”)) (14) 

由于 fij(d,d′)是确定的,可得 ( , ) ( ,
j jx xOptPS d OptPS dτ τ′ ′= ∪ “xi=d”),定理 3 成立. □ 

依据定理 3,为求结点 xi 在其论域元素 d 上的最优部分解,回跳起点集合 Culprit(“xi=d”)可被定义为 
 {xj|“xi=d”∈DetailedSeparator(xk)且∀xk∈Childs(xj),“xi=d”∉DetailedSeparator(xk)} (15) 

综上所述,HEDA 算法贪婪/回跳阶段基本流程如下:所有叶结点在本阶段开始时启动上下文为∅的贪婪求

解过程;当前结点在收到子结点消息后,依据公式(4)和公式(5)中的贪婪原则生成贪婪部分解,依据定理 1 判断其

是否为最优部分解,若无法确定,则实施回跳,回跳所产生的新的子贪婪求解过程的上下文由定理 2 确定,其起点

则由公式(15)确定;回跳在当前结点处结束,由定理 2 可知,必定得到了相应论域元素上的最优部分解,然后父贪

婪求解过程得以继续 ; 叶结点所启动的上下文为 ∅的贪婪求解过程最终将终止于根结点 , 并得到

OptPSSetroot(∅). 

4.3   解传播 

在得到OptPSSetroot(∅)之后,HEDA算法将进入解传播阶段.根结点从该最优部分解集中取出代价最小的部

分解,由定义 5中的条件可知,它就是问题的最优解.根结点通过 DFS树向下传播这一最优解,各结点依据最优解



 

 

 

丁博 等:低约束密度分布式约束优化问题的求解算法 633 

 

为其变量赋值.当解传播消息到达所有叶结点之后,算法结束.显然,这一阶段只需线性消息数目. 

5   HEDA 算法具体实现 

本节首先给出 HEDA 算法核心的贪婪/回跳阶段的伪代码描述,然后讨论如何在 HEDA 算法中应用基于搜

索/回溯的约束优化算法中已有的一些技术. 

5.1   贪婪/回跳阶段的伪代码描述 

图 2 是 HEDA 算法贪婪/回跳阶段的伪代码描述.在该阶段,每个结点使用 Context 数据结构来记录当前贪

婪求解过程的上下文;使用 ChildCache 来缓存子结点所报告的最优部分解集;使用 BackjumpingStack 来缓存哪

些论域元素的贪婪部分解可能不是最优部分解,需要回跳;使用 PSSetStack 来保存当前贪婪求解过程所有祖先

过程的结果,从而使得在应用公式(13)时可以取到父贪婪求解过程的解(如图 2 中的第 1 行~第 4 行所示). 

Procedure Initialize 
1 Context←empty; 
2  ChildCache←empty; 
3  PSSetStack←empty; 
4  BackjumpingStack←empty; 
5  if I am a leaf of DFS tree 
6    Generate Leaf’s OptPSSet; 
7 PSSetStack.push(〈Context,MyOptPSSet〉); 
8    SendOptPSSet(OptPSSet,Context,MyParent); 
 
Procedure OnOptPSSet(child_opt_psset,child_context,sender) 
9  ChildCache[sender]←child_opt_psset 
10 Target←child_context.back() 
11 if (Target.Id!=MyId) and (child_context!=Context) 
12 Context←child_context.context; 
13  MaintainPSSetStack(); 
14  SendAskSolution(Context,MyChilds); 
15 if ChildCache is full 
16  if (Target.Id==MyId) and (ChildCache is full) 
17     OptPSSet[Target.Value]←GenerateOptPS(); 
18  else 
19     GenerateMyOptPSSet(); 
20  ChildCache←empty 
21  if BackjumpingStack is empty 
22     if I am the root of DFS tree 
23        start the value propagation stage; 
24     else 
25        PSSetStack.push(〈Context,OptPSSet〉); 
26        SendOptPSSet(OptPSSet,Context,MyParent); 
27  else 
28     NewContext←Context; 
29     NewContext.push_back(BackjumpingStack.pop()); 
30     SendBackjump(NewContext,MyChilds∪MyPseudoChilds);

Procedure OnBackjumping(new_context,sender) 
31 Target←new_context.back(); 
32 if Target not in ChildsDetailedSeparator 

and Target in MyDetailedSeparator 
33  Context←context 
34  MaintainSessionSoltuionStack(); 
35  OptPSSet=PSSetStack.top(); 
36  OptPSSet.Context←Context; 
37  add local cost of Target to each PS in OptPSSet; 
38  PSSetStack.push(〈Context,OptPSSet〉); 
39  SendOptPSSet(OptPSSet,Context,Parent); 
 
Procedure OnAskSoltuionMsg(context,sender) 
40 if Target not in MyDetailedSeparator 
41   Context←context 
42 MaintainPSSetStack(); 
43  SendOptPSSet(PSSetStack.top(),Context,Parent); 
 
Procedure MaintainPSSetStack 
44 while PSSetStack.top().Context is not Context’s ancestor
45  PSSetStack.pop(); 
 
Procedure GenerateMyOptPSSet 
46 for each value in MyDomain 
47  PS←GenerateGreedyPS(value); 
48  if PS is optimal 
49     OptPSSet[Target.Value]←PS; 
50  else 
51     JumpingBackStack.push_back(〈MyId,value〉); 

Fig.2  Actions of each node in the Greedy/Backjumping stage 
图 2  贪婪/回跳阶段单个结点上的动作 

结点动作是消息驱动的,存在 3 类消息:OptPSSetMsg,BackjumpMsg 和 AskSolutionMsg.OptPSSetMsg 是携带

了代价信息的最优部分解集,BackjumpMsg通知子孙结点开始一个新的贪婪求解过程,AskSolutionMsg则强制子

结点报告一个最优部分解.结点上各消息的处理操作如下: 
• OnOptPSSet 定义了收到子结点最优部分解集时的动作.结点首先判断子结点的 Context 是否与本身

Context 一致,若不一致则说明是一个新的贪婪求解过程,此时,结点会实施 PSSetStack 维护、发送

AskSolution 消息等动作(图 2 中第 12 行~第 14 行).其中,PSSetStack 维护保证 PSSetStack 中只保存了祖

先过程的结果(图 2 中第 44 行、第 45 行).在收到了所有子结点的最优部分解之后,若结点是当前贪婪

求解过程的发起者(终点),则依据公式(10)为父贪婪求解过程生成一个确定的最优部分解(图 2 中第 17
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行);否则,依据公式(6)为论域中所有元素生成贪婪部分解,并使用定理 1 进行判断,将那些无法确认最优

解的论域元素放到 BackjumpingStack 当中,等待回跳(图 2 中第 19 行、第 46 行~第 51 行).如果

BackjumpingStack 为空,则说明所有论域中元素都已得到最优部分解,可以将最优部分解集发送给父结

点,或者进入解传播阶段(图 2 中第 21 行~第 26 行);否则,从 BackjumpingStack 取出一个元素实施回跳.
由于公式(15)所给结点必定在当前结点的子结点集和伪子结点集中,回跳消息被发给所有这些结点(图
2 中第 28 行~第 30 行); 

• OnBackjumping 定义了结点收到回跳消息时的动作.结点只有判断其满足公式(15)的条件后,才会处理

该消息(图 2 中第 32 行).此时,依据公式(13),回跳起点的最优部分解集可以沿用父贪婪求解过程的结果

(图 2 中第 35 行),但其中最优部分解的代价可能会发生了变化(图 2 中第 36 行); 
• OnAskSolution 定义了结点收到 AskSolutionMsg 时的动作.由于定理 3 确定的回跳起点并非所有叶结点,

因此,某些子树可能不在当前贪婪求解过程中.为了避免无限等待某个分支报告的情况,父结点会主动

向子结点发送 AskSolutionMsg 消息(图 2 中第 14 行),结点只有在确认其子树不会主动报告最优部分解

时才会处理该消息(图 2 中第 40 行).此时,由定理 3 可知,父贪婪求解过程的结果就是本次贪婪求解过程

的结果(图 2 中第 43 行). 

5.2   使用约束优化算法中的已有技术 

约束优化算法已有的弧一致性维护、定界剪枝等技术可以应用到 HEDA 算法之中. 
(1) 弧一致性维护 
弧一致性是约束满足算法中的概念,文献[19]等研究工作将其扩展到约束优化问题之中.HEDA 算法的性

能与问题中代价为 0 的二元赋值组合个数密切相关,而弧一致性维护有可能减少此类赋值组合的个数[19],从而

提高 HEDA 算法的性能.例如,图 3 左侧问题中的约束函数定义如下:fi(a)=1,fij(a,a)=fij(a,c)=1,fij(a,b)=2.经过弧一

致性维护之后,它变成了右侧的问题,也即将二元约束的代价“公共”部分加到了一元约束上.这两个问题是等价

的,但后者只剩下了一个代价为 1 的二元赋值组合. 

a b

a b c

c

1 2 1

1
a b

a b c

c

1

2

Arc consistency
maintenance

xi

xj
 

Fig.3  Example of arc consistency maintenance 
图 3  弧一致性维护示例 

弧一致性维护可在 HEDA 算法的结点组织阶段以分布式方式实施:如果某个结点通过检查本地约束,发现

其论域内所有元素均与另一结点某个赋值的组合代价非 0,则可以执行弧一致性维护动作. 
(2) 利用历史信息 
搜索/回溯算法中可利用历史信息维护一个上界,并基于该值来进行剪枝[2].这一机制可以应用到 HEDA 算

法的回跳过程中:由于回跳时我们实际上已经得到了一个部分解,只是不能确定其是否最优,因此可以将这一部

分解的代价作为回跳过程中的上界.在回跳过程中,如果某个结点发现其解集中某个元素的代价已超过该上界,
则它可以不向父结点报告这一元素,从而减少最优部分解集中元素的个数,避免后续过程中一些不必要的回跳. 

6   HEDA 算法性能评估 

本节首先对 HEDA 算法的复杂性作简单的定量分析,然后在实验环节验证算法在低约束密度问题中的性

能优势. 
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6.1   算法复杂性 

在 HEDA 算法中,最长的消息是携带最优部分解集的 OptPSSetMsg.设分布式约束优化问题中变量数为 n,
且所有变量论域大小均为 m,则最优部分解集最多包括 m 个部分解 ,每个部分解最多包括 n 个赋值 ,即
OptPSSetMsg 的长度为 O(mn).HEDA 算法的空间复杂度(单个结点上的空间需求)主要取决于缓存所有祖先过

程最优部分解集的 PSSetStack 的大小,由第 4.2 节讨论可知,回跳嵌套深度不会超过 n,因此可得空间复杂度是

O(mn2). 
HEDA 算法在如下情况下达到消息数目的上界:1) 所有结点组织成一条链;2) 在求任意非叶结点任意论

域元素上的最优部分解时,贪婪原则均不成立,且需要回跳到叶结点.直观地说,第 1 个条件使得问题无法通过将

结点组织成伪树来分解,第 2 个条件使得算法中任何“投机”策略都不成立.可用归纳法证明,此时,HEDA 算法的

消息数目为 

 
1

2 (( 1) ( 1))( 1)
n

n m mm
m

−
− + − +

+ +  (16) 

因此,HEDA 算法消息长度和空间复杂度上界是多项式级别的,消息数目上界是指数级别的. 

6.2   实验结果及其分析 

分布式约束优化问题求解算法的性能可采用消息数目、最长消息序列、约束检查总数、周期数、非并发

约束检查总数等单位来衡量[4,20,21],其中,包括消息数目、长度等在内的网络负载是衡量算法性能的重要指标[4],
也是本文实验的主要对比对象.我们在随机 MaxCSP 问题、基于无标度网络的问题和第三方测试集上进行了测

试,对比了 HEDA 算法与 NCBB,Adopt 和 DPOP 这 3 种主流算法的性能. 
以下实验除 Adopt 算法外均在同一模拟器(http://cyberdb.googlepages.com/ dawn2)上实施,模拟器中每个

Agent 由一个线程模拟,Agent 间只能通过消息通信,伪树生成采用 MCS(maximum cardinality set)启发式[4].由于

异步算法性能与具体实现密切相关,如消息处理延迟等都可能影响消息数目[22],因此,我们直接使用 Adopt 算法

作者所提供的参考实现[23]来进行对比.实验环境为 Core2Duo 6600,4GB RAM, Windows7 RC,VS2008,Java RE 
6.13. 

(1) 随机 MaxCSP 问题 
MaxCSP问题[24]中所有约束都具有相同代价 1,也即其最小代价解违反的约束数量最少.它被广泛用来衡量

约束优化算法的性能[25,26].随机 MaxCSP 问题可以由 4 个参数生成[3]:结点个数 n、论域大小 m、约束密度 pd、

约束紧度 pt.其中,约束紧度是存在约束关系的结点间赋值组合代价非 0 的概率.由于对消息数目的比较只有在

消息长度位于同一级别时才有意义[4],我们只与 NCBB 和 Adopt 算法进行了对比. 
• 第 1 组实验:约束紧度可变的随机 MaxCSP 问题 
在约束密度固定的情况下,约束紧度越大,结点间互相制约的关系就越紧密,问题直观上也就越“难”.第 1 组

实验用来测试HEDA算法在问题难易程度发生变化时的性能表现.实验参数被设定为 n=15,m=5,pd=0.25,pt位于

[0.5,1.0]区间内并以 0.025 为单位步进递增,设定 pt 大于 0.5 是为了产生优化问题(即最优解代价大于 0).对于每

一组参数随机生成 30 个问题,并求相应指标的平均值. 
图 4(a)给出了各种算法单个问题所需的平均消息数目.可以看出,HEDA 算法较 Adopt 和 NCBB 算法有明

显优势,且由于弧一致性维护机制的存在,消息数目表现出了类似于某些分布式约束满足算法的相变(phase 
transition)特性[22],即约束紧度增长到一定阈值后所需消息数目反而开始减少. 

由于在 HEDA 算法中,OptPSSetMsg 消息同时携带多个部分解,因此,单条消息长度要大于 NCBB 算法.为了

更准确地反映网络负载,我们进一步对约束紧度在 0.7~0.85 之间的单个问题总消息长度的平均值进行了对比

(如图 4(b)所示).由于 Adopt 算法采用了不同的模拟器,消息编码格式等存在差异,因此未在此项上进行对比. 
• 第 2 组实验:结点数可变的随机 MaxCSP 问题 
第 2 组实验被用来测试 HEDA 算法的可伸缩性.我们将问题结点数 n 设定在[10,30]区间内并以 2 为单位步

进递增,m=5,结点在约束图中的平均度维持在恒定的 3(即 pd 位于 0.33~0.10 之间),pt＝0.8.对于每一组参数随机
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生成 30 个问题,并求相应指标的平均值. 
图 5(a)给出了各种算法单个问题所需的平均消息数目.可以看出,NCBB 和 Adopt 算法消息数目在 20 个结

点以后均已超过 120 万条,而 HDEA 算法在 28 个结点时的 30 个问题实测平均值为约 32 万条.图 5(b)进一步给

出了 10~22 区间内 HEDA 和 NCBB 算法单个问题总消息的长度平均值. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Message count                                   (b) Total message length (bytes) 
(a) 消息数目                                        (b) 消息总长度(字节) 

Fig.4  Experiment results of the first set of random MaxCSP 
图 4  随机 MaxCSP 问题第 1 组实验结果 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Message count                                (b) Total message length (bytes) 
(a) 消息数目                                     (b) 消息总长度(字节) 

Fig.5  Experiment results of the second set of random MaxCSP 
图 5  随机 MaxCSP 问题第 2 组实验结果 

(2) 基于无标度网络的问题 
许多真实网络结点度的分布表现出无标度特征,而非随机分布[27],以这些真实网络为基础的分布式约束优

化问题约束图同样具备无标度特征.在本实验中,我们使用 TANG 模型[28]生成具备无标度特征的约束图,然后进

一步通过指定论域大小、约束代价等来生成分布式约束优化问题.实验所使用的 TANG 模型的参数如下:结点数

n=30,起始有 4 个节点,然后每步增加 1 个结点和 2 条边(即约束密度约为 0.07),ε=0.在所生成的约束图的基础上,
指定每个结点论域大小为 5,约束紧度 pt 位于[0.5,1.0)区间内并以 0.025 为单位步进递增,约束代价则是[1,5]区
间内的随机整数. 

图 6(a)是按上述模型生成 30 个问题后得到的单个问题平均消息数目.由于 Adopt 算法已无法在合理时间

内求解大多数问题,因此,我们仅与 NCBB 算法进行了对比.可以看到,HEDA 算法在 pt>0.75 时具备明显性能优

势,在 pt<0.7 时算法性能则略差于 NCBB 算法.后者是因为:一方面,当约束紧度较小时,最优解代价也较小,因
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此,NCBB 算法可以快速剪枝的概率较高;另一方面,此问题中约束代价随机分布,而非 MaxCSP 问题中统一的 1,
因此弧一致性维护机制对算法性能的贡献将有所减少. 

HEDA算法通过贪婪原则将消息长度控制在多项式级别,我们通过与DPOP算法的对比实验验证了这一特

点(如图 6(b)所示).实验结点数 n 位于[30,40]区间内并以 2 为单位步进递增,约束紧度为 0.8,其他参数同前.此时,
在实测的 30 个问题中,HEDA 算法的最大单条消息长度保持在多项式级别(<4k 字节),而 DPOP 算法中最大单

条消息长度超过了 58,即论域大小的 8 次方. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Message count                                (b) Total message length (byte) 
(a) 消息数目                                     (b) 消息总长度(字节) 

Fig.6  Experiment results of DCOP based on scale-free constraint graph 
图 6  基于无标度网络的分布式约束优化问题实验结果 

(3) 第三方测试集中的真实问题 
前述实验中的问题均由模拟器根据参数和模型随机生成,本实验使用与 Adopt 算法参考实现一起提供的

地图着色问题测试集[23],并对比了 HEDA 算法与 Adopt 算法的性能.该测试集兼具低约束密度和低约束紧度两

个特点:约束密度分布在 0.36~0.05 之间;约束紧度则为恒定的 0.33.由于地图着色问题的特点,HEDA 算法将无

法实施任何弧一致性维护动作,因此可反映无弧一致性维护的 HEDA 算法性能.我们对该测试集中结点数

10~16 之间、平均度为 3 的前 5 个问题进行了测试,每个问题所需消息数目见表 1,平均消息数目如图 7 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.7  Average message count of graph coloring problems 
图 7  图着色问题平均消息数目 
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Table 1  Detailed message count of graph coloring problems 
表 1  图着色问题具体消息数目 

n=10 n=12 n=14 n=16 Name 
Adopt HEDA Adopt HEDA Adopt HEDA Adopt HEDA

Problem-GraphColor-〈n〉_3_3_0.4_r0 36 941 2 183 109 562 6 758 69 300 10 835 712 581 46 732
Problem-GraphColor-〈n〉_3_3_0.4_r1 29 596 2 821 152 841 11 837 67 607 12 857 162 991 26 885
Problem-GraphColor-〈n〉_3_3_0.4_r2 60 833 3 182 14 674 2 783 81 424 7 426 315 790 52 668
Problem-GraphColor-〈n〉_3_3_0.4_r3 28 984 2 544 185 490 8 709 169 528 26 596 204 942 14 271
Problem-GraphColor-〈n〉_3_3_0.4_r4 63 513 3 127 79 838 9 068 94 981 53 564 265 005 57 090

7   结束语 

本文针对低约束密度的分布式约束优化问题,提出了一种基于贪婪和回跳思想的分布式约束优化算法

HEDA.其特点在于,在保持多项式级别的消息长度和空间复杂度的同时,可以使用较少的消息数来求解此类问

题.本文给出了算法的基本思想、关键机制及其正确性证明、主要阶段伪代码实现、简要的算法复杂度分析,
并通过多个实验场景验证了 HEDA 算法的上述特点.由于 HEDA 算法在每一个结点上均缓存了一个最优部分

解集,在父结点论域发生变化或者结点动态加入/退出情况下有可能复用此解集,因此,我们下一步的工作将探

讨 HEDA 算法在开放的分布式约束优化问题[29]及动态和可演化问题[4]中的应用. 
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