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Abstract: A robust and efficient Boolean operation algorithm for point sampled models is presented in this paper. 
First, a surfel with a certain size of radius is reconstructed at each sample point on the models. And all of the surfels 
are classified into one of the following categories: in, out and intersect with respect to the other solid model. Then 
the intersection curves are estimated under the control of a given global error through adaptively subdividing and 
re-sampling of the intersect surfels. Besides, a hierarchical structure k-d tree is built for each point model to 
accelerate the test of efficient classifying the surfel’s in/out/intersect test. The experimental results show that this 
Boolean operation algorithm can robustly handle point models with different sampling resolution and non-uniform 
sampled point models. 
Key words: point sampled model; Boolean operation; surfel; k-d Tree; re-sampling 

摘  要: 提出了一种快速而鲁棒的点模型布尔运算算法.在进行布尔运算之前,首先将点模型中的每个点表示成
具有一定半径的面元,并确定它相对于另一个模型表面的内、外及相交关系;然后对相交面元进行全局误差控制下
的自适应加密重采样,以求取交线;为了加速面元的内、外及相交关系的检测,对每个模型建立层次结构 k-d树.实验
结果表明,该方法对于具有不同分辨率以及采样不均匀的点模型也能进行稳定可靠的布尔运算. 
关键词: 采样点模型;布尔运算;面元;k-d树;重采样 

在计算机图形学与计算机辅助几何设计领域内,构造实体几何(construction solid geometry,简称 CSG)多年
来一直是一种功能非常强大的几何造型工具,被广泛地应用于交互式设计.在目前已有的CSG技术中,基于采样
点元表示的复杂实体的 CSG 技术是近几年来随着三维扫描仪的普及而出现的技术.相对于基于三角网格表示
的复杂实体之间的布尔运算,基于采样点元表示的实体间的布尔运算有其自身的优点,比如:点元之间没有拓扑
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关系而使确定点元与另一点模型的内外关系变得简单;只有对应三角面片数的二分之一的点元数使需要处理
的基本元素量减少;相交面元的剖分比相交三角面片的剖分简单等等.此外,近几年来,随着三维扫描仪的普及,
获取复杂表面的采样点模型变得相当容易和方便,尤其在影视业中,为了获取更加生动、可爱的角色模型,经常
需要对获取的点模型进行布尔运算. 
传统的实体间的布尔运算技术已经发展了很多年并已基本成熟,而基于采样点表示的复杂模型的布尔运

算技术研究则刚起步 [1−3].2003 年 ,Pauly 等人 [1]提出一种基于无约束的纯几何采样点云和移动最小二乘法

(moving least squares,简称 MLS)局部拟合隐式曲面相结合的方法,实现点模型的变形及布尔运算.该算法采用
牛顿迭代方式求出模型表面交线上的点,因而时间的开销是巨大的.Ohtake 等人[2]采用局部隐函数加权混合的

方式拟合点模型表面,实现点模型的造型以及布尔运算,但这种方式不是直接对采样点元表示的模型体进行布
尔运算,而是先从采样点模型中重建出隐式曲面,再对由隐式曲面表示的模型体进行布尔运算.Adams 等人[3]提

出了一种不经过点模型表面局部曲面重建,而直接针对表面面元(surfel)[4]表示的模型进行布尔运算的方法.该
方法先对每个面元进行相对于另一模型体表面的内、外及相交检测,再对相交面元在交线的两侧,分别用更小
的面元表示,并用三色八叉树加速面元的检测,实现交互式布尔求交.但该算法对于一般的点模型不够鲁棒,因
为该算法要求点模型数据必须采样均匀、稠密、噪声很小,而且即使对于很理想的数据模型,也可能会因为两
个点模型的采样密度不一致而使算法失败.比如,两个采样密度明显不同的实体进行布尔求交时,一方模型中半
径较大的 surfel 可能与另一方模型中半径较小的多个 surfel 相交,只取其中一条交线的方法会使求交失去精确
性.对此,杨振羽在他的硕士论文[5]中提出了一个针对一般点模型的交互式布尔运算算法.该算法通过对相交面
元的自适应细分加密采样,解决了上述问题,但没有对相交面元的交线的精度进行评估,也就是说,该算法假设
两个相交面元的交线即为所求,并在此基础上进行面元细分,因而不能实现全局误差控制下的布尔求交. 
针对上述布尔运算中存在的问题,本文提出了一种简单的快速布尔运算算法.在具体实施时,首先将点模型

表面上的每个采样点表示为具有一定半径的表面面元,面元半径根据其邻域情况加以确定;然后确定模型中所
有采样点面元相对于另一个模型表面的内外及相交关系,并对相交部分的采样点面元进行全局误差控制下的
置信邻域内重采样和交线求取;为了加速布尔运算中最近邻域点的搜索,对参与布尔运算的两个点模型分别建
立简单而有效的层次结构 k-d 树;为了保证在布尔运算的边界区域点元表示的一致性,对相交面元的保留部分
进行了后处理;最后对布尔运算结果进行绘制. 

1   采样点模型的布尔运算 

1.1   采样点模型布尔运算的数学描述 

一个模型中的点元相对于另一个点模型表示的实体的位置关系有 3 种情形:内部、外部和相交.前两种位
置关系的点元称为保留元,无须进一步处理;最后一种位置关系的点元为相交元,需要进一步处理,其处理方法
依赖于点的表示方式.对于基于纯几何采样点表示的实体模型,虽然不存在相交元,但可以通过两个模型表面附
近最近的点对,求出更精确的交点[1].对于基于采样点面元表示的实体模型,由于把点看成了具有一定半径的面
元,因此,必定存在相交元.对于这样的面元,最常用的处理方法是剖分法,即对相交面元沿另一模型的表面边界
进行剖分,再将剖分后的两部分分别用更小的、满足一定精度的面元表示,从而使这些小面元与其保留面元共
同形成新实体表面准确而锐利的特征边界. 

设 A,B 分别为两个点模型表面采样点面元集合 { 其中 为相应 },,...,3,2,1|{},,...,3,2,1| BB
i

AA
i mismis == ,A Bm m

的面元数,记 和AS BS 分别为点模型 A,B 的表面,A,B 分别在点模型实体表面 SB, 内侧、外侧和相交的面元集
分别记为 A

AS

in, Aout, Acut和 Bin, Bout,和 Bcut,并记相交面元细分后的面元分别为 

{ }, ∑∑ += cutcut A
out

A
incut ssA { }. ∑∑ += cutcut B

out
B
incut ssB  

则 A,B点模型布尔运算后,新产生的模型点元集合与 A,B点模型表面采样点元集合之间的关系如下: 

{ }, ∑∑ +++=∪ cutcut B
out

A
outoutout ssBABA  
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{ }, ∑∑ +++=∩ cutcut B

in
A
ininin ssBABA  

{ }, ∑∑ +++=− cutcut B
in

A
outinout ssBABA  

{ }. ∑∑ +++=− cutcut B
out

A
ininout ssABAB  

由此可见,对于面元表示的采样点模型实体,其布尔运算的关键在于确定任意一个模型表面上的所有面元相对
于另一个点模型表面的位置关系并对相交面元作相应的误差控制下的细分处理. 

1.2   采样点面元的初始半径计算 
对于均匀采样点模型,每个面元的半径几乎相等,所以,无须单独计算;但是,对于非均匀采样点模型,需根据

采样点的邻域分布,确定面元半径.为了使面元集能尽可能地完全覆盖模型表面,以及提高模型表面覆盖率的同
时,减少面元的重叠,需在采样点密集处,面元半径减小;在采样点稀疏处,面元半径增大.因此,采用 个邻域点计
算面元半径.设两个点模型的输入数据为每个点的位置 和指向体外的法向 ,即 

k
p n

{ ( , ) |1A A A
i i i }AA s p n i m= = ≤ ≤ , { ( , ) |1 }B B B B

j i iB s p n j m= = ≤ ≤ , 

则每个采样点面元的半径 和| 1,2,3,...,A A
ir i m= | 1,2,3,...,B B

ir i m= 估算公式为 

}.,{ ,},...,,{,max 21 BAQjjjjdwr k
Q

ss
Q

i Q
j

Q
i

∈





 ∈⋅=  

其中 k 为采样点的邻域点数, 为采样点 到其邻域点 的距离, 为一个比例系数,称为初始半径系数, Q
ss Q

j
Q
i

d Q
is Q

js w

它和邻域点数 一起控制采样点元初始半径的大小.根据实验结果,当邻域点数 选在 6~8 之间和初始半径系
数 为 0.55~0.7时,模型外表面有着比较好的视觉效果. 

k k
w

1.3   基于面元表示的点模型的布尔运算算法 

Pauly 等人[1]提出的布尔运算算法针对基于纯几何采样点的模型,而 Adams 等人[3]提出的布尔运算算法针

对均匀的采样点面元模型,并要求两个面元模型具有相同的采样密度.为了能在更一般的点模型,即非均匀采
样、不同分辨率的点模型之间进行稳定可靠的布尔运算,本文拓展了他们的工作,使拓展后的算法既能适用于
非均匀采样点及不同分辨率的点模型,又能在全局误差控制下.该布尔运算算法步骤如下:  

(1) 输入采样点模型;并分别建立用于加速邻域搜索的层次结构 k-d树; 
(2) 根据点模型中每个点的邻域,计算其初始面元半径; 
(3) 对实体模型中的每个面元做关于另一点模型表面内、外及相交的位置关系测试; 
(4) 若检测为内侧、外侧关系,则作为保留面元; 
(5) 如果检测为相交面元,则先求出面元的置信邻域,并在置信邻域内对面元进行自适应加密采样细分,使
细分后的面元能进行简单和有效的后处理,并使求交误差控制在全局误差范围内; 

(6) 对相交面元的保留部分进行后处理; 
(7) 根据具休的布尔运算,输出相应的运算结果,并进行绘制. 

1.4   采样点面元的内、外及相交测试 

上述算法中需对面元进行内、外及相交测试,为此,设V 是由点模型 Q AQ { , }B∈ 的所有表面面元 {  

所覆盖的实体, 为其实体外表面,

<< isQ
i 1|

}qm QS x 是实体模型附近(内、外)任意一测试点, (且 )为离点y Qy S∈ x 最近的
一个表面采样点中心,如图 1所示,则确定点 x 在另一点模型实体( V )的内外关系时有: Q







∈<⋅−
∉>⋅−

Q
y

Q
y

Vxnyx
Vxnyx

当且仅当

当且仅当

,0)(
,0)(

. 

由于面元具有一定的半径,因此面元的内外关系检测方法不同于上述公式.为了描述方便,设点 x 处的面元
为 ,点 处的面元为Q

xs ′ y Q
ys ,法向为 ,这两个面元中心之间的距离为 d ,则面元 相对于采样点面元构成的

实体模型V 的内、外及相交位置关系检测方式为: 

Q
yn xy

Q
xs ′

Q
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(1) 当 且 时, ,即 为外部面元; 0)( >⋅−′ Q

y
Q
y

Q
x nss xy

Q
y

Q
x drr <+′ )( QQ

x Vs ∉′ Q
xs ′

(2) 当 且 时, ,即 为内部面元; 0)( <⋅−′ Q
y

Q
y

Q
x nss xy

Q
y

Q
x drr <+′ )( QQ

x Vs ∈′ Q
xs ′

(3) 当 时, 有可能与实体模型表面相交. xy
Q
y

Q
x drr >+′ )( Q

xs ′

其中(1)和(2)为保留面元;而情形(3)还需对面元 作进一步判断,才能确定其是否与实体有交.如果没有交,仍 Q
xs ′

作为保留面元,否则,需在交线处对面元进行自适应细分. 

 

Fig.1 In/out test 
图 1 内、外测试 

 x  np

p
y ny 

2   相交面元的处理 

对可能相交的面元,首先确定与另一模型表面是否相交,对有交的面元求出符合全局误差的交线. 

2.1   求交检测及自适应重采样 

实际上,即使两个面元中心距离小于两个面元半径之和,这两个面元也不一定有交(比如,两个相切的面元,
其中心虽然很近,但不相交),所以,首先需求出这两个相交面元所在的平面交线 ,继而求出交线 l 到采样点面元 l

Q
xs ′

d

中心的距离 ;如果这个距离 大于面元 的半径 则这两个面元还是无交;否则有交.但在考虑面元
所表示模型的全局误差(设为ε),上述判断相交的规则可修改为:如果距离 大于面元半径与全局误差的差值,

即 就认为这两个面元无交;否则有交. 

lxd

),

lxd Q
xs ′ ,Q

xr
′

lxd

( ε−> ′Q
xlx r

对于真正有交的面元 ,为了求出符合给定误差精度ε的交线,首先需保证相交面元逼近模型表面的精度,

为此,本文先求出两相交面元 和

Q
xs ′

sQ
x
′ Q

ys 相对于全局误差ε的置信邻域[6],在置信邻域内对面元求交,可以保证面元 

交线的误差在全局误差范围之内.虽然如此,但还是会出现一个面元上有多条符合精度交线的情况,即相交面元
与另一个模型的多个面元有交,交线呈折线状.为了便于对相交面元保留部分的后处理,还需对置信邻域面元进
行递归采样细分,直至细分后的面元要么被判为保留面元;要么只与另一模型中的一个面元有交;要么所生成的
细分面元的半径小于 2ε. 

2.2   相交面元保留部分的后处理 

只与另一个模型的一个面元有交的面元被其交线分成两部分.在用小面元表示相交面元的保留部分时,往
往将小面元在交线附近所覆盖的部分超出交线一定的距离,该距离通常取相交面元半径的 1/n(其中 n可在 8~20
之间任取一个整数),并定义该距离为相交面元在布尔运算时的分割允许误差εcut,而由该误差在交线两侧分别
确定的线定义为分割允许误差线. 

对相交面元 在交线两侧用小面元表示时,根据面元数是否固定、面元半径是否相等以及面元中心如何 Q
xs ′

分布等等存在多种方法,这类方法的最终目的都是为了更好地表达面元被交线剖分后的两部分.文献[3]根据面
元中心到交线的距离将相交采样点面元位于交线两侧细分成 1个、3个和 5个半径不等的面元.这种适应性的
细分方法可以更好地逼近布尔运算的结果,但同时也增加了算法的处理难度和时间.本文采用了面元数固定的
细分方法,即对相交面元在交线的两侧分别用 3 个或 5 个半径更小的面元表示.在本文实验中采用了 3 个小面
元表示,其位置和半径的具体计算方法如下: 
将面积较大的一侧用一个半径较大的面元和两个半径较小的面元表示.大面元半径估算为(dlx+相交面元

半径+分割允许误差εcut)/2,其中心位于中心线(过相交面元中心且与面元交线垂直的直线)上,且相切于该部分
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分割允许误差线;两个较小半径的面元半径为相交面元半径的一半,其中心分别位于中心线的两侧,且相切于中
心线和分割允许误差线,如图 2(b)所示.而对于面积较小的一侧,则可以表示成 3 个相同半径的小面元.如图 2(a)
所示. 

 
Permitting error line

Intersecting line

Intersected surfel

little surfels 

 
                         (a)                    (b) 

Fig.2  The distribution of little surfels after dividing the intersected surfels 
图 2  相交面元细分后的小面元分布 

3   基于采样点面元模型的布尔运算的应用 

3.1   采样点实体模型表面切点的判断及切点位置的确定 

当全局误差足够小时,将有利于找到两个模型表面相切的位置.若来自不同模型的两个最近面元中心点之
间的距离小于用户定义的误差ε,但没有相交的情形,则极有可能存在切点.但是否存在真正的切点还需通过判
断该面元最近邻域点面元中是否存在与另一实体模型表面相交的面元.如果其邻域采样点面元集中不存在相
交面元,且与各自最近面元的距离都大于该面元与最近面元的距离,那可以确定该面元附近存在切点;否则,不
存在切点.通过上述检测方法,可以找出两个模型的切点,且切点的误差小于ε. 

3.2   复杂曲面求交 

基于采样点面元表示的实体模型间的布尔运算可以应用于复杂曲面求交.曲面求交是 CAD/CAM 领域最
为重要也最为复杂的问题之一,被广泛应用于曲面裁剪、数控加工刀位轨迹计算以及实体造型拼合等各种运算
中.求交算法的可靠性和精度直接影响到整个系统的稳定性和实用程度,故具有十分重要的意义.而现有的以离
散方法进行曲面求交的算法不能进行既能稳定、准确又能快速的曲面求交[7].因此,如果将上述曲面首先离散成
采样点面元表示的实体模型表面,再应用本文提出的基于采样点面元的布尔求交方法,则能鲁棒而快速地求得
曲面之间的所有交点和交线,而且还可以解决上述曲面求交时所不能处理的一些情况,如:曲面上的非正则点,
曲面上的切点等,从而进一步完善曲面求交系统. 

4   实验结果分析 

本文结果均在 PIV,1.6GHZ,512M内存的机器上进行的.表 1为参与布尔运算的两个点模型的面元数及布尔
运算时检测到的相交面元数和总的布尔运算时间.由表中布尔运算时间这一栏可以看出, 在模型的点数较少
时,采用 k-d 树可以较快地进行布尔运算;但当点数较大时,则采用 k-d 树进行布尔运算的时间相对较长;表中还
列有两个相同模型在相同的位置采用不同的初始半径(带*号模型的初始面元半径是不带*号模型的 0.6 倍)进
行布尔运算所用的时间及相交面元数,可以看出,其时间和相交面元数都会随着面元初始半径的减小而减少,这
是因为初始面元的半径减小,导致其相交面元数的减少. 
图 3~图 6为基于采样点面元表示的实体模型的布尔运算结果.图 4为点模型与其 45°镜像模型布尔相交的

绘制结果,左图和右图点数分别为 278 458和 131 960,其中右图中的两个花瓶的瓶颈存在着相切区域,但本文算
法仍能给出正确的运算结果.图 6 为不同采样密度的布尔运算结果,右边两图的点元半径分别为其左边两图点
元半径的一半,图中的分割允许误差取为面元半径的 1/8,由图 6(a)和图 6(b)的结果可以看出,图 6(b)的交界处明
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显光滑于图 6(a),这是因为两个模型的面元半径相差 1倍,其分割允许误差也相差 1倍. 

Table 1  Two point models and their intersected surfels number and time in Boolean operation 
表 1  布尔运算中的两个点模型及相交面元数、布尔运算时间 

模型 1(点数) 模型 2(点数) 相交面元 布尔交 布尔或 布尔差 布尔运算时间(s) 
球 1(2 562)* 球 1(2 562)* 140 1 914 3 910 2 912 0.135 
球 1(2 562) 球 1(2 562) 200 2 066 4 056 3 062 0.140 
球 2(10 242)* 球 2(10 242)* 248 6 860 14 864 10 862 1.011 
球 2(10 242) 球 2(10 242) 404 7 252 15 252 11 252 1.094 
Vase(68 097) Bunny(10 240) 1 820 20 787 66 555 60 989 3.187 
兔子(163 840) 球(10 242) 1 166 53 358 126 054 120 484 9.984 
Vase(68 097) Bunny(163 840) 2 934 59 597 187 425 99 779 34.010 

 

 
    

  
(a) Bunny (b) Sphere (c) ‘and’ (53 358) (d) ‘or’(120 484) (e) ‘sub’(126 054) 

Fig.3  Some results from Boolean operation between Bunny (163 840)and Sphere (10 242) 
图 3  点模型 Bunny(163 840)和圆球(10 242)的布尔运算结果 

 

  
Fig.4  Rendering results of Boolean intersection between points model and their 45° reflection models 

图 4  点模型与其 45°镜像模型布尔相交的绘制结果 
 

   
(a) Vase model (b) ‘and’ (c) ‘sub’ 

Fig.5  Some Boolean operation results between vase (68 097) and bunny (163 840) 
图 5  点模型 vase(68 097)和兔子模型(163 840)的布尔或、差的结果 

 

    
(a) Sphere1 (2 562) (b) Sphere2 (10 242) (c) Sphere1 (2 562) (d) Sphere2 (10 242) 

Fig.6  Boolean operation results with different sampled point density 
图 6  不同采样点密度进行自身布尔运算结果 
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用 个邻域点的方法求面元半径时,通过调整邻域点数、初始半径系数以及所得到的相应的实验结果,可以

生成视觉上完全覆盖模型表面的面元集合.但实际上,用面元集表示模型表面是一种离散的表示方式,因此,完
全覆盖只是视觉上的.另外,在布尔运算时,引入允许分割误差,其目的在于使小面元可以完全覆盖布尔交线附
近的实体模型表面,但在面元远离布尔交线的边缘处可能会没有完全覆盖到,而原始面元集中的各面元边缘的
相互重叠弥补了这一点,因此,最终产生的布尔运算面元集所表示的模型外表面在视觉上也能有满意的效果. 

k

5   结 论 

本文给出了一种简单而快速的采样点模型的布尔运算算法.对每个采样点面元,判断它与另一个实体模型
表面的内外及相交关系,并对相交面元在置信邻域内进行全局误差控制的交线求取和自适应加密重采样.本算
法提出的重采样策略不仅可以使重采样后的面元更好地逼近布尔运算结果在交线处的实体表面,而且使布尔
运算可以在具有不同分辨率的非均匀采样点模型之间进行.实验结果表明,本文给出的点模型的布尔运算算法
简单、鲁棒,并能够进行全局误差控制. 
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