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Abstract: Mean shift is an effective iterative algorithm widely used in clustering, tracking, segmentation, 
discontinuity preserving smoothing, filtering, edge detection, and information fusion etc. However, its convergence, 
a key property of any iterative method, has not been rigorously proved till now. In this paper, the traditional mean 
shift algorithm is first extended to account for both the local property at different sampling points and the 
anisotropic property at different directions, then a rigorous convergence proof is provided under these extended 
conditions. Finally, some approaches to adaptively selecting the algorithm’s parameters are outlined. The results in 
this paper contribute substantially to the establishment of a sound theoretical foundation for the mean shift 
algorithm. 
Key words: mean shift; convergence; clustering analysis; image processing 

摘  要: 均值漂移是一种有效的统计迭代算法,已广泛应用于聚类分析、跟踪、图像分割、图像平滑、滤波、

图像边缘提取和信息融合等方面.但是,其收敛性仍没有得到严格的证明,而收敛性是任何迭代算法的必要前提.
推广并严格证明了该算法的收敛性.首先将均值漂移算法做了以下推广:反映不同样本点处局部空间结构的差

异及其各向异性.然后,在推广的条件下从数学上严格证明了均值漂移算法的收敛性.最后,探讨了均值漂移算法

中参数的自适应选择方法.从而为该算法的应用奠定了理论基础. 
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均值漂移是一种有效的统计迭代算法,它使每一个点“漂移”到密度函数的局部极大值点.近年来,均值漂移

算法已广泛应用于计算机视觉领域[1−19],例如:跟踪、图像分割、图像平滑、滤波、图像边缘提取、信息融合、

运动预测、特征空间分析以及视频数据分析等方面. 
假设 X 是 m 维欧氏空间中的总体, { }nii ≤≤,1x 是来自总体 X 的独立同分布样本集,如果总体的密度估计是 

( )∑
=

−=
n

i
iikwf̂

1

2)( xxx β . 

Cheng[20]提出了如下形式的均值漂移算法: 
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其中 , 是权重 ,k(x)是文献 [20]中定义的轮廓函数 ,即概率密度估计中的窗口函数 ,k′(x)是 k(x)的导

数.Cheng
0>iw

[20]在下述假设条件下证明了漂移序列{ ,...}2,1, =jjy 的收敛性: 

(1) ; ( ) xexk −=
(2) 总体 X 的密度曲面的理想模式具有如下形式: 

( )
2γeq xx −= ,γ<β. 

由于第 2 个条件在实际问题中很难得到满足,所以它限制了均值漂移算法的应用范围. 
文献[2,4,7]试图在 nwi 1= ,并且 k(x)为单调递减的凸函数条件下证明该迭代算法的收敛性,但是在其证明

的关键步骤中都存在错误.文献[2,4]在证明迭代点序列 { ,...}2,1, =jjy 的收敛性时,认为由“ jj yy −+1  converges 

to zero”就能得到“{ ,...}2,1, =jjy converge”.然而,这是一个谬误,反例如下: 
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但是,众所周知, { 既不是 Cauchy 序列,也不收敛. ,...}2,1, =jjy
文献[7]在证明迭代序列{ ,...}2,1, =jjy 的收敛性时,主要依据是下述不等式: 
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1
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1 jmjjjmjmj ... yyyyyy −≥−++− ++−++  (1) 

但是,这个不等式不成立(反例见例 2、例 3),所以文献[7]的证明也是错误的. 
例 2:当 m=2 时, 

2
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由文献[7]的定理 2 可知, 
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所以, 
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但这与式(1)矛盾. 

例 3:假设 m=2, ,1=jy 21 =+jy , 32 =+jy ,则 413 22
2 =−=−+ jj yy ,而且, 
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因此, 
2

1
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12
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2 jjjjjj yyyyyy −+−≥− ++++ . 

但这与式(1)矛盾. 
众所周知,迭代点的收敛性是任何迭代算法都必须具有的基本性质.而且据我们所知,均值漂移算法的基础
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性工作是文献[2,4,7,20].因此,有必要进一步研究均值漂移算法的理论基础.另外,这些文献中的均值漂移理论还

有下面两个局限性: 
(1) 认为各个训练样本在算法中的贡献都相同.但是,位于外围的样本点常常由于受噪声、不同类型之间的

混叠和离群点等因素的影响较严重而使可信度较低.所以,算法的鲁棒性不能得到保证. 
(2) 没有充分考虑总体 X 在不同样本 xi 周围的局部尺度信息和局部空间结构的差异性,以及各个样本周围

局部空间结构的各向异性.文献[4]仅仅考虑了不同样本点之间局部尺度的差异,而在文献[2,7,20]中,既没有考

虑不同样本点之间局部尺度的差异,也没有考虑每个样本点处局部空间结构的各向异性.然而,这只有在样本集

独立同分布,并且每个样本 x{ nii ≤≤,1x } i 的不同方向结构也相同时才较为准确.但是,实际问题中很少出现这种

理想的情况.所以,上述文献中的结果仅仅是在极其特殊的情况下才能够快速、准确地找到局部极大值点.详细

讨论见本文第 4.2 节. 
根据计算机视觉方面的应用需要,本文推广了均值漂移算法,使其克服了上述局限性,主要工作是系统地研

究了以下几个方面的问题:(1) 在均值漂移算法和密度估计中引入权重参数,刻画了不同样本点的贡献差异,提
高了算法的鲁棒性;(2) 在均值漂移算法和密度估计中引入局部空间结构参数,它刻画了不同样本点处局部空

间结构的差异和窗口尺度的各向异性;(3) 从数学上严格地证明了更一般意义下的均值漂移算法的收敛性;(4) 
探讨了参数的自适应选择方法.从而为均值漂移算法的应用奠定了理论基础. 

本文第 1 节讨论基于样本点的非参数密度估计.第 2 节给出均值漂移算法,并对其进行详细的分析和讨论.
第 3 节给出该算法的收敛性证明.第 4 节讨论均值漂移算法中一些参数的意义和选择规则.第 5 节是结论. 

1   非参数密度估计 
本节的研究目的是从样本集 { }nii ≤≤,1x 出发给出密度函数 f(x)的非参数估计.非参数方法对先验知识要

求最少,它完全依靠训练数据进行估计,而且可以用于任意形状密度函数的估计,因此它得到了广泛的应用.其
中,基于核函数的密度估计是最常用的非参数估计方法之一.该方法是从核函数 k(x)(又称为窗口函数)出发,对
每个样本 xi,用正定矩阵 i∑ 表示 xi 处的窗口形状和相对尺度.也就是说,用正定矩阵来刻画总体 X 在 xi 周围的局

部空间结构. 

定义 1. 如果函数 k(x)在[0,∞]上非负,单调递减,0<k(0)<+∞,并且 ,则称 k(x)为核函数. ( ) +∞<∫
∞+ 

0 
xk

高斯核函数 kg , 是一种常用的核函数.在实际应用中,为了提高运算速度,也常用各种截断的

核函数.例如,截断的高斯核函数: 
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其中 . 0>M
注 1:由文献[21]中的定理 5.59 可知,核函数几乎处处存在有限导数,也就是说,不可导点集的 Lebesgue 测度

为 0.因此,在测度为 0 的不可导点集上补充定义后,可以假设 k′(x)在核函数 k(x)的定义域上都有定义.由于核函

数 k(x)非增,所以可以假设 k′(x)≤0. 
样本 xi 对整体贡献 f(x|xi)的核估计是 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )21
,, hkcKf̂ ii

T
ihikii xxxxxxx −∑−== −  (2) 

其中, 0 ,它从整体上调节窗口大小;常数 >h
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主要目的是确保Ki(x)为一个密度函数.若用wi表示 xi的权重,即 xi发生的先验概率,则总体X的密度估计是[22,23]: 
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显然,wi 必须满足如下条件: 

 , . (5) ∑
=

=
n

i
iw

1
1 0>iw

本文第 4 节将详细讨论参数 i∑ 和 wi 的意义及其自适应选取方法.为了后文表述方便,定义如下两个简写 

符号: 

 ,21 h/H ii
−∑= ( ) ( )iiiHi H

i
xxxxxx −−=− T2  (6) 

于是,从式(2,4,6)可以得到: 
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2   均值漂移算法 
均值漂移是一种统计迭代算法,本节首先从密度函数估计出发通过直观推导得到它的迭代公式,然后给出

均值漂移算法. 

2.1   从密度函数到均值漂移 
均值漂移作为一种非常直观的统计迭代算法,它使每个待处理的点“漂移”到分布密度函数 的局部极

大值点处.众所周知,梯度方向是函数的增长方向,所以我们将从密度估计函数 的梯度出发进行推导. 

)(xf̂
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当核函数 k(x)在 { } ,1 2 ni
iHi ≤≤− xx 处可微时,从式(7)可以得到 的梯度为 )(xf̂
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由定义 1、式(8)和注 1 可知 ( ) ni,g
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上式的第 2 项就是我们想要的均值漂移向量: 
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从式(11)可以得到均值漂移的迭代公式: 
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其中, 是迭代的出发点, . 1y 0>j
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2.2   均值漂移算法 
根据第 2.1 节的讨论,并且考虑到注 1,均值漂移算法可以表示为 
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其中 , . 0>j Nj∈

注 2:由注 1、式(3,5,8,9)可知,只有当 时才会出现( ) 0=∇ jf̂ y jj yy =+1 的情况. 

注 3:在文献[2,7,20]中,仅仅考虑了 mmi I ×=∑ 的情况,而在文献[4]中只考虑了 的情况.本文考虑

了空间结构的各向异性以及不同样本点周围局部结构的差别,对现有的均值漂移算法结果做了极大的推广.详
细讨论见本文第 4.2 节. 

mmii Ih ×=∑ 2

值得指出的是,在文献[2,4,7]中,关于迭代点 { ,...}2,1, =jjy 的收敛性证明存在错误(详细解释见本文开始部

分).收敛性是任何迭代算法的必要前提,但据我们所知,目前还没有相关文献给出收敛性的严格证明. 
注 4:从直观上看,式(12)中 非常像是 x1+jy i 的加权平均值.特别是当 
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其中, , 是正实数, 恰好是 的加权平均值,这是均值漂移称谓的来源. 0 iL>j 1+jy ix

注 5:当 k(x)在点集 { } ,1 2 ni
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如果迭代点在漂移时满足 jj yy ≠+1 ,则从式(10,12)可知,均值漂移的方向就是梯度方向.因此,漂移序列向着

函数值升高的方向移动.本文第 3.1 节将严格证明 ( ){ }1,2,..., =jf̂ jy 确实是递增的. 

3   收敛性 

3.1   漂移点列的密度值严格递增 
从前面的讨论可知,均值漂移序列向着函数值升高的方向移动,而且移动的步长是自适应的.但是,在迭代

算法中,如果移动的步长太大,即使是沿着函数值升高的方向移动,也可能使函数值减小.下面将证明,均值漂移

的自适应步长非常好,恰好使函数值严格递增. 
定义 2. 对于函数 [ ) R→k +∞,0: ,如果存在有界、连续的 ( )xk′ ,并且满足: 

( ) ( ) ( )( )12112 xxxk'xkxk −>− , 00,  21 ≥≥∀ xx  (15) 
则称函数 k 是凸的. 

注 6:第 1 节中的核函数 kg(x)和 kgc(x)都是凸的. 
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定理 1. 如果核函数是凸的,则序列 ( ){ }1,2,..., =jf̂ jy 收敛并且严格单调递增. 

证明 :因为从核函数的定义知道 k(x)有界 ,所以由式 (2,4,5)可知 ,密度估计函数 有界 ,从而序列f̂

( ){ }1,2,..., =jf̂ jy 也有界.因此,只要证明 ( ){ }1,2,..., =jf̂ jy 单调递增,就已说明 ( ){ }1,2,..., =jf̂ jy 的收敛性.对于任意
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又因为从式(9,12)可得 
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对上式两边同时左乘 ( ) 21
T

jj yy −+ 得到 
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因此, 

 ( ) ( jj f̂f̂ yy −+1 ) ∑
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 −≥
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i
HjjHijhiki

ii
gcw
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2
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因为 { 都是正定矩阵 ,所以当 时 ,从式 (5,8)以及 k(x)和 g(x)的定义知道 .即 ,当

时, . 

}iH

1+jy

jj yy ≠+1 ( ) ( ) 01 >−+ jj f̂f̂ yy

≠jy ( ) ( jj f̂f̂ yy >+1 )
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综上所述,只要核函数是凸的,则对于任意的 有1≥j ( ) ( )1+≤ jj f̂f̂ yy ,即序列 ( ){ }1,2,..., =jf̂ jy 单调递增,所以

由前面的分析可知其收敛. 

由上面的证明(2)可知,对于任意的 ,如果 ,则1≥j 1+≠ jj yy ( ) ( )jj f̂f̂ yy >+1 ,所以序列 ( ){ }1,2,..., =jf̂ jy 严格单

调递增. □ 

3.2   漂移点列的收敛性 
对于迭代算法来说 ,必须要确保迭代点收敛 .由定理 1 可知 ,只需在下面的集合 上研究迭代序列

的收敛性即可: 
0S

,...}2,1,{ =jjy

( ) ( )}{ 10 yy|y f̂f̂S ≥= . 

定理 2. 如果核函数 k(x)是凸的,且 ( )xf̂ 在 上存在有限个稳定点,则序列{0S ,...}2,1, =jjy 收敛. 

注 7:对于 ,因为稳定点一般代表问题域中的模式或类,由于在实际应用中它们的个数是有限的,所以该

定理中的条件“ 在 上存在有限个稳定点”在应用中易于得到满足. 

( )xf̂

(xf̂ ) 0S
证明 :对于序列 { ,...}2,1, =jjy ,如果存在某个 满足 ,从迭代算法的定义式 (12,13)可知 , 

,所以此时序列{

00 >j 100 += jj yy

...jjj === ++ 21 yyy ,...}2,1, =jjy 收敛;否则,对任意 都有 0>j

 1+≠ jj yy  (17) 

下面证明,在这种情况下, { ,...}2,1, =jjy 也是收敛的: 

由定理 1 可知,序列 ( ){ }1,2,..., =jf̂ jy 不仅单调递增而且收敛,所以根据式(3,5,16)、定义 1 和定义 2, 

( )∞→→−+ j
iHjj 0

2
1 yy ,∀ ni 1,2,...,= . 

因为矩阵 正定,所以从式(6)得到, iH
 ( )∞→→−= + jms jjjk 0)( 1 yyy  (18) 

由定义 2 可知 k′(x)有界,所以从式(8,9)可知 有界.于是,从式(10,11,12,18)得到, ( )∑
=

n

i
jiL

1
y

  (19) ( ) ( ) ( ) ( ∞→→−
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∑ jLf̂ jj

n
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1
yyyy )

因为 在 上存在有限个稳定点,不妨假定有 个:( )xf̂ 0S 0m { }01, mkk ≤≤′x ,则 

( ) 0=′∇ kf̂ x , 1 0mk ≤≤ , 

并且, , 且( ) 0≠∇ xf̂ 0S∈x { }01, mkk ≤≤∉ xx .令 

 {  1 min 00 mkj,d kj ≤≠≤′−′=
∆

xx } (20) 

假设 ε是满足 30d0 << ε 的任意实数 . 由定义 2 和式 (8,9,10) 可知 , ( )xf̂∇ 在有界闭集 V  −= 00 S

{ }U
0

1

m

i
i

=

<′− εxxx 上连续且 ( ) 0≠xf̂∇ ,所以 ( ) 0min
0

≠∇
∈

xf̂
Vx

,于是存在 c 满足: 0>ε

 ( ) εcf̂ >∇ x ,对任意 0V∈x  (21) 

由式(18,19)可知,存在 同时满足下面两个不等式: 0>εN

 ε<−= + jjjkms yyy 1)( ,  (22) εNj ≥

 εcf̂ j <∇ )( y ,  (23) εNj ≥

令 { } , 0, SS ii ∈<′−= xxxx εε , 01 mi ≤≤

2,iε

.式(21,23)意味着, .假设 和 是任意两个不

同超球内的点,例如 , ,则 

{ } U
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1
,,

m

i
ij SNj

=

⊂≥ εεy ∗
1x ∗

2x

1,1 iSε∈∗x 2 S∈∗x
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∗∗ − 21 xx ∗∗ −′+′−′+′−= 21 2211
xxxxxx iiii

∗∗ −′−′−−′−′≥ 21 2121
xxxxxx iiii εε −−≥ 0d ε≥ , 

即 ε≥− ∗∗
21 xx .所以 ,式 (22)说明 { 只可能在其中的一个超球 中 ,所以有}, εNjj ≥y

0,iSε ε<′−
0ij xy .故序列

收敛. □ ,...}2,1,{ =jjy

4   权重与局部空间结构 
本节我们讨论均值漂移算法中一些参数的自适应选择方法及其意义. 

4.1   参数选择 
我们觉得,参数 wi 和 i∑ 可以采用以下几种方法选取. 

4.1.1   基于近邻的方法 
假设 k 是一个整数, 是样本 x

kii xx ,...,
1 i 的 k 个近邻,则有以下 4 种方式能够定义 i∑ : 

 ( )( ) T
ii

k

j
iii jjk

 1
1

xxxx −−=∑ ∑
=

 (24) 

或定义为 
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1j
iii jjk

 1 xxxx −−=∑ ∑
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 (25) 

其中 k
k

j
ii j∑

=

=
1

xx , , 是样本空间的维数,即 . 是为了保证mk ≥ m m
i R∈x mk ≥ i∑ 的正定性. 

为了简单起见, 也可以定义为 i∑
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k
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或者定义为 
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1
xxxx  (27) 

这时, 仅仅反映了不同样本点之间的差异,但没有体现各个样本点处局部空间结构的各向异性.令 i∑

 
jiijid xx −= max,1  (28) 
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则,wi 可以定义为 

 ∑
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=
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p
plili ddw

1
,, , 1,2,3,4=l  (32) 
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p
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4.1.2   基于超球的方法 
假设 , 是所有满足0>r

irkii ,1
,..., xx ri ≤− xx 的样本,也就是说, 是所有落在以 x

irkii ,1
,..., xx i 为中心,r 为半径

的超球中的样本.于是, 可以按以下 4 种方式定义: i∑
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iw 可以定义为 

 ∑
=

=
n

1j
jriri kkw ,,  (39) 

从上面对参数 wi 和 i∑ 的定义可知,它们都决定于样本集合,所以本文算法中窗口的结构和相对尺度以及不

同样本点贡献的相对权重都是自适应的. 

4.2   权重wi 

因为位于外围的样本点常常由于受噪声、不同类型之间的混叠和离群点等因素的影响较严重而使可信度

较低,所以适当设置权重wi能够提高密度估计和均值漂移算法的鲁棒性.并且,可以通过适当设置权重wi而使我

们关心的模式处更为显著. 
虽然 Cheng[20]证明均值漂移算法时仅仅要求 ,但据我们所知,在涉及参数 w0>iw i 选取时,文献中都假定

nw...w n 11 === ,即认为各个训练样本在算法中的贡献都相同.因为位于外围的样本点一般都比较稀疏,所以

本文推荐的选择方法能够克服上述缺点,从而提高算法的鲁棒性. 

4.3   局部空间结构∑i 

通过选取不同的参数 i∑ 可以表达总体 X 在各个样本 xi 周围不同的局部尺度信息和局部空间结构.它既刻

画了窗口在不同样本点之间的相对尺度差异,又表示了窗口在样本 xi 处的各向异性.文献[4]中假设 ,
而文献[2,7,20]假设 .然而,这个估计只有在样本集{x

mmii Ih ×=∑

mm×i I=∑ i}不相关,同分布,并且每个样本 xi 的不同方向结构

也相同时才较为准确.但是,实际问题中很少出现这种理想的情况.所以,上述文献中的结果仅仅在极其特殊的

情况下才能够快速而准确地找到局部极大值点.局部空间结构 i∑ 依赖于样本点在空间中的分布关系,它有很强

的方向性和相关性.而本文推荐的选择方法(式(24),式(25),式(35),式(36))能够更好地刻画各个样本周围不同的

局部尺度信息和局部空间结构.方法(式(26),式(27),式(37),式(38))虽然与文献[4]一样,仅仅刻画了各个样本 xi 周

围不同的局部尺度信息,但是文献[4]使用迭代算法确定这些参数,算法较复杂,本文方法则直接从样本点计算得

到,更为简单. 

5   结  论 
本文将均值漂移算法推广到了下面的情况:反映了不同样本点局部空间结构的差异及其各向异性,并且算

法中窗口的结构和相对尺度都是自适应的,从而拓宽了该算法的应用范围.并且,从数学上严格证明了均值漂移

算法的收敛性,为该算法的应用提供了理论保证.此外,本文所给出的权重与局部空间结构参数的选择方法对实

际应用也有一定的指导意义. 

当然,该算法还有许多需要进一步研究的问题,例如:迭代过程的收敛速度,什么样的核函数 能使

在 上存在有限个局部极值点,以及参数的不同选择方式对算法有何影响等. 
( )xk ( )xf̂

0S
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