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Abstract:  A technique based on regularization method and restores image to close-to-optimal is proposed in this 
paper. The less the energy of the regularized residue, the better the image restoration. Based on this idea, wavelet 
transform is employed to choose regularization operator qualitatively, and stochastic theory is used to calculate the 
expectation of the energy, by minimizing the expectation to determine regularization parameter. Qualitative analysis 
concludes that the regularization operator should be low-stop and high-pass, and the experimental results show that 
the performances of this method are better than the traditional methods and yields steadily close-to-optimal 
restoration. 
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摘  要:  提出一种基于正则化方法的高效图像复原技术.正则化残量的能量越小,则恢复效果越好,基于此,利用

小波变换定性地分析如何选取正则化算子,利用随机理论得到正则化残量的能量期望值,通过最小化这个期望

模型确定正则化参数,从而得到正则化图像.定性分析表明,在通常情况下应选取低阻高通的正则化算子.实验结

果表明,该恢复技术比传统方法的恢复性能要好,恢复效果接近最佳且性能稳定. 
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图像恢复技术广泛应用于射电天文学、卫星遥感、医学成像、工业视觉等多种领域.图像在获取和传输处

理过程中总会产生降质.图像恢复的目的就是从所得到的降质图像恢复原图像,恢复的方法有正则化方法、迭

代方法、统计方法等.在许多情况下,图像降质过程可以用下面的线性模型来描述[1]: 
 g=hf (0)+n, (1) 
其中 g,f (0),n 分别为降质图像、原图像、噪声按行堆叠而成的 1×N2 列向量.h 为模糊算子(N2×N2 矩阵),对于空不

变情形,它是一个分块循环矩阵.由于降质图像恢复中的解卷通常是病态的,因此正则化技术往往被采用[1,2].正
则化图像恢复可以看做是约束最优化问题,即原图像 f (0)的最优估值 f ′为 

  (2) },||||||min{||arg 22 Cfghff µ+−=′

其中µ为正则化参数,C 为正则算子,通常为一高通滤波算子以实现噪声的平滑,f′为正则解[3].选择正则化参数是

一个比较困难的问题.人们选取各种各样的正则化参数的方法来解决问题:已知原图像的能量,通过约束正则解

能量不超过原图像的能量应用于选取正则化参数;已知噪声能量,通过限制正则解的残差能量不超过噪声能量

来确定正则化参数;能量约束方法;广义交叉有效法;L-曲线法[4];迭代法[5]等.这些都是选取正则化参数的方法.
新近出现的方法有自适应正则化参数方法,图像的边缘和纹理区域使用较小的正则化参数,平滑的区域使用较

大的正则化参数,局部方差较小的区域正则化参数较大,局部方差较大的区域正则化参数较小[6~8].求解降质图

像恢复问题的方法虽然很多,但如何选取正则化算子和正则化参数问题仍然是个难题,且能非常接近最优恢复

的方法很少.本文对正则化算子的选取作了定性的讨论,对正则化参数的选取作了定量的处理,提出了一种新的

技术,它的恢复效果非常逼近最优恢复.正则化残量的能量越小,则恢复效果越好,基于此,利用小波变换分析如

何选取正则化算子,利用随机理论得到正则化残量的能量期望值,通过最小化这个期望模型确定正则化参数,从
而得到正则化图像. 

1   模型导出 

1.1   有约束最小平方恢复 

约束最优问题 

  (3) }.||||||min{||arg 22 Cfghff µ+−=′

对于给定的正则化算子 C,适当地选取正则化参数µ,可求得正则化解 f ′: 

  (4) .)( 1 ghCChhf TTT −+=′ µ

1.2   条件假设 

设 g(0)为未污染的模糊图像,根据式(3), 
 g(0)=hf (0), (5) 
 g=g(0)+n, (6) 
假定模糊图像 g(0)平稳且遍历、噪声 n 为白噪声,噪声 n 与 g(0)不相关. 

1.3   最优恢复模型 

这里最优恢复的含义是指:假定正则化算子 C 给定,选取正则化参数µ,根据式(4)求正则化图像 f ′,使它的信

噪比 SNR 最大.信噪比按如下公式计算: 

.log10)( 2
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这里,f 
(0)为方程(5)的广义解,理由见文献[9],而不能是原图像,但这里记为 f (0). , 分别表示正则化图像 2

f ′σ 2
)0(ff −′

σ

f ′和 f ′−f  0)的方差.使信噪比 SNR 最大的正则化参数称为最优正则化参数,记最优正则化参数为µopt,最大的信噪
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比记为 SNRopt. 
 ).(max µSNRSNR

popt =  (7) 

显然,求解 SNRopt 需要原图像信息,因此,SNRopt 是理想结果,而在现实问题中,原图像是不知道的,因而现实方法

得到的结果只能是这个理想结果的逼近值.记 
 f′=f (0)+nf. (8) 
在式(8)中,nf 的能量越小,正则解 f ′的精确度越高,结合式(4)~式(6)和式(8),有 

  (9) .)())(( 1)0(1 nhCChhhghCChhhIhn TTTTTT
f

−− +−+−= µµ

假定 h 可逆,当 )的最大特征根小于 1 时,式(9)可变为 ( 11 )( −− ChCh Tµ
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缩记式(9)或式(10)为 
 hnf=S1g(0)−S2n=r1−r2, (11) 
称 hnf 为正则化残量(regularized residue),称 S1 为逼近算子,r1 为正则化解的逼近残量;S2 为噪声传播算子,r2 为正

则化解的噪声传播残量.由于噪声 n 与 g(0)不相关,有 
 ||hnf||2≈||r1||2

+||r2||2. (12) 
设给定了正则化算子 C,然后确定正则化参数,通过最小化 nf 的能量求正则化参数恢复效果将是最好的,但最小

化 nf 的能量是不现实的,因此,我们考虑最小化式(12),但最小化式(12)求出的正则化参数不一定能够得到很好

的恢复效果.例如,当 C=I 时,使式(12)最小时相应的正则化图像恢复性能偏离最优.不过,当给定的正则化算子比

较好时,最小化式(12)可带来高效恢复.那么当正则化算子 C 满足什么条件时,使||hnf||2 最小的正则化解恢复性

能很好呢?我们做下面的考察. 
为了分析正则化残量的高低频段的能量,对式(11)两边取一层正交小波变换: 

 Whnf=Wr1−Wr2. (13) 
这里,W 是正交小波矩阵.利用正交矩阵的性质,有 
 ||Whnf ||2=||hnf||2. (14) 
由于 W 是一个正交小波矩阵,与得到式(12)一样,有 
 ||Whnf||2≈||Wr1||2+||Wr2||2, (15) 
结合式(14)和式(15),有 
 ||hnf||2≈||Wr1||2+||Wr2||2. (16) 
记 

  (17) ,],[ 1,, )0()0( WrRR T
hglg

=

  (18) ,],[ 2,, WrRR T
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,)0( 为逼近残量 r1 的低频子频段图像按行堆叠而成的列向量, 为 3 个高频的子频段图像按行堆叠而成

的列向量合并而得的列向量. , 的意义类似.有 
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我们知道一幅图像的能量通常集中在低频段,而高频段能量很小,而且往往被噪声淹没,一般地,噪声的能量比

较小且功率密度分布近似常数,因此,如果||hnf||2太大,hnf的能量主要集中在逼近残量 r1(见式(11))的低频子频段

图像 (见式(17))里,要使 的能量较小,考虑让正则化算子 C 低阻,从式(10)和式(11)可以看出,算子
lg

R
,)0( lg

R
,)0(
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( 11 )( −− ChCh Tµ )是逼近算子 S1 的主要因子.当正则化算子 C 低阻时,算子 ( )11 )( −− ChCh Tµ 低阻,于是算子 S1 低阻,

那么逼近残量 r1的低子频段图像 的能量就较小.有人会怀疑当C逐渐变为低阻时, 的能量会增加,这是

可能的,但是它的增加速度非常缓慢,就算增加到极限,它也是较小的.上面讨论的是 hn
lg

R
,)0(

−
lnR ,

f 的低频子频段图像能量

的处理,现在来看如何处理 hnf 的高频子频段图像能量,它主要集中在噪声传播残量 r2 的高频子频段图像

(见式(18))里,考虑让正则化算子 C 高通,从式(10)和式(11)可以看出,算子−
hnR , ( )1−Ch1( −− ChI µ )T 是噪声传播算

子 S2 的主要因子,当正则化算子 C 高通时,算子 ( )11 )( −−− ChChI Tµ
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高阻,于是算子 S2 高阻,那么噪声传播残量的

高子频段图像 的能量就较小.现在,调节正则化参数µ,使||hn−
hn,R f||2达到最小,但在式(9)中 g(0)未知,噪声 n是随机

的,因而,||hnf||2 是随机的,这里我们考虑最小化||hnf||2 的期望值 E[||hnf||2],确定正则化参数µ. 
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定理. 设模糊图像 g(0)平稳,噪声 n 为白噪声且与 g(0)不相关,σ2 为噪声 n 的方差,则 

 + ) . (21) 2||hn f
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这里,J 为噪声传播算子 S2 的迹,迹为方阵的对角线元素之和,设 
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将上式代入式(25),得到定理结论式(21).定理得证. □ 
依据上面定理,最优恢复问题式(20)转化为如下最小化问题: 

  (26) . )minarg 2N=
µ

这里 S1,S2 的迹 J 都与µ有关,最小化式(26),求得µ ′,代入式(4),可得相应正则化解. 

2   实验结果 

为了测试我们的算法,从 Matlab 中选取了 4 幅图像(如图 1 所示):“tire”大小为 205×232,“flowers”大小为

362×500,“cameraman”大小为 256×256 以及“trees”大小为 258×360,对它们分别经过 3×3,5×5,8×8 和 16×16 均匀

模糊后,加均值为 0,方差分别为 0.01,0.001,0.0001,0.00001 的高斯白噪声,在表中用模糊信噪比表示. 
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Fig.1  Original figures, ‘tire’, ‘flowers’, ‘cameraman’ and ‘trees’ 

图 1  原图像‘tire’,‘flowers’,‘cameraman’和‘trees’ 

2
gσ , 分别表示降质图像和噪声的方差,分别以恒等算子 I、一阶微分算子2

nσ
yx ∂
∂

+
∂
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和二阶微分算子

2

2

2

2

x∂
∂

y∂
∂

+ 作为正则算子,易知恒等算子只高通但不低阻,而一阶微分算子和二阶微分算子高通且零止,采用 3

种方法确定正则化参数. 
第 1 种方法是解下列方程: 

||g−hf′||2=||n||2, 
求得正则化参数µ,再最小化式(3),得到正则化解,记此方法为 M-tradition,当前大多数文章采用此方法来求正则

化参数. 
第 2 种方法是利用原图像信息保留信噪比最大的正则化参数及正则化解(最优恢复解),记此方法为 M-opt,

由于它需要原图像信息,因此,M-opt 不是现实可用的,求出的信噪比 SNRopt(见式(7))只是一个理想值. 
第 3 种方法就是本文提出的方法,记为 M-new.表 1~表 5 是 3 种方法在不同情况下求得的正则化参数和信

噪比.表 1 和表 2 是在噪声方差有变化,其他元素不变情况下的结果.类似地,表 3 是模糊算子有变化、表 4 是原

图像有变化、表 5 是正则化算子有变化,而其他元素不变情况下的结果.图 2 是表 1 情形下的恢复图像. 

Table 1  Original figure is ‘tire’, blurring function 5×5 uniform,  

noise variance variable, regularization operator 2

2

2

2

yx ∂
∂

+
∂
∂  

表 1  原图像:“tire”,模糊算子:5×5,噪声方差:变,正则化算子:拉普拉斯算子 
M-tradition M-opt M-new BSNR 

µ SNR µopt SNRopt µ SNR 
8.383 7.873 11.220 0.372 12.990 0.707 12.942 

17.649 0.750 14.063 0.046 5 15.498 0.088 3 15.399 
27.233 0.025 3 16.992 0.006 54 17.692 0.005 5 17.690 
37.124 0.002 6 19.623 0.000 81 20.371 0.000 69 20.366 

Table 2  Original figure is ‘trees’, blurring function 5×5 uniform,  

noise variance variable, regularization operator 2

2

2

2

yx ∂
∂

+
∂
∂  

表 2  原图像:“trees”,模糊算子:5×5,噪声方差:变,正则化算子:拉普拉斯算子 
M-tradition M-opt M-new BSNR 

µ SNR µopt SNRopt µ SNR 
11.506 8.183 10.736 0.165 12.827 0.707 12.520 
20.840 0.250 13.748 0.023 2 14.609 0.044 1 14.500 
30.595 0.008 77 15.874 0.002 15 16.394 0.002 7 16.374 
40.528 0.000 973 17.890 0.000 184 18.601 0.000 345 18.488 7 
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Table 3  Original figure is ‘tire’, blurring function variable,  

noise variance 0.001, regularization operator 2

2

2

2

yx ∂
∂

+
∂
∂  

表 3  原图像:“tire”,模糊算子:变,噪声方差:0.001,正则化算子:拉普拉斯算子 
M-tradition M-opt M-new Blurring functions BSNR

µ SNR µopt SNRopt µ SNR 
3×3 17.99 0.375 0 16.609 0.046 5 18.011 0.088 3 17.887 
5×5 17.61 0.750 14.056 8 0.046 5 15.415 0.088 3 15.356 
8×8 17.05 1.750 11.831 0.046 5 13.338 0.088 3 13.251 

16×16 15.70 6.035 8.027 0.069 8 10.351 0.088 3 10.321 

Table 4  Original figure is variable, blurring function 8×8 uniform,  

noise variance 0.001, regularization operator 2

2

2

2
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∂

+
∂
∂  

表 4  原图像:变,模糊算子:8×8,噪声方差:0.001,正则化算子:拉普拉斯算子 
M-tradition M-opt M-new Origin figures BSNR 

µ SNR µopt SNRopt µ SNR 
Tire 17.064 1 1.750 11.831 0.046 5 13.375 0.088 3 13.264 

Flowers 16.172 0.500 10.245 5 0.046 5 10.975 0.088 3 10.879 
Cameraman 17.568 0.250 0 9.570 0.026 1 10.316 0.022 0 10.303 

Trees 20.403 0.375 0 11.892 0.023 2 12.928 0.044 1 12.836 

Table 5  Original figure is ‘tire’, blurring function 5×5 uniform, noise variance 0.001, regularization  
operator variable. *: M-new is not suitable for the case of identity operator I, since I is not low-stop 

表 5  原图像:“tire”,模糊算子:5×5,噪声方差:0.001, 
正则化算子:变.*:恒等算子只高通但不低阻,本文方法不适用 

M-tradition M-opt The method of this paper Regularization operators
µ SNR µopt SNRopt µ SNR 

I 0.056 6 13.562 0.067 1 13.699 0.022 1* 10.998* 

yx ∂
∂

+
∂
∂  0.312 14.382 0.073 1 15.204 0.088 3 15.194 

2

2

2

2

yx ∂
∂

+
∂
∂  0.750 14.060 9 0.065 5 15.379 0.088 3 15.363 

 

3   结  论 

本文利用小波变换分析如何选取正则化算子,利用随机理论得到正则化残量的能量期望值,最小化这个期

望模型,确定正则化参数,从而得到正则化解.在本文的条件下,得出如下结论:根据一幅图像的能量通常集中在

低频段、高频段能量很小而且往往被噪声淹没、噪声的能量相对比较小且功率密度分布近似常数这些特点,
得出正则化算子应具有低阻高通特性.当正则化算子低阻高通时,最小化正则化残量的能量期望值,求得正则化

参数,进而得到的正则化解达到准最佳恢复效果.实验结果表明,本文提出的方法恢复性能比传统方法的恢复效

果要好,并且恢复性能很稳定. 
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 Fig.2  Original figure ‘tire’ is blurred by 5×5 uniform function, contaminated by white noise with 
 variance 0.01, 0.001, 0.0001 and 0.00001 separately; degraded figure is restored with 
 Laplacian operator. The figures in the first row are the degraded figures; in the second, 
 third and fourth are figures restored by M-tradition, M-opt and M-new separately 
 图 2  对原图像“tire”经 5×5 均匀模糊后,加方差分别为 0.01,0.001,0.0001,0.00001 的噪声, 
 选取拉普拉斯算子作正则化算子的恢复图像.第 1 行为降质图像,第 2 行为 M-tradition 的 
 恢复图像,第 3 行为 M-opt 的恢复图像,第 4 行为本文方法的恢复图像 
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