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基于插值的 Bernstein多项式复合及其曲线曲面应用Ã
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摘要: 在曲线曲面造型中,Bernstein 多项式复合被广泛用于许多几何操作,因而具有重要的理论和实际意义.基于多
项式插值和符号计算的思想,研究了 Bernstein 多项式函数复合问题,并将其应用于曲线曲面的情形.与两种已有方
法相比,新方法具有速度快、易于编程实现、占用存储空间少的特点,但数值精度低于基于广义 de Casteljau算法的
多项式复合结果. 
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在曲线曲面造型中,Bernstein多项式复合被广泛应用于求值、剖分、自由变形、Trimmed曲线曲面表示、
Bézier单形和张量积 Bézier形式之间的相互转换、升阶、Bézier曲面的自然延拓等几何操作,因此研究 Bernstein
多项式的复合算法具有重要的理论和实践意义. 

DeRose等人首先研究了基于广义 de Casteljau算法和 Blossoming算法的复合方法[1,2],这两种算法在本质
上是一样的,以下我们简称为广义 de Casteljau 算法.虽然它们都是数值稳定的,但计算量非常大,而且编程实现
也比较复杂.Liu和Mann在分析了广义 de Casteljau算法计算复杂性的基础上[3],通过基函数变换和重用广义 de 
Casteljau算法中间计算结果的技巧,提出了优化的广义 de Casteljau算法(以下简称为优化算法).但是,这种加速
是以占用更多的存储空间、复杂的程序代码以及结果的数值精度降低为代价的.所以文献[3]指出:如果用户不
追求计算速度,那么最好采用广义 de Casteljau算法.胡事民等人将广义 de Casteljau算法应用于 Bézier曲面的
相互转化、广义离散和 Trimmed曲面表示[4~7],并对边界情形做了进一步的优化.本文对于 Bézier曲面提出了基
于移位算子的复合算法[8],得到了广义 de Casteljau算法的简洁表示,在计算量、编程复杂性、存储空间和数值
精度方面与文献[1,2]方法类似. 
本文提出了一种基于多项式插值和符号计算的快速 Bernstein 多项式复合算法,以下简称插值法.在新方法

中,复合所得到的 Bernstein多项式的系数通过采样和插值计算得到.通过适当地选取采样点,使得对于给定的多
项式次数、插值矩阵为常数矩阵.这些常数矩阵的逆矩阵可以在预处理过程中通过符号计算的方法得到.最后
我们对广义 de Casteljau算法、优化算法和本文的插值法在计算量、可编程性、存储空间、数值精度方面进行
了详细的分析和比较,指出了各自的优、缺点. 

1   基于多项式插值和符号计算的 Bernstein多项式复合 

Bernstein 多项式的函数复合可以简单地表示为:给定两个 Bernstein 多项式 和 其中

为仿射空间.当 G 和 F 为定义在单形上的 Bernstein 多项式时,我们记 G 和 F 的次数分别为 deg(G)和
YXG →: ZYF →: ,

ZYX ,,
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deg(F);当 G 和 F 为张量积形式的 Bernstein 多项式时(本文只限于对二元张量积的讨论),记其次数分别为
(deg(G)u,deg(G)v)和(deg(F)u,deg(F)v).Bernstein 多项式的函数复合问题就是计算复合函数 的

Bernstein多项式形式的显式表达式. 
ZXGFH →=  :

)1(
nB

)1(
nB

12,...,2,1

)2(
nB

根据文献[2]中的证明,我们要知道复合所得的多项式 H仍为 Bernstein多项式,并且它的形式自然地依赖于
多项式 G的形式.这里我们注意复合问题中的两个特点:首先,我们可以通过分别计算 G和 F的方法得到多项式
H在其参数域中的任意一点的值;其次,复合结果 H仍为 Bernstein多项式.根据以上特点并结合数值分析中多项
式插值理论,启发我们可以用多项式插值技术实现 Bernstein多项式的函数复合. 

1.1   复合结果H为Bézier曲线的情形 

当 Bernstein 多项式 G 为平面 Bézier 曲线时,无论多项式 F 的形式为空间 Bézier 曲线、空间三角 Bézier
曲面还是空间张量积 Bézier 曲面 ,复合结果 H 均为一条空间 Bézier 曲线 ,其次数为 deg(G)⋅deg(F)或
deg(G)⋅(deg(F)u+deg(F)v).众所周知,单位区间[0,1]上的 n次 Bernstein基函数是该区间上的 n次多项式空间的一
组基.根据数值分析中多项式插值定理可知:对于 n次 Bernstein多项式H,可以通过插值(n+1)个不同采样点精确
地重建.我们记 Bézier 曲线 H 的形式为 H(t)=∑HiBi,n(t),这里,曲线 H(t)的控制顶点{Hi}未知.通过计算 Bézier 曲
线 H(t)在 ti=i/n(i=0,1,…,n)处的(n+1)采样点的值,我们可以建立如下(n+1)维线性方程组: 
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求解式(1),我们可以得到Bézier曲线H(t)的控制顶点{Hi}.记式(1)左边的矩阵为 ,其中上标“(1)”表示单变元,
下标“n”表示 Bézier 曲线的次数.易知:对于给定的次数 n,矩阵 是固定的.这说明,我们只需在预处理过程中
计算一次该矩阵及其逆,并将结果存储起来.在实际应用中,我们计算了 (

)1(
nB

,...,3,2,

)1(
nB

)1(
nB 121=i ). 

由 Bernstein 基函数的性质可知,矩阵 的元素值位于[0,1]之间,并且每一行元素之和为 1.对于这类矩阵,
通过计算其条件数可知(见表 1),随着次数 n 的增大,矩阵 的行列式值逐渐减小,条件数逐渐增大.这说明,随
着次数 n的增大,矩阵 呈病态性逐步增强.此时,对于较大的 n(n>6),如果用传统的数值方法计算 的逆,可
能会引入较大的数值误差.为了避免矩阵求逆过程中的数值误差,我们采用符号计算的方法来计算矩阵 的
逆.在符号计算中,矩阵的元素被当作无舍入误差的符号,这里为有理分数的形式 a/b(b≥a≥0),而不是有舍入误差
的浮点数,所以逆矩阵计算是精确的.虽然符号计算的计算量较大,但我们只需在预处理过程中计算一次.所以,
这部分计算量可以忽略不计.  
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Table 1  The determinations and conditional numbers of matrix and ( ) )1(
nB )2(

nB =n

表 1  矩阵 和 的行列式值与条件数()1(
nB )2(

nB 12,...,2,1=n ) 

Curve degree① Determinant of )1(
nB ②

Conditional 
number of )1(

nB ③ Curve degree Determinant of   )2(
nB

Conditional 
number of   

1 1.0000e+000 1.0000 1 1.0000e+000 1.0000 
2 5.0000e−001 2.3187 2 1.2500e−001 2.6180 
3 1.4815e−001 5.0541 3 7.2256e−004 5.7620 
4 2.6367e−002 11.8023 4 6.0418e−008 13.3993 
5 2.8312e−003 28.6420 5 2.2737e−014 32.5457 
6 1.8376e−004 71.1466 6 1.1975e−023 80.4269 
7 7.2171e−006 179.4526 7 2.7454e−036 202.5492 
8 1.7163e−007 457.5213 8 8.5221e−053 514.9040 
9 2.4723e−009 1175.7767 9 1.1144e−073 1321.7220 

10 2.1578e−011 3040.1715 10 1.9102e−099 3411.7199 
11 1.1413e−013 7899.2645 11 1.3357e−130 8858.0478 
12 3.6590e−016 20606.3184 12 1.1858e−167 23082.9550 

①曲线次数,② 行列式值,③ 条件数. )1(
nB )1(

nB

复合结果为 Bézier曲线的例子,如图 1所示,其中 G为 2次 Bézier曲线,F 为 3×3次 Bézier曲面,复合结果
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H为位于 F上的 12次 Bézier曲线.在本文的图 1~图 3中,图左半部分为复合结果,右半部分为参数域. 
 
 
 
 

Fig.1                           Fig.2                       Fig.3 
图 1                            图 2                        图 3 

1.2   复合结果H为三角Bézier曲面的情形 

当 G 为平面三角 Bézier 曲面时,不论 F 为空间三角 Bézier 曲面还是空间张量积 Bézier 曲面,复合结果 H
均为曲面 F 上的三角 Bézier曲面,其次数为 或者)deg()deg( FG ⋅ ))deg()(deg()deg( vu FFG +⋅ .下面给出如何计算
三角 Bézier曲面 H的控制顶点的方法.记曲面 的形式为 ),,( wvuH
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我们根据三角 Bézier 曲面 的控制顶点下标 和 、按字典顺序对二维 Bernstein 基函数
进行如下排序(从左到右,从上到下): 
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将这些基函数重新记作 ( ,其中n
llB 0))( =u ),,( wvu=u , 2)2)(1(~ ++= nnn 为曲面 的控制顶点的个数.此时,

三角 Bézier曲面可以重写为 
),,( wvuH
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要插值曲面 ,需要)(uH n~个采样点.这 n~个有效采样点的充分性问题已超出本文所研究范围,在此不加以讨论,
有兴趣的读者可以参考文献[9].这里根据文献[9]的结论给出一种“标准”的采样方式:即对所有可能的下标

(共}j n,,{ inji −− ~个),取 ul={i/n,j/n,(n−i−j)/n}.类似于Bézier曲线情形,我们可以建立一个线性方程组,记该方程
组的系数矩阵为 ,这里,上标“(2)”表示双变元,下标“n”表示次数.根据多元样条插值理论)2(

n
)

B
1(

nB
)2(

nB
n

[9],矩阵 是可逆

的.类似于矩阵 的情形,我们发现矩阵 也具有以下特点:首先,矩阵 对于给定的次数 而言是固定

的;其次,矩阵 的行列式的值随着次数 的增大而减小,其条件数也随着次数 的增大而增大(见表 1).这表
明,随着次数 的增大,在计算逆矩阵的过程中,矩阵 的病态性逐渐增强.所以,这里同样采用符号计算的方
法计算 的逆矩阵,以消除数值误差.图 2是复合结果为三角Bézier曲面的例子,其中F为 3×3次Bézier曲面,G
为平面 2次三角 Bézier曲面,复合结果 H为位于曲面 F上的 12次三角 Bézier曲面片. 
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1.3   复合结果H为张量积Bézier曲面的情形 

当函数 G为平面张量积 Bézier曲面时,无论 F为空间三角 Bézier曲面还是空间张量积 Bézier曲面,复合结
果 H均为张量积 Bézier曲面,其次数为(deg(G)u,deg(G)v)⋅deg(F)或者(deg(G)u,deg(G)v)⋅(deg(F)u+deg(F)v).记张量
积 Bézier曲面 H的表达式为 
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类似于计算机辅助几何设计中张量积曲面的插值方法,我们采用按方向插值的方法计算曲面 H 的控制顶
点.具体方法如下:我们首先计算曲面 H 上 ( ) ( )11 +⋅+ vu nn 个采样点 ( ){ } vu nn

jivu njniH 00, == ,然后采用第 1.1 节中插

值 Bézier曲线的方法插值 u方向( vnj ,...,1,0= ): 
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矩阵 如第 2.1 节中所定义.此时可得到中间控制顶点网格( ) 1)1( −

unB }{ .然后,我们再对中间控制顶点ijH }~{ 沿
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此时,我们就得到张量积 Bézier曲面的控制顶点 }{ . ijH
　　采用按不同方向来插值张量积 Bézier 曲面的方法具有以下优点:首先,可以克服直接插值方法中由于分块
稀疏矩阵引起的效率不高的问题 ;其次 ,我们无须额外计算重建矩阵 ,而是直接应用 Bézier 曲线的结果

,从而减少了不必要的存储空间.复合结果为张量积 Bézier曲面的例子如图 3所示,其中 G为 2×2次平
面张量积 Bézier曲面,F为 3×3次张量积 Bézier曲面,复合结果 H为一张 12×12次 Bézier曲面. 

1)1( )( −
nB

2   算法分析和比较 

下面,我们将从计算量、是否容易编程实现、存储空间、数值精度这 4 个方面对本文的插值法与广义 de 
Casteljau算法和优化算法进行比较. 
在计算量方面,我们首先比较曲线曲面情形的插值法与广义 de Casteljau算法.对于常见的 3种情形的计算

量见表 2.这 3 种情形是:将三角 Bézier 曲面转化为张量积 Bézier 曲面(简称 BBtoTPB)、将张量积 Bézier 曲面
转化为三角 Bézier曲面(简称 TPBtoBB)、张量积 Bézier曲面上的曲线(简称 CurveonTPB).从结果可见,插值法
的计算量的数量级总低于广义 de Casteljau算法.  

Table 2  The comparison of computational cost between the generalized 
de Casteljau algorithm and interpolation algorithm 
表 2  广义 de Casteljau算法与插值法的计算量比较 

Composition 
cases① 

Composition through generalized de Casteljau 
algorithm② Proposed algorithm③ 

TPBtoBB 4),()2()1()2()1( vuFvvuu nnVnnnn ⋅+⋅+⋅+⋅+  
))22()1((

2),()2()1(
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nnVnnnn  

BBtoTPB 6)()3()2()1( nVnnn F⋅+⋅+⋅+  )1()1(2)()1()1( +⋅+⋅+⋅+⋅+ nMnnVnn F  

CurveonTPB ),()1()1( vuFvn nnVnn ⋅+⋅+  )1(),()1( +++⋅++ vuvuFvu nnMnnVnn  

①复合情形,②基于广义 de Casteljau算法的复合算法,③本文的算法. 

插值法与优化算法之间计算量的比较又如何呢?由于文献[1~3]只给出了 Bézier 单形之间复合的计算量分
析.所以,我们将比较 3种方法在 Bézier单形之间复合的计算量.通过分析计算,广义 de Casteljau算法、优化算
法的复合算法、插值法的计算量分别为: 
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其中 ,#G 和#F 表示单形 G 和 F 的控制顶点个数 ,KG 和 KF 表示单形 G 和 F 的参数空间的维数 .当
KG=KF=2,deg(F)=deg(G)=3时, 
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由于矩阵向量的乘法 M(10)<3VF(3),所以在上述情形下,本文算法比优化算法加速 1 倍以上.而且随着次数的增
加,加速倍数也随之增加. 
在编程的难易程度方面,本文所提插值法的优越性是显然的.这是因为在插值算法中,用户所要做的只是编

写一个标准的 de Casteljau算法和矩阵向量乘法的程序.对于广义 de Castelaju算法而言,当 G呈线性函数时,还
可以较为方便地编程实现;当 G高于 2次的函数、或为张量积函数时,程序就会变得很复杂.对于优化算法,其可
编程性最差:它需要进行基函数变换,同时优化的核心——广义 de Castelaju算法中间步骤结果的重用最为复杂,
以至于该方法的作者在其文献[3]中指出:如果用户不追求计算速度,建议不要采用该方法. 

在占用存储空间方面,新方法所需的额外开销为重建矩阵 ( ) 1)1( −
nB 和 ( ) 1)2( −

nB 的存储;在广义 de Casteljau算法
中,用户所需的额外开销为预先计算好的组合数和中间计算结果.在优化算法中,算法的加速是以存储空间的代
价来换取计算时间的,所以其存储空间所需最大.文献[3]指出:当不进行基函数变换时,在存储空间增加 deg(F)
结果的条件下,计算速度可以有所提高.如果首先进行基函数变换,那么可以实现存储空间一定程度的减少和计
算速度的提高,当然这是在以牺牲数值精度的条件下实现的. 
在数值精度方面,无疑广义 de Castelaju算法是最好的,因为算法是数值稳定的.优化算法的数值精度在很大

程度上取决于基函数变换方法,这是因为基函数变换会引入数值误差,而且会在后面的计算中扩散.如果采用多
项式插值进行基函数变换,其数值精度将等同于或低于插值法.在本文的插值法中,只有矩阵与向量的乘法会引
起数值误差.这是因为虽然计算逆矩阵的数值误差可以通过符号计算的方法消除,但是随着复合结果次数的增
加,矩阵的病态性增强,在进行矩阵向量乘法时,引入数值误差是不可避免的.在图 4～图 6中,我们给出了插值法
和广义 de Castelaju算法之间在数值精度上的具体比较数值.数值误差的计算是这样实现的:假设函数 F于某一
平面上,那么复合结果 H应当位于该平面上.这里,相对误差即为复合结果的控制顶点到该平面的最大距离与精
确值的比.其中,纵坐标均为相对误差取 log10的结果,当相对误差为 0 时,我们取其值 10−17是有意义的.图 4 为
CurveonTPB的情形,横坐标为复合后曲线的次数;图 5为 TPBtoBB的情形,横坐标为复合后三角 Bézier曲面的
次数;图 6 为 BBtoTPB 的情形,横坐标为复合后张量积 Bézier 曲面的次数.从图中可以看出,新方法的误差大于
广义 de Casteljau算法的误差.当复合结果 H次数低于 3(或 33× )次时,插值法与广义 de Casteljau算法的误差相
当;当 H的次数低于 6(或 6×6)次时,精度为 10−15~10−12,当 H的次数为 12(或 12×12)次时,精度为 10−12~10−8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.4  The relative error 
comparison of Bézier  

curve case 
图 4  Bézier曲线的相对
误差比较 

Fig.6  The relative error 
comparison of tensor 

product Bézier surface case 
图 6  张量积 Bézier曲面
的相对误差比较 

Fig.5  The relative error 
comparison of triangular  

Bézier surface case 
图 5  三角 Bézier曲面的
相对误差比较
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综上所述,3种方法在计算量、可编程性、存储空间、数值精度方面的比较见表 3. 

Table 3  The comparison of computational cost, coding efficiency, storage cost 
and numerical error among three methods 

表 3　 3种方法在计算量、可编程性、存储空间、数值精度方面的比较 
Algorithm① Computational 

cost② 
Coding 

efficiency③ 
Storage cost④ Numerical 

accuracy⑤ 
Generalized de Casteljau algorithm⑥ High⑨ Complex⑩ Middle⑾ Low⑿ 

Optimal algorithm⑦ Middle Very complex⒀ High Middle or Low⒂ 
Interpolation algorithm⑧ Low Simple⒁ Low Middle 
①算法,②计算量,③可编程性,④存储空间,⑤数值精度,⑥广义 de Castelaju 算法,
⑦优化算法,⑧插值算法,⑨大,⑩较繁琐,⑾中,⑿小,⒀繁琐,⒁容易,⒂中或较大. 

3   结  论 

本文提出了一种通过插值和符号计算的方法实现 Bernstein 多项式复合的方法.通过分析和比较,插值法在
计算量、可编程性、存储空间方面表现较好,而数值精度低于广义 de Casteljau算法,好于优化算法.所以,我们建
议用户根据上述几方面综合选取适合的方法.例如在数值精度要求中等(eps<10−8)的实体造型系统、动画造型
系统以及曲线曲面的显示中,插值法的精度完全满足要求,而且具有速度快的优势,此时应选取插值法;而在数
值精度要求较高的环境下,建议采用基于广义 de Castelaju算法的复合算法. 
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