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摘  要: 3-CNF 公式的随机难解实例生成对于揭示 3-SAT 问题的难解实质和设计满足性测试的有效算法有着重

要意义.对于整数 k>2 和 s>0,如果在一个 k-CNF 公式中每个变量正负出现次数均为 s,则称该公式是严格正则(k,2s)- 
CNF 公式.受严格正则(k,2s)-CNF 公式的结构特征启发,提出每个变量正负出现次数之差的绝对值均为 d 的严格 d-
正则(k,2s)-CNF 公式,并使用新提出的 SDRRK2S 模型生成严格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式.取定整数 5<s<11,模拟

实验显示,严格d-正则随机(3,2s)-SAT问题存在SAT-UNSAT相变现象和HARD-EASY相变现象.因此,立足于3-CNF
公式的随机难解实例生成,研究了严格 d-正则随机(3,2s)-SAT问题在 s取定时的可满足临界.通过构造一个特殊随机

实验和使用一阶矩方法,得到了严格 d-正则随机(3,2s)-SAT问题在 s取定时可满足临界值的一个下界.模拟实验结果

验证了理论证明所得下界的正确性. 
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Abstract:  Generating random hard instances of the 3-CNF formula is an important factor in revealing the intractability of the 3-SAT 
problem and designing effective algorithms for satisfiability testing. Let k>2 and s>0 be integers, a k-CNF formula is a strictly regular 
(k,2s)-CNF one if the positive and negative occurrence number of every variable in the formula are s. On the basis of the strictly regular 
(k,2s)-CNF formula, the strictly d-regular (k,2s)-CNF formula is proposed in which the absolute value of the difference between positive 
and negative occurrence number of every variable is d. A novel model is constructed to generate the strictly d-regular random (k,2s)-CNF 
formula. The simulated experiments show that the strictly d-regular random (3,2s)-SAT problem has an SAT-UNSAT phase transition and 
a HARD-EASY phase transition when the parameter 5<s<11 is fixed, and that the latter is related to the former. Hence, the satisfiability 
threshold of the strictly d-regular random (3,2s)-SAT problem is studied when the parameter s is fixed. A lower bound of the satisfiability 
threshold is obtained by constructing a random experiment and using the first moment method. The subsequent simulated experiments 
verify well the lower bound proved. 
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设 N 是正整数,x1,x2,…,xN 是布尔变量.对于任取的 x∈{x1,x2,…,xN},称¬x 和 x 为文字,其中,¬x 是 x 的否定.
有限个文字的析取构成一个子句,而有限个子句的合取构成一个合取范式(conjunctive normal form,简称 CNF)
公式.设 F 是一个 CNF 公式,如果存在一个真值指派σ∈{0,1}N 使得 F 取值为真,则称 F 是可满足的,并称σ是 F
的一个解.如果 F 没有解,则称 F 是不可满足的.例如,F=(x1∨¬x2)∧(x3∨¬x4∨¬x5)是一个包含两个子句的 CNF 公

式,而σ=(0,0,1,1,1)(这意味(x1,x2,x3,x4,x5)=(0,0,1,1,1))是 F 的一个解(这里,σ(¬x)=¬σ(x)). 
习惯地,将判定一个 CNF 公式是否可满足称为求解该公式.设整数 k>2,如果一个 CNF 公式的每个子句恰好

包含 k 个文字,则称该公式是 k-CNF 公式.求解任意一个 k-CNF 公式的问题称为 k-SAT 问题.1973 年,Levin 证明

了 3-SAT 问题是 NP-完全的[1].这说明:如果 P≠NP,则 3-SAT 问题不存在多项式时间算法.因此,3-CNF 公式的随

机难解实例生成,对于揭示 3-SAT 问题的难解实质和设计满足性测试的有效算法有着重要意义. 
均匀 k-SAT 模型用于生成具有 M 个子句和 N 个变量的随机 k-CNF 公式,其中,M 和 N 是正整数.该模型先 

从 2k N
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

个可能的子句中均匀且相互独立地选取 M 个子句,而后将这些子句合取成一个 k-CNF 公式.设 F 是一 

个随机 3-CNF 公式,其子句数 M 与变量数 N 的比值为α.1999 年,Friedgut 等人证明了随机 3-SAT 问题存在 SAT- 
UNSAT 相变现象[2]:存在一个变量数 N 的函数α3,使得当α<α3 时,随机 3-CNF 公式是高概率可满足的;而当α>α3

时,随机 3-CNF 公式是高概率不可满足的.虽然到目前为止还不知道α3 的具体值,但文献[3,4]得到了 3.52≤α3≤ 

4.4898,而文献[5]基于一个单调性假设得到了α3≤4.262.此外,模拟实验估计α3 的值取得了较好的结果[6−9]:α3≈ 
4.267,并且随机 3-CNF 公式的难解实例集中在α=4.267 附近.综上,比值α不仅与随机 3-CNF 公式是否可满足有

关,还与求解该类公式的难度有关. 
设 F 是一个 CNF 公式,x 是 F 的一个变量.称文字 x(¬x)在 F 中的出现次数是 x 在 F 中的正(负)出现次数,

并称 x 在 F 中的正出现次数与负出现次数之和是 x 在 F 中的出现次数.设整数 s>0,如果在一个 k-CNF 公式中

每个变量均出现 s 次,则称该公式是正则(k,s)-CNF 公式.文献[10]利用多项式归约技术证明了正则(3,4)-SAT 问

题是 NP-完全的.这说明,存在难解的正则(3,4)-CNF公式实例.文献[11]利用 Zchaff求解器[12](该求解器是目前求

解 3-CNF 公式最有效的完备求解器)进行的模拟实验表明:当每个变量正负出现次数之差的绝对值至多是 1 时,
正则(3,s)-CNF 公式的随机难解实例集中在 s=11 附近,并且 s=11 时求解该类实例的难度远大于比值α=4.267 时

求解随机 3-CNF 公式实例的难度.注意到,正则(3,s)-CNF 公式的子句数与变量数的比值恒为 s/3,因此,文献

[10,11]的上述结论说明:当 s=4 或 11,即比值α=4/3 或 11/3 时,存在 3-CNF 公式的难解实例,只不过实例是正则的.
受此启发,我们考虑了取定 s时正则(3,s)-CNF公式的随机难解实例生成问题.注意到:对于正则(3,s)-CNF公式来

说,s 取定意味着比值α≡s/3.因此,当 s 取定时,需要找到类似于比值α的新参数,使得该新参数不仅影响正则(3,s)- 
CNF 公式是否可满足,还影响求解该类公式的难度.文献[13−16]分别从 SAT-UNSAT 相变、解的个数等方面研

究了严格正则(k,s)-CNF 公式,其中,s 是偶数,每个变量的正负出现次数均为 s/2.显然,在严格正则(k,s)-CNF 公式

中,每个变量正负出现次数之差均为 0.结合文献[11,13−16],我们提出了每个变量正负出现次数之差的绝对值均

为 d 的严格 d-正则(k,s)-CNF 公式.该类公式是正则(k,s)-CNF 公式的一个子类,而 d 是取定的非负整数.注意到:
当 s 是偶数时,参数 d 的可能取值为 0,2,…,s;当 s 是奇数时,参数 d 的可能取值为 1,3,…,s.为方便讨论,在本文中,
我们选择 s 是偶数的情形,即严格 d-正则(k,2r)-CNF 公式的情形,其中,r>0 是整数.为保持符号一致,我们将严格

d-正则(k,2r)-CNF 公式仍表述为严格 d-正则(k,2s)-CNF 公式. 
类似于使用均匀 k-SAT模型生成随机 k-CNF公式,借鉴已有模型[11,13,17,18],我们提出一个新的模型来生成严

格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式.在这个模型生成公式时,先由 N 个变量得到 2Ns 个文字,其中,每个变量均出现 2s 

次,并且均以相等的概率正出现
2
ds + 或

2
ds − 次;再从这 2Ns 个文字的置换全体中均匀地选择一个置换,并根据 

该置换生成一个公式.为方便起见,称该模型是 SDRRK2S 模型.在下一节,我们将详细叙述这一模型. 
本文立足于 3-CNF 公式的随机难解实例生成.为此,我们通过模拟实验观察了 s 取定时,参数 d 与严格 d-正

则随机(3,2s)-CNF 公式是否可满足及其求解难度的关系.我们分别选取了 s=1,2,…,10,并且对于每一个 s 值分别
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选取了 N=180 和 210.对于取定的 s,N,k=3 以及 d∈{0,2,…,2s},先使用 SDRRK2S 模型生成 100 个实例,再使用

Zchaff 求解器[12]逐一求解,最后统计可满足实例占比以及求解一个实例的平均时间.图 1、图 2 给出了 N=180
时的模拟实验结果.注意到,N=210 时也有类似的结果.为节约篇幅,我们没有展示 N=210 时的实验结果. 

 
(a) s=1,2,3,4(d=0,2,…,2s)               (b) s=5,6,7(d=0,2,…,2s)              (c) s=8,9,10(d=0,2,…,2s) 

Fig.1  Ratio of satisfiable instances when N=180 and s∈{1,2,…,10} 
图 1  当 N=180 而 s=1,2,…,10 时的可满足实例占比 

 
(a) s=1,2,3,4(d=0,2,…,2s)                (b) s=5,6,7(d=0,2,…,2s)               (c) s=8,9,10(d=0,2,…,2s) 

Fig.2  Average time in seconds for solving an instance when N=180 and s∈{1,2,…,10} 
图 2  当 N=180 而 s=1,2,…,10 时,求解一个实例的平均时间(s) 

取定整数 5<s<11,由图 1 和图 2 可知,严格 d-正则随机(3,2s)-SAT 问题存在 SAT-UNSAT 相变现象和 HARD- 
EASY 相变现象.另外,由图 1(b)、图 2(b)、图 1(c)和图 2(c)可知:对于取定的整数 5<s<11,严格 d-正则随机(3,2s)- 
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SAT 问题的 HARD-EASY 相变现象与 SAT-UNSAT 相变现象有着一定联系.例如:当 s=6 时,SAT-UNSAT 相变点

位于 d=2与 d=4之间(如图 1(b)所示),而HARD-EASY相变点位于 d=2处(见图 2(b)).再如:当 s=10时,SAT-UNSAT
相变点位于 d=8 与 d=10 之间(如图 1(c)所示),而 HARD-EASY 相变点位于 d=8 处(见图 2(c)).因此,在理论上研

究严格 d-正则随机(3,2s)-SAT 问题在 s 取定时的 SAT-UNSAT 相变现象有助于 3-CNF 公式的随机难解实例生

成.在本文中,我们借鉴已有做法 [13],通过构造一个特殊随机实验和使用一阶矩方法给出了严格 d-正则随机

(3,2s)- SAT 问题在 s 取定时可满足临界值的一个下界.模拟实验结果验证了理论证明所得下界的正确性. 

1   SDRRK2S 模型 

2005 年,Boufkhad 等人[17]提出了一种不同于均匀 k-SAT 模型的新模型来生成具有 N 个变量和αN 个子句

的随机 k-CNF 公式.显然,该模型所生成公式的子句数与变量数的比值恰好是α.在该模型生成公式时,每个变量 

对应的两个文字均以概率 1
2 2

k kp α α⎢ ⎥= + −⎢ ⎥⎣ ⎦
出现

2
kα⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

次,以概率 1−p 出现 1
2

kα⎢ ⎥ +⎢ ⎥⎣ ⎦
次.这说明,每个变量出现次 

数的期望值均为 kα.因此,文献[17]所讨论的公式已经非常接近正则的 k-CNF 公式.记文字多重集{x1,…,x1, 
¬x1,…,¬x1,x2,…,x2,¬x2,…,¬x2,…,xN,…,xN,¬xN,…,¬xN}为 L,其中,对于每一个 i∈[N]={1,2,…,N},xi 与¬xi 的个数都 

是
2

kα⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

或 1
2

kα⎢ ⎥ +⎢ ⎥⎣ ⎦
.文献[17]的模型先均匀地将集合 L 划分成

| |L
k

个部分,使得每个部分均包含 k 个文字(在本

文中,符号|⋅|总表示某个集合的元素个数);然后,通过将
| |L
k

个部分各自构成子句来得到一个随机公式.文献[17] 

的模拟实验(使用了文献[3]提出的贪心算法)表明:所生成的公式存在 SAT-UNSAT相变现象,而且当 k=3时,难解

实例集中在α=3.5附近.这说明,文献[17]的模型有助于 3-CNF公式的随机难解实例生成.此外,文献[17]还分别使

用一阶矩方法和文献[3]提出的贪心算法证明了:当 k=3 并且α>3.7822 时,所生成的公式是高概率不可满足的;
而当 k=3 并且α<2.46 时,所生成的公式是高概率可满足的.随后,Rathi 等人[18]通过在文献[17]的模型上增加一个

限制条件来生成随机 k-CNF 公式.该条件要求每个变量对应的两个文字具有相同的出现次数.在文献[18]中, 
Rathi 等人分别使用一阶矩方法和二阶矩方法证明了:当 k=3 并且α>3.7822 时,所生成的公式是高概率不可满足

的;而当 k=3 并且α<2.667 时,所生成的公式是高概率可满足的. 
如果在一个子句中,每个变量至多出现一次,则称该子句是合法子句;否则是非法子句.一个格局公式[17]可

能包含非法子句.文献[17,18]的模型生成的是格局公式.当一个格局公式不包含非法子句时,称之为简单公式.周
锦程等人[11]提出了一个模型来生成不包含重复子句的简单正则随机(3,s)-CNF 公式.在文献[11]的模型生成公

式时:若 s 是偶数,则每个变量对应的两个文字均出现 s/2 次;若 s 是奇数,则每个变量均出现 s 次,但以相等的概 

率正出现
1

2
s +

或
1

2
s −

次.表面上,文献[11]的模型由文字多重集(见文献[17]的相应叙述)得到随机公式的方式 

与文献[17]的情形有很大的不同,但二者本质上是相同的,只不过文献[11]的模型除去了不是简单公式或包含重

复子句的实例.文献[11]的模拟实验(使用 Zchaff 求解器[12])表明:所生成的公式存在 SAT-UNSAT 相变现象,而且

难解实例集中在 s=11 附近(即比值α=3.667 附近).这说明文献[11]的模型虽然不同于文献[17]的模型,但仍然有

助于 3-CNF 公式的随机难解实例生成.文献[11]还使用一阶矩方法证明了:当 s>11 时,所生成的公式是高概率不

可满足的.此外,由于所生成的公式是简单公式而且不包含重复子句,文献[11]的模型不太容易生成公式实例.因
此,在文献[13]中,周锦程等人放弃了简单公式以及不包含重复子句的限制,修改了文献[17]的模型以生成正则

随机(k,2s)-CNF 公式.在文献[13]的模型生成公式时,每个变量对应的两个文字均出现 s 次,从而每个变量均出现

2s 次.本质上,文献[13]的模型是通过均匀地选择文字多重集(见文献[17]的相应叙述)的一个置换来得到一个随

机公式的,从而得到的也是格局公式.在文献[13]中,周锦程等人通过构造一个特殊随机实验,并结合一阶矩方法

证明了:当 k=3 并且比值α>3.7822 时,所生成的公式是高概率不可满足的.此外,当 k 较大时,周锦程等人[15]利用

一阶复本对称破缺理论并结合一阶矩方法改进了文献[13]的结果. 
SDRRK2S 模型用来生成严格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式.注意到:在一个严格 d-正则(k,2s)-CNF 公式中, 
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每个变量均出现 2s 次,并且正负出现次数之差的绝对值均为 d.这意味着,每个变量均只能正出现
2
ds + 或

2
ds −  

次.因此,在 SDRRK2S模型中,借鉴了文献[11]的模型当 s是奇数时的情形来确定每个变量的正出现次数:每个变 

量均出现 2s 次,但以相等的概率正出现
2
ds + 或

2
ds − 次.另一方面,当 k=3 并且比值α>3.7822 时,文献[13,17,18] 

的模型生成的公式均是高概率不可满足的;但文献[13]的模型由文字多重集得到随机公式的方式更便于计数.
因此,在 SDRRK2S 模型中,采用了由文字多重集的一个置换得到一个随机公式的方式. 

设整数 k>2,s>0,N>0 以及 d∈{0,2,…,2s},则 SDRRK2S 模型可叙述如下. 
Input:子句长度 k,变量出现次数 2s,变量个数 N,变量正负出现次数之差的绝对值 d,其中,2Ns 是 k 的倍数. 
Step 1. 对于每一个 i∈[N],以随机方式生成多重集 Ai={xi,…,xi,¬xi,…,¬xi},其中,Ai 中有 2s 个元素,而且 xi 的 

个数以相等的概率取
2
ds + 或 .

2
ds −  

Step 2. 记多重集
1

N

i
i

A A
=

=∪ ,并均匀地从 A 的置换全体中选择一个置换.不妨设该置换为 

a1,a2,…,ak,ak+1,ak+2,…,a2k,…,a2Ns-k+1,a2Ns-k+2,…,a2Ns. 
Step 3. 根据 Step 2 中的置换生成公式 F 如下: 

F=(a1∨a2∨…∨ak)∧(ak+1∨ak+2∨…∨a2k)∧…∧(a2Ns-k+1∨a2Ns-k+2∨…∨a2Ns). 
Output:输出公式 F. 
注意,SDRRK2S 模型生成的公式是含有 N 个布尔变量的格局公式.因此,该类公式可能包含非法子句.实际

上,由文献[17]可知:当 k=3 时,SDRRK2S 模型以正概率输出简单公式.此外,由文献[17]还可知:当 k=3 并且

SDRRK2S 模型生成的格局公式存在 SAT-UNSAT 相变现象时,相应的简单公式也存在相同的相变.再加上本文

关注的是严格 d-正则随机(3,2s)-SAT 问题在 s 取定时的可满足临界,因此我们没有在 SDRRK2S 模型中加入简

单公式的限制. 

2   可满足临界分析 

本节主要使用文献[13]的方法研究严格 d-正则随机(3,2s)-SAT 问题在 s 取定时的可满足临界.这一过程主

要分成两步:一是通过构造特殊随机实验得到一个特殊真值指派是一个严格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式解的概

率的渐近表达式;二是使用一阶矩方法得到严格 d-正则随机(3,2s)-SAT 问题在 s 取定时可满足临界值的下界. 

2.1   相关准备 

设 F 是一个严格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式.如果 F 的文字全体组成的多重集是 L,则由 SDRRK2S 模型可

知,L 可作为该模型 Step 2 中的多重集 A.由 SDRRK2S 模型还可知,该模型可由 L 生成(2Ns)!个公式.因此,该
(2Ns)!个公式中可满足的公式占比即为 F 是可满足的概率 .如果 F 的文字全体组成的多重集是 L′,则由

SDRRK2S 模型可知,此时 F 是可满足的概率与 F 的文字全体组成的多重集是 L 时相应的概率相等.因此在本节

中,约定 F 的文字全体组成的多重集是某个取定的集合. 
设 F 是一个严格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式.注意到,F 是否可满足取决于是否存在作为 F 解的真值指派.

因此,可考虑使用真值指派和公式共同描述该公式可满足的可能性.设 l 是 F 的一个文字,σ∈{0,1}N 是一个真值

指派.如果σ(l)=1,则称 l 是公式 F 的由σ决定的 1-文字;否则是公式 F 的由σ决定的 0-文字.在不致混淆的情况下,
简称 l 是 1-文字或 0-文字.设 A(F&σ)是 1-文字全体组成的多重集,而 B(F&σ)是 0-文字全体组成的多重集.进一步,
设 S(F&σ)是 SDRRK2S 模型由多重集 A(F&σ)∪B(F&σ)生成的公式全体组成的多重集.于是,真值指派σ是公式 F 解的

概率如下: 

( & )

( & )

|{ | 1- } |
.

| |
F

F

H H S H
S

σ

σ

∈ 并且 的每个子句均包含 文字
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为方便起见,记为 P(σ→F). 
设 F 是一个严格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式.对于每一个 x∈{x1,x2,…,xN},若 x 在 F 中的正出现次数不小于

负出现次数,令σF(x)=1;否则,令σF(x)=0.显然,σF是为 F定义的特殊真值指派.作为下一小节使用一阶矩方法的准 
备,我们给出了概率值 ( )F FPσ → 的两个性质. 

(1) 对于任意的真值指派σ∈{0,1}N,都有 ( ) ( )FF FP Pσ σ→ →≤ ; 

(2) 通过构造一个特殊随机实验,可得到 ( )F FPσ → 的一个渐近表达式. 

首先,给出得到 ( )F FPσ → 最大性性质的一个引理. 

引理 1. 设 F 是一个严格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式,σ∈{0,1}N 是一个真值指派.如果存在真值指派τ∈ 
{0,1}N,使得|A(F&σ)|≤|A(F&τ)|,则 P(σ→F)≤P(τ→F). 

证明:不妨设 F 含 M 个子句,则|A(F&σ)∪B(F&σ)|=kM=|A(F&τ)∪B(F&τ)|.于是可设: 
A(F&σ)={t1,t2,…,ta},B(F&σ)={ta+1,ta+2,…,tkM},A(F&τ)={T1,T2,…,Ta+b},B(F&τ)={Ta+b+1,Ta+b+2,…,TkM}, 

其中,a 和 b 是使得 a+b≤kM 的非负整数.设 H 是 S(F&σ)中任意一个公式.如果对于任意的 i∈[M]和 j∈[k],lij 表示

H第 i个子句中的第 j个文字,则 l11,l12,…,l1k,l21,l22,…,l2k,…,lM1,lM2,…,lMk是多重集 A(F&σ)∪B(F&σ)的一个置换.于是,
由对 A(F&σ)和 B(F&σ)的假设可知,该置换还可表示如下: 

t1′,t2′,…,tk′,t[(2−1)k+1]′,t[(2−1)k+2]′,…,t(2k)′,…,t[(M−1)k+1]′,t[(M−1)k+2]′,…,t(Mk)′, 
其中,下标全体组成的集合恰好是[kM].如果对于任意的 i∈[M]和 j∈[k],令 Lij=T[(i−1)k+j]′,则如下的格局公式: 

(L11∨L12∨…∨L1k)∧(L21∨L22∨…∨L2k)∧…∧(LM1∨LM2∨…∨LMk) 
必定属于 S(F&τ).进一步,如果令该格局公式为 f(H),则容易证明,f 是 S(F&σ)和 S(F&τ)之间的双射函数.设多重集 S1= 
{G|G∈S(F&σ)并且 G 的每个子句均包含 1-文字},S2={H|H∈S(F&τ)并且 H 的每个子句均包含 1-文字},显然,对于任

意的 G0∈S1 都有:G0 的每个子句均包含 A(F&σ)中的文字.因此,由双射函数 f 的定义可知,f(G0)的每个子句均包含

A(F&τ)中的文字,即 f(G0)∈S2.进一步,由双射函数 f 是从 S1 到 S2 的单射可知,|S1|≤|S2|.最后,由|S(F&σ)|=(kM)!=|S(F&τ)|
可知,P(σ→F)≤P(τ→F).引理 1 证毕. □ 

设 F 是一个严格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式,σF 是为 F 定义的特殊真值指派.由σF 的定义可知:对于任意的 
真值指派σ∈{0,1}N,都有 ( & ) ( & )| | | |

FF FA Aσ σ≤ .于是,由引理 1 可得如下定理. 

定理 1. 设 F 是一个严格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式,σF 是为 F 定义的特殊真值指派,则对于任意的真值指 
派σ∈{0,1}N,都有 ( ) ( )FF FP Pσ σ→ →≤ . 

定理 1 给出了 ( )F FPσ → 的最大性性质.因此,本小节余下的主要内容将是得到 ( )F FPσ → 的一个渐近表达式.注

意到,F 包含 2Ns 个文字和
2Ns

k
个子句.又注意到,F 的由σF 决定的 1-文字有

2
ds N⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
个,0-文字有

2
ds N⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
个.

因此,可先构造一个特殊随机实验来得到 ( )F FPσ → 的一个定性表达式.假设有编号分别为 1,2,…, 2Ns
k

的
2Ns

k
个 

盒子,其中,每个盒子均包含编号分别为 1,2,…,k 的 k 个格子.如下进行随机实验:首先,按编号的自然顺序将盒子

排序;其次,以概率 0<q<1 进行 2Ns 重伯努利实验,并记实验结果分别为 
X1,X2,…,Xk,Xk+1,Xk+2,…,X2k,…,X2Ns−k+1,X2Ns−k+2,…,X2Ns; 

最后,对于任意的
2Nsi

k
⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦

和 j∈[k],当 X(i−1)k+j=1 时,将第 i 个盒子编号为 j 的格子贴上标签 label-1,否则贴上标

签 label-0.记在实验中每个盒子均包含被贴上标签 label-1 的格子为事件 A,并记标签 label-1 被贴
2
ds N⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
次为

事件 B.由 0<q<1 可知,事件 B 发生的概率 P(B)>0.注意到:对于任意的
2Nsi

k
⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦

和 j∈[k],将第 i 个盒子编号为 j

的格子贴上标签 label-1 可看作在公式的第 i 个子句的第 j 个位置放置 1-文字.因此,由 0<q<1 可知: 
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( & ) 2 2

( )
( & ) 2 2

|{ | 1- } |
(1 )

! !
2 2 ( ) ( | ) ( )

( ) (| |
(1 )

! !
2 2

F

F

F

d ds N s NF

F d ds N s NF

H H S H
q q

d ds N s N
P A B P B A P AP

P B P BS
q q

d ds N s N

σ

σ
σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

→ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∈
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ∩⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦= = =

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

并且 的每个子句均包含 文字

)
 (1) 

由事件 A 和 B 的含义可知: 

 
2

2 2

2
( ) [1 (1 ) ] , ( ) (1 )

2

d dNs s N s N
k k

Ns
P A q P B q qds N

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − = −⎛ ⎞⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (2) 

注意到,可以由 Stirling 近似得到 P(B)的一个渐近表达式.因此,由公式(1)可知,得到 P(B|A)的一个渐近表达式成 
为得到 ( )F FPσ → 渐近表达式的关键.幸运的是,可以使用所谓的Local Limit Law[19]得到P(B|A)的一个渐近表达式. 

为了使用 Local Limit Law,我们从文献[19]中摘录了一个定理作为下面的引理. 

引理 2(large power and Gaussian forms)[19]. 设
0

( ) j
jj

A z a z+∞

=
= ∑ 和

0
( ) j

jj
B z b z+∞

=
= ∑ 是满足以下条件的两 

个解析函数:(1) A(z)和 B(z)在 0 处解析并且系数非负;(2) gcd{j|bj>0}=1;(3) B(0)≠0;(4) A(z)和 B(z)的收敛半径满 

足 1<Rb≤+∞,Rb≤Ra.定义两个常数:
2

2(1) (1) (1) (1), 0
(1) (1) (1) (1)

B B B B
B B B B

μ σ
′ ′′ ′ ′⎡ ⎤

= = + − >⎢ ⎥
⎣ ⎦

.设 N n x nμ= + ,其中,x 属于实数 

域上某个有限区间.如果[zN](A(z)B(z)n)表示 A(z)B(z)n 的 N 次项系数,则: 
2

2
1

2 21 1[ ]( ( ) ( ) ) e 1 ,
(1) (1) 2

x
N n

n z A z B z O n
A B n

σ

σ

− −⎛ ⎞⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟π ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

其中,
1
2O n

−⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

表示存在常数 C>0,使得当 n 足够大时,有
1 1
2 2 .O n Cn

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤  

设 X0=X1+X2+…+Xk≥1,其中,X1,X2,…,Xk 是上述构造的随机实验中的前 k 重伯努利实验结果.对 X0 独立重 

复观测
2Ns

k
次.如果记各次实验结果之和为 X,则: 

 ( | )
2
dP X s N P B A⎡ ⎤⎛ ⎞= + =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (3) 

其中,A 和 B 是公式(1)上方提及的两个事件.接下来,使用引理 2 得到
2
dP X s N⎡ ⎤⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

的一个渐近表达式.为了

能够使用引理 2,令 Y0=X0−1,此时,如果对 Y0 独立重复观测
2Ns

k
次并记各次实验结果之和为 Y,则: 

 2
2 2
d Ns dP Y s N P X s N

k
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (4) 

因此,接下来的工作就是利用引理 2 得到
2

2
d NsP Y s N

k
⎡ ⎤⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

的一个渐近表达式. 

注意到,Y0 的概率生成函数为 1

1

1( ) (1 )
1 (1 )

k
i k i i

k
i

k
f x q q x

iq
− −

=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟− − ⎝ ⎠

∑ .因此,可设 A(z)≡1,B(z)≡f(z).容易看出, 

A(z)和 B(z)满足引理 2 条件.经过计算可得 1
1 (1 )k

kq
q

μ = −
− −

.由 f(x)的系数及文献[20]可知: 

 σ2>0 (5) 
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其中,σ是 k 和 q 的表达式.于是,由引理 2 可知,如果
21

1 (1 )k
kq Ns

q k
⎛ ⎞

−⎜ ⎟− −⎝ ⎠
是正整数,则: 

 

2 2 21 0
1 (1 )

2

2 2 21 1 0
1 (1 ) 1 (1 )

( ) ( )

                                                
(1) (1)

       

k

k k

kq Ns Ns Ns
k kq k

Ns
k

kq Ns kq Ns NsP Y P Y
q k q k k

z A z B z

A B

⎛ ⎞
⎜ ⎟− +⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = = − +⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦=

1
21 2                                         1

2

NsO
kNs

k
σ

−⎡ ⎤⎛ ⎞
⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟π ⎝ ⎠⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (6) 

进一步,如果
2 21

2 1 (1 )k
d Ns kq Nss N

k q k
⎛ ⎞⎛ ⎞+ − = −⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,则由公式(3)、公式(4)以及公式(6),可得 P(B|A)的一个渐 

近表达式如下: 

 
1
21 2( | ) 1

2

NsP B A O
kNs

k
σ

−⎡ ⎤⎛ ⎞
⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟π ⎝ ⎠⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (7) 

综上,由公式(1)、公式(2)以及公式(7)可得如下定理. 
定理 2. 设 F 是一个严格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式,σF 是为 F 定义的特殊真值指派,而 q 是上述构造的随 

机实验中的概率值.如果
2

1 (1 ) 4k
q s d

q s
+

=
− −

,则: 

1
2

2

( )

2 2

2[1 (1 ) ] 1

,
2

2 (1 )
2

F

Ns
k k

F
d ds N s N

Nsq O
k

P
Ns

Ns q qds Nk

σ

σ

−

→
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟− − + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦=

⎛ ⎞
π ⎜ ⎟ −⎛ ⎞⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

其中,N 是 F 的变量个数;
1
22NsO

k

−⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

表示存在常数 C>0,使得当
2Ns

k
足够大时,有

1 1
2 22 2Ns NsO C

k k

− −⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ; 

而σ如公式(5)所示. 
进一步,由 Stirling 近似可得定理 2 的如下推论. 
推论 1. 设 F 是一个严格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式,σF 是为 F 定义的特殊真值指派.如果 2s>d 并且方程 

2
1 (1 ) 4k

q s d
q s

+
=

− −
在(0,1)内存在根 q,则: 

(2 ) 1 (2 ) 11
2

2 2 2

( )
2 1 2 2

2[1 (1 ) ] 1 1 1
2 2

,

2 (1 ) [1 (1)]
F

N s d N s d
Ns

k k

F d ds N s N
Ns

Ns d dq O k
k s s

P

q q o
σ

σ

+ + − +
−

→ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟− − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦=

− +

 

其中, lim (1) 0.
N

o
→+∞

=  

在下一小节,我们将研究严格 d-正则随机(3,2s)-SAT 问题的可满足临界.这意味着 k=3.因此,作为本小节的 
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结束,经过简单计算,给出 k=3 和 2s>d 时方程
2

1 (1 ) 4k
q s d

q s
+

=
− −

在(0,1)内的根 q 如下. 

引理 3. 设 F 是一个严格 d-正则随机(3,2s)-CNF 公式.如果 2s>d,则方程 3
2

1 (1 ) 4
q s d

q s
+

=
− −

在(0,1)内存在唯

一根:
3(2 ) (2 )(10 3 )

.
2(2 )

s d s d s d
q

s d
+ − + −

=
+

 

设 F 是一个严格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式,σF 是为 F 定义的特殊真值指派.显然,定理 1 和推论 1 分别给 
出了 ( )F FPσ → 的最大性性质和一个渐近表达式.这两个结论是下一小节使用一阶矩方法得到严格 d-正则随机 

(3,2s)-SAT 问题在 s 取定时可满足临界值下界的基础. 

2.2   可满足临界 

设 F 是一个严格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式,Ω是 F 的解的个数.由 Markov 不等式可知,P(F 是可满足的)= 
P(Ω≥1)≤E[Ω].于是,当 E[Ω]<<1 时,公式 F 是高概率不可满足的.注意到:如果 lim ln [ ]

N
E Ω

→+∞
= −∞ ,则当 N 足够大

时,E[Ω]<<1.因此,如果 lim ln [ ]
N

E Ω
→+∞

= −∞ ,则当 N足够大时,公式 F是高概率不可满足的.基于这一结论,我们给出 

了下面 3 个引理,并由此得到了严格 d-正则随机(3,2s)-SAT 问题在 s 取定时可满足临界值的一个下界. 

注意到:如果
ln [ ]lim 0

N

E
N
Ω

→+∞
< ,则 lim ln [ ]

N
E Ω

→+∞
= −∞ .因此,先给出下面的关于

ln [ ]lim
N

E
N
Ω

→+∞
的引理. 

引理 4. 设 F 是一个严格 d-正则随机(3,2s)-CNF 公式,Ω是 F 解的个数.如果 2s>d,则 ln [ ]lim ( )≤
Ω

→+∞N

E g d
N

, 

其中, 
4 5 4( ) 1 ln 2 ln(2 ) ln ln(2 ) ln[3(2 ) (2 )(10 3 )]
3 3 2 3 2 3 2

           ln[ (2 ) (2 )(10 3 )], [0,2 2].
2

s s x s x s xg x s x s s s x s x s x s x

xs s x s x s x x s

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + + − + − − − + + − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞− − + + + − ∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

证明:由定理 1 可知, ( )[ ] 2
F

N
FE PσΩ →≤ .于是,由 2s>d、引理 3 和推论 1 可知: 

( ) 3lnln [ ] 2lim lim ln 2 (1 2 )ln 2 ln[1 (1 ) ] ln 1
3 2 2

                          ln 1 ln ln(1 ).
2 2 2 2

F F

N N

PE s d ds q s
N N s

d d d ds s q s q
s

σΩ →

→+∞ →+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = − + − − + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≤

 

进一步,由引理 3 可知,该引理成立. □ 

设 g(x)和 d 如引理 4 所示.如果 g(d)<0,则由引理 4 可知, ln [ ]lim 0
N

E
N
Ω

→+∞
< .因此,需要研究什么条件使得 

g(x)<0.注意到,x∈[0,2s−2].为此,我们研究了 g(x)在 0 处和 2s−2 处的取值情况. 
引理 5. 设 g(x)是引理 4 中定义的函数,则:(1) 当 s≥6 时,g(0)<0;(2) g(2s−2)>0. 

证明:先来证明结论(1).经过计算可得, (0) ln 2 ln(3 5) ln( 1 5)
3
sg s= − − − − + .为此,考虑函数: 

( ) ln 2 ln(3 5) ln( 1 5), [1, ).
3
xh x x x= − − − − + ∈ +∞  

注意到: 

3

2 6
2 2 2

1 1 1 1( ) ln[(3 5)( 1 5) ] ln( 88 40 5) ln( 88 40 2.23) ln1.2 0,
3 3 3 3

(3 5) ( 1 5)(6) ln ln[32( 11 5 5) ] ln[5.6 ( 11 5 2.236) ] 2ln1.008 0.
2

h x

h

′ = − − − + = − − + < − − + × = − <

− − +
= − = − − + < − − + × = − <

 

因此,由 s≥6 可知,结论(1)成立.再来证明结论(2).经过计算可得: 
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8 4 4(2 2) ln 2 1 ln(2 1) ln 1 ln[3(2 1) (2 1)(2 3)] ln[ (2 1)(2 3) (2 1)].
3 3 3
s s sg s s s s s s s s s⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = + − − − − − − − − + − − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

为此,考虑定义在[1,+∞)上的函数: 
8 4 4( ) ln 2 1 ln(2 1) ln 1 ln[3(2 1) (2 1)(2 3)] ln[ (2 1)(2 3) (2 1)].
3 3 3
x x xH x x x x x x x x x⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − − − − − − − + − − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

经过计算和整理可得,
24 (2 1)( ) ln .

3 3 (2 1) (2 1)(2 3)
xH x

x x x x x
−′ =

− − − +
 

注意到, 2(2 1) 3 (2 1) (2 1)(2 3) 2 1( 2 3 ( 1) 2 1) 0.− − − + − + = − + − + − >x x x x x x x x x x x  

又注意到,
3

1 8 1 11 5 5(1) ln ln 0.
3 3 4(3 5)( 1 5)

H +
= = >

− − +
 

于是,由 s≥1 可知,g(2s−2)=H(s)>0,即结论(2)得证.  □ 
设 g(x)是引理 4中定义的函数.由引理 5可知,研究什么条件使得 g(x)<0,还需考虑 g(x)在定义域内的单调性.

为此,有下述引理. 
引理 6. 引理 4 中定义的函数 g(x)在定义域内单调递增. 
证明:经过计算可得: 

(2 )( (2 ) (2 )(10 3 ))1 1 2(2 )( ) ln ln .
2 2(2 )(3(2 ) (2 )(10 3 )) 3 2 (2 )(10 3 )

s x s x s x s x s xg x
s x s x s x s x x s s x s x
+ − + + + − +′ = =
− + − + − − + + −

 

注意到: 

6 (2 )(10 3 ) 6 (2 )(10 3 )2(2 )ln ln 1 0.
2(2 )3 2 (2 )(10 3 ) 3 2 (2 )(10 3 )

s x s x s x s x s x s xs x
s xx s s x s x x s s x s x

⎡ ⎤− − + − − − + −+
= + > >⎢ ⎥

+− + + − − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

因此,g′(x)>0.于是,结论得证.引理 6 证毕.  □ 
现在,根据引理 4~引理 6 并结合一阶矩方法,可得到严格 d-正则随机(3,2s)-SAT 问题在 s 取定时可满足临界

值的一个下界如下. 
定理 3. 设 F 是一个严格 d-正则随机(3,2s)-CNF 公式.如果 s≥6 并且 2s>d,则当 d<d0 并且 N 足够大时,公式

F 是高概率不可满足的,其中,d0 是引理 4 中定义的函数 g(x)在区间(0,2s−2)内的唯一零点. 
注意到,F 是一个严格 d-正则随机(3,2s)-CNF 公式.因此,可以为 F 定义特殊真值指派σF.由σF 的定义可知:

当 2s=d 时,σF 是 F 的解,即 F 是可满足的.因此,在定理 3 中加入了条件 2s>d. 
证明:由引理 5 和引理 6 可知:当 s≥6 时,引理 4 中定义的函数 g(x)在区间(0,2s−2)内存在唯一零点 d0.设Ω 

是 F 解的个数,则由 2s>d、引理 4、引理 6 以及 d<d0 可知, 0
ln [ ]lim ( ) ( ) 0≤

Ω
→+∞

< =
N

E g d g d
N

,从而 lim ln [ ] .
N

E Ω
→+∞

= −∞  

于是,由本小节开始时的讨论可知:当 d<d0 并且 N 足够大时,公式 F 是高概率不可满足的.定理 3 证毕.  □ 
定理 3 的证明给出了唯一零点 d0 的存在性.由函数 g(x)表达式的复杂性可知,不太容易给出 d0 的表达式.

作为替代,表 1 给出了当 s=10,20,…,100 时 d0 的数值解.注意:对于任意取定的 s,求出 d0 的数值解是容易的. 

Table 1  Numerial solutions of the null point d0 when s∈{10,20,…,100} 
表 1  当 s=10,20,…,100 时,唯一零点 d0 的数值解 

s d0 s d0 
10 2.803 7 60 59.682 4 
20 11.831 0 70 72.972 7 
30 22.603 8 80 86.574 7 
40 34.358 5 90 100.437 7 
50 46.775 6 100 114.523 4 

3   模拟实验 

根据定理 3 的条件 d<d0,结合表 1,我们分别选择了 s=20,30,40,50,60;同时,根据条件 N 足够大,我们分别选
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择了 N=165,180,195,210.现在,以 s=30 为例,说明模拟实验如何进行.当 s=30 时,由表 1 可知,d0 的数值解是

22.6038.为此,需分别取 d=0,2,…,22.当 s=30 时,对于任意的 N∈{165,180,195,210}和 d∈{0,2,…,22},我们按照如

下步骤进行一次实验. 
Step 1. 设 k=3,用 SDRRK2S 模型生成 100 个实例. 
Step 2. 使用 Zchaff 求解器[12]分别求解这 100 个实例.记求解器成功求解的实例总数是 n,并记不可满足 
   实例总数是 nu. 
Step 3. 计算 nu/n 并记之为 rs.显然,rs 表示在成功求解实例中不可满足实例所占比例. 
注意到:当 s=30 时,总共需要进行 4×12=48 次实验,而且在各次实验中,三元对(s,N,d)互不相同.为方便讨论,

记此 48 次实验中的任意一个是 E.设 F 是一个严格 d-正则随机(3,2s)-CNF 公式,其中,参数 s,N 以及 d 恰好是实

验 E 中三元对的各相应值,则实验 E 的 100 个实例可看作对公式 F 的 100 次模拟.进一步,实验 E 的 rs 可看作对

F 是不可满足的概率的模拟.这说明,我们的实验是合理的. 
表 2~表 4 分别给出了 s=20,30,40 时的模拟实验结果,其中,11.8310,22.6038,34.3585 分别是 s=20,30,40 时 d0

的数值解.由表 2 可知:当 s=20 时,对于任取的 d<11.8310 和 N∈{165,180,195,210},都有 rs=1.注意到,rs 可看作对

公式是不可满足的概率的模拟.因此,表 2 支持定理 3.同理,表 3 和表 4 也均支持定理 3. 

Table 2  Values of rs when s=20 and d<11.8310 
表 2  当 s=20 并且 d<11.8310 时的 rs 值 

d 0 2 4 6 8 10
N=165 1 1 1 1 1 1 
N=180 1 1 1 1 1 1 
N=195 1 1 1 1 1 1 
N=210 1 1 1 1 1 1 

Table 3  Values of rs when s=30 and d<22.6038 
表 3  当 s=30 并且 d<22.6038 时的 rs 值 

d 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
N=165 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
N=180 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
N=195 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
N=210 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Table 4  Values of rs when s=40 and d<34.3585 
表 4  当 s=40 并且 d<34.3585 时的 rs 值 

d 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 
N=165 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
N=180 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
N=195 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
N=210 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

此外,同表 2~表 4 中各个 rs 均等于 1 一样,当 s=50,60 时,模拟实验结果也均为 rs=1(为节约篇幅,我们没有展

示这些结果).因此,s=50,60 时的模拟实验结果也均支持定理 3.综上,模拟实验结果验证了理论证明所得下界的

正确性. 
注意到:在上述模拟实验中,各个 rs 均等于 1.这说明定理 3 所得下界仍然比较粗糙,需要进一步改进. 

4   结  论 

基于严格正则(k,2s)-CNF 公式,我们提出了每个变量正负出现次数之差的绝对值均为 d 的严格 d-正则

(k,2s)-CNF 公式.我们使用了新提出的 SDRRK2S 模型生成严格 d-正则随机(k,2s)-CNF 公式.初步进行的模拟实

验表明:当整数 5<s<11 取定时,参数 d 不仅与严格 d-正则随机(3,2s)-CNF 公式是否可满足有关,还与求解该类公

式的难度有关.因此,立足于 3-CNF 公式的随机难解实例生成,我们研究了严格 d-正则随机(3,2s)-SAT 问题在 s
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取定时的可满足临界.通过构造一个特殊随机实验以及使用一阶矩方法,我们得到了该可满足临界值的一个下

界.随后进行的模拟实验结果,验证了理论证明所得下界的正确性. 
需要说明的是:从模拟实验结果看,本文所得下界仍然比较粗糙,需要进一步改进.此外,研究讨论该可满足

临界值的上界以确定 SAT-UNSAT 相变点也十分必要.这些工作将为研究参数 d 如何影响公式求解难度以及设

计随机难解实例生成算法奠定基础. 
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