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摘  要: 支撑图(spanner)在无线(自主、传感器)网络拓扑控制中起着重要作用,不但能保证最终的拓扑图链路减

少,保持连通性,而且保证任意一对通信节点之间所需费用是最少可能费用的常数因子倍.针对无线网络拓扑控制问

题,大量支撑图构造算法被提出,以尽可能高效地满足网络设计需要的各种拓扑特性,如局部性、稀疏性、小权值、

有界度及容错性等.对支撑图的研究成果进行了详细讨论,依据支撑图的定义和不同的分类原则给出了支撑图分类,
分析了各种支撑图的典型集中式和局部算法、满足某一或多个拓扑特性的算法,并提出了需要进一步研究的问题.
与无线网络中新出现、更实用的模型结合,寻找更简单、性能更好的算法将是未来支撑图构造算法的主要研究方向. 
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Spanner Construction for Topology Control in Wireless Networks 

ZHANG Xiu-Juan,  YU Ji-Guo 

(School of Information Science and Engineering, Qufu Normal University, Rizhao 276826, China) 

Abstract:  Spanners play important role in topology control of wireless (ad hoc, sensor) networks since they not only decrease the 
number of links and preserve connectivity of the final topology graph but also ensure that the cost between any pair of communication 
nodes is within some constant factor from the shortest possible cost. For topology control of wireless networks, a large number of spanner 
construction algorithms have been presented to efficiently satisfy various kinds of topological characteristics for the network design 
requests, such as locality, sparseness, lightness, small maximum degree, and fault-tolerance. In this comprehensive survey, the taxonomy 
for spanners is given according to the definition and different types of classification methods. For spanner construction, the typical 
centralized and localized algorithms and algorithms possessing one or more topological characteristics are analyzed, and some open 
problems worth of future research are proposed. The further work is to find simpler algorithms with better performance combining with 
novel and more practical models in wireless networks. 
Key words:  wireless network; topology control; spanner; spanning ratio 

无线(自主、传感器)网络在军事和民用领域都具有重要的应用前景.无线网络具有节点能量有限、节点资

源受限、分布性和多跳通信等特点;这些特点决定了拓扑控制在无线网络研究中的重要性和挑战性.用图论模

拟无线网络拓扑结构是很自然的.每个无线节点对应图中的一个顶点,能够直接通信的每对节点由一条边连接,
所得图就是无线网络的通信图.拓扑控制的最初目标是从所有可能的边中选择一个连通子集,使边数目减少而
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所得拓扑上的路由更快、更容易,且能够节约传输能量,从而延长无线网络的寿命.也可以说,拓扑控制的基本任

务是选择通信图 ( , )G V E 的一个子图 ( , ),HH V E 使得 ,HE E⊆ 在保证网络性能的前提下延长无线网络的寿命.文

献[1]首次提到无线网络拓扑控制. 
给定 n 个点的点集 V,如何构造连通这些节点的网络?完全通信图是一个选择,使得每两个节点间都有一条 

边相连,都能直接通信,缺点是边的条数多,为 2( ,2) ( ),C n nΘ= 且由于干扰的存在,实际无线网络中是不可能实现 
任意两个节点都能直接通信的.另一方面,n 个节点连通所需边最少为 n−1 条,可构成生成树形状.但是网络设计

时,不仅要求连通所有节点,而且要求拓扑尽量满足如下特性[2]. 
(1) 规模:定义为网络中边的数目.拓扑控制的一个主要目标是使拓扑简单,更易于维护.拓扑的复杂性主要

取决于边的数目.所得拓扑边的数目最好与节点的数目呈线性关系,这样的网络我们称为稀疏的网络.一般地,
网络连通性和网络稀疏性之间需要加以折中.如果节点丢弃太多链路,网络可能变成分割、不连通,或者节点间

路径变长. 
(2) 连通性:拓扑控制算法的最基本的要求是,输入图 G 连通,输出图 H 也连通.这意味着若 G 中每对传感器

节点{u,v}存在一条从 u 到 v 的路径,则在 H 中也存在一条从 u 到 v 的路径.另外,一些拓扑控制算法要求保证 k-
顶点连通、k-边连通,这意味着移除至少 k 个顶点、k 条边才使图不连通.若 k 太大,图的规模变大,图变得不再稀

疏,因为 n 个顶点的 k-连通图至少需要 / 2kn 条边. 
(3) 权值:定义为所有边上的权值之和.由于网络必须连通所有节点,则通信图的权值最小为最小生成树的

权值.实际网络的权值通常以最小生成树的权值为下界.权值是网络的一个重要衡量指标,通常希望设计的网络

权值较小,即为轻量级(lightness)网络. 
(4) 度:与一个节点直接通信的节点称为它的邻居节点,邻居节点的个数称为这个节点的度.通信图中节点

度的最大值,称为通信图的度.通信图的度有界,意味着规模小;反之不然.若通信图的节点平均度是常数,则图中

边的数目是节点的线性倍. 
(5) 直径:定义为任意两点之间最短路径的最大值.要提高网络传输的质量和速度,通常要求小直径. 
(6) 平面性:通常有效的调度算法要求没有两条边在非顶点处相交.因此,为了使用这些算法,所用拓扑必须

是平面的. 
(7) 对称性:在许多调度协议中,接收者通过确认信息(ACK)确认数据包的接收.这些 ACK 信息必须返回给

发送者.最简单的方式就是沿原始信息相同的路径反向发送 ACK 信息.因此,通信链路通常是双向的,即要求拓

扑图 H 是对称的,是无向图.也有的网络环境是单向通信,拓扑图 H 为有向图. 
(8) 容错性和鲁棒性:容错性和鲁棒性与网络的可靠性有关.一旦网络中某些节点或者边不工作,网络会失

效.容错性通常定义为使网络失效的节点或者边数目,与拓扑图的 k-顶点连通、k-边连通有关.显然,增加 k 使网

络的可靠性更好,即容错性更好,但图有可能变为稠密图,因此最近提出了鲁棒性概念.目前支撑图的容错性和

鲁棒性是研究热点. 
(9) 干扰:当若干节点同时发送消息时,相互之间会产生干扰.接收节点 u 处有高干扰,意味着任何想发送信

息给 u 的节点必须使用更高的传输功率,特别是,一些传输可能由于干扰而变得不可行.因此,拓扑控制算法需要

降低干扰.无线网络中考虑干扰影响的模型主要有两种:协议干扰模型和物理干扰模型.文献[3]给出了协议干扰

模型中显式的干扰定义. 
(10) 局部性:在无线网络中,网络拓扑不可能完全可知,因此集中式算法实际是不可行的,需要根据具体的

网络条件设计分布式构造算法,或者将一些集中式算法转化为分布式执行.又因为每个节点只能感知到它局部

的邻居信息,而不是整个网络的状态信息,此时采用局部的分布式构造算法是最合适的.局部算法的执行过程不

仅是分布式的,而且每个节点只需进行常数步的执行就能结束算法. 
上述拓扑特性通常不能同时都得到满足,有的特性相互之间是有矛盾的.例如,如果网络要求常数度,小直

径要求可能无法满足;边很少或度有限的图没有高容错性.所以无线网络拓扑控制问题通常是上述网络特性需

求的权衡,可以看作多目标优化问题.针对大规模、复杂的实际网络,合适的仿真工具进行仿真测试能够很好地
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帮助设计无线网络[4]. 
给定通信图 ( , )G V E ,拓扑控制时移除一些通信链路后,可能使 G 中某些节点对间的最短路径变长,网络的

直径变大,若所得拓扑图 H 中所有节点对间的最短路径,与原通信图中相应节点对间最短路径相比,前者不大于

后者的 t 倍,则 H 称为 G 的 t-支撑图,其中实数 t≥1,称为支撑比(stretch factor,spanning ratio).也可以说,图 H 里

的最短路径长度近似等于图 G 的最短路径长度,参数 t 代表近似比率.通常 t 取拓扑图 H 中任意节点对间的最

短路径上的总费用与相应节点对直接通信时费用之比值的最大值,本文与大多数文献一样采用此观点.本文主

要探讨支撑图用作无线网络拓扑图的情形,在此前提下,支撑图的基础图 G 是通信图,两节点之间能够直接传递

消息才有边连接. 
1986 年,Chew 在文献[5]中首次研究了支撑图问题.他的主要贡献在于,对给定完全图 G 的点集进行 L1 度量

的 Delaunay 三角剖分,得到生成子图 H,证明了 H 中任意两点之间的最短路径至多为这两点之间欧氏距离的

10 倍,其中两点之间的 L1 距离定义为两节点 x 坐标差的绝对值加上 y 坐标差的绝对值.Chew 将研究结果应用

于运动规划,试图找到障碍物间最短路径的合理近似.但 Chew 并没有给出支撑图概念,Peleg 和 Schäffer 在文献

[6]中以及 Peleg 和 Ullman 在文献[7]中最早明确给出支撑图这一概念. 
大量文献提出了在几何图中构造各种性能的 t-支撑图的方法[8−10].在几何背景下意味着赋权图 ( , )G V E 顶

点集是由属于欧氏空间中的点组成,边集是由连接两个点的线段组成,边的长度按照欧氏距离来度量.支撑图 H
是图 G 的生成子图,在图 H 里存在一条 x 到 y 的路径,这条路径上所有边的欧氏距离之和不大于 ( , )d x y 的 t 倍,
其中 ( , )d x y 表示 x 和 y 之间的欧氏距离,通常假设 G 为完全图,所得支撑图通常称为几何支撑图.Levcopoulos

和 Lingas 在文献[11]中首先给出了几何背景下的支撑图概念.此后几何支撑图诸方面都有大量研究. 
支撑图有着广泛应用,除了可用于拓扑控制外,还可用于如下几个方面. 
(1) 支撑图用于设计旅行售货商等问题的近似算法.旅行售货商问题指的是一个售货商想去几个城市推销

商品[12],他希望从所在城市出发后,在其旅途中恰好路过他所要去的每个城市 1 次,最后返回出发地,希望找到最

优路线,使得所走的路线总长度最短.旅行售货商问题为图论中的一个经典问题,是 NP 难的.文献[13]证明了给

定 ( )O n 条边、 ( ( ))O wt MST 权值的 t-支撑图,可以在 ( log )O n n 时间内给出旅行售货商问题的 t 近似算法. 

(2) 支撑图用于压缩路由(compact routing)[14].在网络通信中路由至关重要,对于 n 个设备的网络,如果每个

路由表的最大内存量随着节点数目 n 的增大是异步地、缓慢地增长的,则称路由模式是压缩的.也就是说,压缩

路由倾向于在路由表规模和路径长度之间获得尽可能优化的平衡.支撑图的支撑比可以用来衡量路由的效率,
反映了当前路由与可能最好的路由相比的近似率.支撑比与路由表大小之间的关系已被广泛研究,实际上,这是

推动支撑图发展的原因之一. 
(3) 支撑图用于度量空间搜索[15].度量空间搜索是通过距离函数进行向量之间相似性搜索的问题,在包括

模式识别、多媒体数据库、图像检索等众多领域有着广泛需求.通常,搜索算法时间开销很大,一种可行的方法

是计算每两个对象的距离并存储起来,这样会提高时间效率,但需要大量额外的存储空间.可以采用支撑图作为

稀疏数据结构来减少存储. 
(4) 支撑图用于线性系统.如果输出相对于输入是线性关系,那么这个系统就是线性系统,或者是指能抽象

成线性系统数学模型的系统.文献[16]用支撑图思想抽象线性系统的输入,得到比较好的近似结果,主要使用的

是支撑树(森林). 
(5) 支撑图甚至可以用于生物科学中蛋白质的可视化(protein visualization)[17],抽象出蛋白质的骨干结构,

简化蛋白质折叠轨迹的全部或部分可视化过程. 
本文主要讨论支撑图在无线网络拓扑控制中的应用.支撑图在无线网络拓扑控制中起着重要的作用,因为

支撑图不仅保持了原网络通信图的连通性,而且每一对节点间距离都是原通信图中最短距离的常数因子倍.更
好的是,支撑图中只有线性数目条边,但这也可以构造满足其他拓扑需求.无线网络拓扑控制时,保持拓扑图有

一定的支撑性,有助于更好地设计路由协议、减少能量消耗、减小网络延迟,从而延长网络寿命.若想充分理解

无线网络拓扑控制和支撑图之间紧密的联系,参见文献[18]. 
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文献[19]首次在无线网络拓扑控制中引入支撑图,文中研究的是单位圆盘图(unit disk graph,简称 UDG)的
支撑图,分析了 UDG 的常见子图的能量支撑比,如 RNG(relative neighborhood graph)为 n−1,GG(Gabriel graph)
为 1,YG(Yao graph)为 O(1),给出了常数节点度,常数能量支撑比的支撑图构造算法.RNG 等邻近图在支撑图研

究中经常使用.RNG,GG 可用于路由算法的拓扑构造,但它们最坏情形下的距离支撑比也很大.在无线网络背景

下,研究的通常是 UDG 的支撑图.文献[20]给出的算法,能将所有(1+ε)-距离支撑图转换为 UDG 下的(1+ε)-支 
撑图. 

与以往工作不同,本文关注的大多数算法所构造的支撑图,都是相应通信图的生成子图.也就是说,构造的

这些支撑图的基础图是通信图,而不是通常意义下的几何图.在无线网络拓扑控制中使用支撑图,要结合需求设

计合适的构造算法.首先,无线(ad hoc,传感器)网络通常节点众多,集中式算法通常需要掌握网络全局信息,而在

网络规模较大的情况下获取全局信息将会消耗大量能量,不适用于资源受限的无线(ad hoc,传感器)网络.而在

分布式,特别是局部化算法中,每个节点根据周围的局部信息,分布式并行地进行运算.因此局部算法不仅能够

提高效率、节省能量,而且能够灵活适应网络拓扑的动态变化,更加适用于大规模、自组织的无线网络.当然,支
撑图的集中式算法给了局部算法很多借鉴之处.其次,无线网络拓扑控制中使用的支撑图算法应该更好地考虑

如上所述的稀疏性、有界度、小权值等拓扑特性;无线网络的这些需求也是近年来计算几何和图论领域支撑图

理论发展的推动力;反之,计算几何和图论领域支撑图理论的发展也必定会推动无线网络中支撑图构造算法的

发展.第三,能量消耗始终是无线网络节点通信重点关注的问题,因为节点通常只有有限电池供电或者难以更换

能源,拓扑时会直接考虑保留能耗最小的路径,这就涉及到能量支撑图或者跳数支撑图(消息转发经过的节点

少)的设计.最后,无线网络模型也在发展之中,如最近广泛研究的物理干扰模型,总结和分析原有的基于图的模

型下没有考虑干扰、或者在协议干扰模型下提出的无线网络支撑图算法能够更好地在物理干扰模型下设计支

撑图算法. 
已有工作[8−10]大都侧重探讨几何支撑图,与它们相比,本文更侧重在无线网络环境下来讨论支撑图构造算

法,构造的支撑图是通信图的生成子图,而不是一般几何图.本文中支撑图的分类、支撑图构造算法的分类也更

全面,且对重要算法的性能进行了详细比较和分析. 
本文第 1 节给出支撑图及相关的定义,并对支撑图进行详细分类.第 2 节归纳和比较近年来各种权值的无

向支撑图在无线网络中的构造算法,主要讨论的是距离(几何)支撑图,着重比较和分析局部算法的性能.第 3 节

考察有向支撑图构造算法,构造有向支撑图挑战性更大,但因为无线网络中节点的传输功率可能不一致,因此讨

论有向支撑图很有必要.第 4 节依次讨论满足特定拓扑特性的支撑图构造算法.第 5 节总结全文,并展望下一步

的研究工作. 

1   网络模型及支撑图相关定义 

1.1   网络模型 

定义 1(通信图). 给定一个无线网络用图 ( , )G V E= 表示,其中,V代表传感器节点集,如果当且仅当传感器节

点 u 和 v 能够相互直接通信时,边 ( , ) ,uve u v E= ∈ 那么,G 称为无线网络的通信图, uve 称为通信图中的一条边,或

称为一个链接. 
确定一个给定的节点 u 能够同另一个节点 v 进行通信的典型规则是,在 v 处接收的信号与噪声之比

SNR(signal-to-noise ratio)必须大于或等于一个给定的门限值ϕ.假设采用确定的路径损耗传播模型,在发送节点 

和接收节点处满足全向天线,两个节点是连通的,当且仅当它们之间的距离 r 满足条件 ( )1/2 ,c tr r p
α

ϕσ< = 其中

tp 为发送功率, 2σ 为附加的噪声功率(本文中两节点连通条件考虑了噪声功率 2σ ), α 为路径损耗指数,在 2~6
之间取值,距离 cr 通常称作传输范围.如果每个节点的传输功率相同,则所有节点的传输范围相同,相应的图模型 

称为 UDG[21],如图 1(a)所示.如果每个节点的传输功率不同,则所有节点的传输范围不同,相应的图模型称为圆

盘图 DG(disk graph),如图 1(b)所示.可推广至三维空间,三维空间中所有节点的传输范围相同的图模型称为
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UBG(unit ball graph),节点的传输范围不同的图模型称为 BG(ball graph).当然还有其他变形,如拟单位圆盘图

QUDG(quasi UDG)等. 

           
(a) 单位圆盘图                                 (b) 圆盘图 

Fig.1  UDG and DG 
图 1  单位圆盘图和圆盘图 

当发送端给其传输范围内的接收端发送信息时,因为信号传输之间存在干扰,接收端有可能无法成功接收

信息 .根据干扰的影响特性 ,常用的干扰模型分为两种 ,一种是协议干扰模型 ,另一种是物理干扰模型 SINR 
(signal to interference-plus-noise ratio)[22].协议干扰模型可以理解为基于图的干扰模型,考虑的是成对的链路之

间的干扰关系.在协议干扰模型中,节点 v 可以成功解码来自节点 u 的传输,当且仅当在接收者 v 的干扰范围内

(通常大于传输范围)没有其他同时正在进行传输的链路.即协议干扰模型是一种二元干扰模型,两条链路之间

要么互相干扰,要么不互相干扰.在构建干扰最优的拓扑结构时,可以采用文献[3]中给出的基于链路和基于节点

的两种显式干扰定义.物理干扰模型考虑的是累加干扰,即使一条很远处的链路的传输也可能影响正在进行传

输的链路成功通信.在物理干扰模型中,节点 u 和 v 之间的通信成功,当且仅当在 v 处接收的信号与干扰噪声比

超过某个门限值,这个门限值依赖于信道的特征.因此物理干扰模型更实际,但更复杂. 

1.2   支撑图定义及分类 

通信图通常是连通的,一般为赋权图.从节点 u到节点 v的费用函数 ( , )cost u v 可以是两节点之间的欧氏距离

( , ),d u v 此时的通信图为几何图;从节点 u 到节点 v 的费用函数 ( , )cost u v 可以是节点 u 向节点 v 发送消息时所 

消耗的能量 ( , ) ,d u v α α 为路径损耗指数;从节点 u 到节点 v 的费用函数 ( , )cost u v 也可以表示为节点之间的跳数
0( , ) ,d u v 值为 1. 

定义 2(t-支撑图(t-spanner)). 给定连通图 ( , ),G V E= 在 G 的生成子图 ( , )HH V E= 中,令 ( , )Hcost u v 表示 H
中从节点 u 到节点 v 可能路径的最小费用函数.若对于 V 中任意节点对 u,v,满足 ( , ) ( , ),H Gt u v tc osts c uo v⋅≤ 实数

1t≥ ,则称 H 为 G 的 t-支撑图,称 t 为支撑比(stretch factor 或 spanning ratio),称 u,v 间满足上述条件的路径为 t-
支撑图路径.在计算几何背景下,连通图 G 可能是完全图;在无线网络背景下,连通图 G 是通信图,此时 ( , )cost u v

代表从节点 u 到节点 v 假设能直接通信时的费用函数,而节点 u 和节点 v 之间可能因为超出彼此的传输范围没

有边存在. 
若 ( , ) ( , ),t u v ds uc vo = 则 t 称为距离支撑比,H 称为距离支撑图或称为几何支撑图,图 2 依次给出同一节点集

合的 UDG 图和此 UDG 图的 3 个不同距离支撑比的支撑图;若 ( , ) ( , ) ,t u v dc uo vs α= 则 t 称为能量支撑比,H 称为

能量支撑图;若 0( , ) ( , ) ,t u v d uc vos = 则 t 是跳数支撑比,H 称为跳数支撑图.t 有时记为 1+ε,其中,ε>0,有大量文献构 
造了(1+ε)-支撑图. 

通信图通常为无向图,相应的支撑图也为无向支撑图.如果通信图为有向图,则相应的支撑图也为有向支撑

图,原图和支撑图都是强连通图. 
距离支撑图中有弱支撑图和强支撑图两种变形 .如果 ( , )HH V E= 中任意一对节点间在以 u 为圆心 ,以

( , )t d u v⋅ 为直径的圆盘内都有路径相连,则 H 称为 G 的弱 t-支撑图,如图 3 所示.如果 ( , )HH V E= 中任意节点对

u 和 v 满足 ( , ) ( , ),Ht u v tc t uos cos v⋅≤ 其中 ( , ) ( , ),t u v ds uc vo = 且 u 和 v 最短路径上所有边的长度都不大于 ( , ),d u v

则 H 称为 G 的强 t-支撑图. 
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强支撑图性质.如果 H 是完全几何图的平面强支撑图,那么 H∩UDG 就是相应 UDG 的平面支撑图[23]. 

         
(a) UDG                        (b) 1.3-Spanner 

         
(c) 1.5-Spanner                    (d) 10-Spanner 

Fig.2  UDG and corresponding three different distance stretch factor spanners 
图 2  UDG 与相应 3 个不同距离支撑比的支撑图 

若 ( , ) ( , ) ,Hcos ct u v s uo t v c+≤ 则 H 称为 G 的加性 c-支撑图[24](additive stretch factor),c 称为加性支撑比. 
若 ( , ) ( , ) ,Ht u v c t u v dcos cos⋅ +≤ 则 H 称为 G 的 ( , )c d 支撑图[24]. 

如上所述,我们给出支撑图的如下分类:按照支撑比在形式上的变形,支撑图可分为比值支撑比支撑图、加

性支撑比支撑图以及 ( , )c d 支撑图;按照费用函数 ( , )cost u v 的不同,可以分为距离支撑图、能量支撑图以及跳数

支撑图;根据原始通信图中的边是否有方向,可以分别构造无向支撑图、有向支撑图;还可以构造考虑干扰的支

撑图;距离支撑图中还有弱支撑图和强支撑图的变形.支撑图的分类如图 4 所示.  
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Fig.3  Weak distance spanner 
图 3  弱距离支撑图 

Fig.4  Taxonomy of spanners 
图 4  支撑图分类 
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1.3   常见邻近图及与支撑图的关系 

邻近图定义为一个包含点集 V 和边集 E 的图,有向边(u,v)属于该图当且仅当点 v 位于点 u 的邻域内,这个

邻域是在事先定义的邻近度量方法下产生的[25].下面给出常见邻近图的定义. 
MST(minimum spanning tree):满足所有边的费用之和最小的生成树. 
RNG(relative neighborhood graph):对 , ,u v V∀ ∈ 若边 ( , )u v ∈ RNG,则不存在点 w,使得 max{ ( , ), ( , )}d u w d v w <  

( , ).d u v  

GG(Gabriel graph):对 , ,u v V∀ ∈ 如果边 ( , )u v ∈ GG,则不存在点 w,使得 2 2 2( , ) ( , ) ( , ).d u w d v w d u v+ <  
DTG(Delaunay triangulation graph):如果三角形∆uvw∈DTG,则这 3 个顶点的外接圆内不含任何其他点(G至

少有不共线 3 点). 
YG(Yao graph):以 u 为中心引 n 条射线将平面等分为 k 个锥形域,在每个锥形域内如果有其他点,则选择距

离 u 最近的某点 v,使有向边(u,v)∈YG,此时的 YG 用 YG 表示;如果加入的是反向边(v,u),则称为 reverse YG,用 YG
表示;如果同时加入两方向的边,则称为 YG.通常 k≥6. 

θ图:θ图与 YG 非常类似,不同之处只在于不是连接到每个锥形域中最近的节点,而是连接到每个锥形域轴

线投影距离最短的节点[26]. 
邻近图的图例如图 5 所示,邻近图的性质及与支撑图的关系见表 1.  

Table 1  Properties of the proximity graph 
表 1  邻近图的性质 

       
(a) MST                            (b) GG 

          
(c) RNG                       (d) DTG                          (e) YG 

Fig.5  The proximity graph based UDG 
图 5  基于 UDG 的邻近图图例 

图的种类 连通性 平面性 稀疏性 最大节点度 距离支撑比 能量支撑比 是否支撑图 
MST 是 是 是 6 n−1 n−1 否 
GG 是 是 是 n−1 1n −  1 否 

RNG 是 是 是 n−1 n−1 n−1 否 
YG 弱 否 是 n−1 参见第 2.1.2 节 1/(1−2sin(π/k))α 

是 
θ 图 弱 否 是 n−1 参见第 2.1.2 节 1/(1−2sin(π/k))α 是 
DTG 是 是 是 n−1 ≈1.5932≤t≤2.418 1 是 
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2   无向支撑图构造算法 

支撑图的类型有很多,支撑图构造算法更加复杂,计算有最少边的 t-支撑图是 NP 难的[27,28],即使计算有最

小支撑比的生成树也是一个 NP 难问题[29].过去二三十年,有大量文献给出了不同的支撑图构造算法.根据网络

拓扑是否预知,我们把支撑图的构造算法分为两大类,如图 6 所示.集中式算法为无线网络中支撑图的构造提供

了很多思路.但无线网络本身就是一个分布式系统,所以分布式算法更适用于无线网络,特别是局部算法.本节

我们主要按照此分类标准把支撑图的构造算法梳理一下,主要讨论距离支撑图的构造算法. 

2.1   距离支撑图 

2.1.1   集中式算法 
距离支撑图的集中式构造算法主要有 3 种,一是贪心构造算法,二是基于邻近图的构造算法,三是良分离成

对分解(well-separated pair decomposition,简称 WSPD)构造算法,后一种在无线网络中很少使用.下面我们主要

讨论前两种算法. 
spanner
构造算法

集中式算法
非集中式

算法

分布式算法 局部算法

基于邻近图
算法

贪心算法

LDel YG

基于邻近图

算法
贪心算法

DTG 其他

WPSD

 
Fig.6  Taxonomy of spanner construction algorithm 

图 6  支撑图构造算法分类 
1.贪心算法 
使用贪心算法构造不同类型的 t-支撑图,从节点 u 到节点 v 的费用函数 ( , ),cost u v 或为 1 代表跳数,或是两

节点之间欧氏距离,或是从一个节点发送消息到另一个节点所需能量 ( , ).cost u v  

由于依据连通图 G 的点集 V 和边集 E 才能计算出所需权值,所以贪心算法的输入有连通图 G 和支撑比 t.
贪心算法 PathGreedy 是由最小生成树的 Kruscal 算法推广而来的,构造不同类型权值的 t-支撑图的过程如下所

示:首先计算连通图 G 中每条边的权值,所有的边按照权值非递减排列.初始化 G 的生成子图 ( , ),HH V E= 其

中, HE 初始化为空集.算法依次处理所有边,对于每条不在 HE 中的边 ( , ) ,u v E∈ PathGreedy 算法检查在临时图 H
中的 ( , )Hco t u vs 与 ( , )ostc u v 的比值,如果比 t 大,边就添加到集合 HE 中.可以证明,由 PathGreedy 构造的结果拓扑

是相应度量的 t-支撑图. 
下面给出构造距离、能量、跳数支撑图的贪心构造算法[30]. 
算法 1. PathGreedy. 
输入:图 ( , ),G V E 支撑比 t(t≥1); 
输出:t-支撑图 ( , ).HH V E  
1: FOR 每条边 ( , )u v DO 
2:  计算边上的费用函数 ( , )ostc u v //可能为从节点 u 到节点 v 的距离,能量或者为 1(跳数) 

3: ENDFOR 
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4:按照费用函数 ( , )ostc u v 非递减排序 
5: ( , ),HH V E= ,HE = ∅ 另设 TE E=  
6: WHILE TE ≠ ∅  DO 
7:   ( , ) ( , ) Tu v u v E← ∈ 且拥有最小费用函数 
8:  IF ( , ) ( , )Ht u v t t vco cos us > ⋅  
9:  THEN {( , )}H HE E u v= ∪  
10:     / ( , )TE u v // ( , )u v 处理结束,从临时边集 TE 中去掉 

11: ENDWHILE 
PathGreedy 算法中如果边以另一种顺序依次计算,就可以得到另一个拓扑.这种算法不能局部实现,因为它

基于所有链路排序. 
文献[30]中首先给出支撑图的贪心算法.贪心算法构造的 t-支撑图有许多很好的性质,如每个节点的度有常

数界(这样的支撑图只有线性数目的边)[31],并且贪心算法构造的支撑图的权值是同样节点集的 MST 权值的

O(logn)倍[32],当原图为平面图时权值为 1+O(1/t).但贪心算法执行时间复杂度为 O(n3logn),因为图中节点对的数

目是 O(n2),每一对节点使用 Dijkstra 算法计算最短路径时间为 O(nlogn).文献[33]改进了贪心算法,时间复杂度

改进为 O(n2logn).当原图 G中节点限定在固定维数空间,边的距离采用欧氏距离时,贪心算法构造的支撑图是相

应节点的 MST 权值的 O(1)倍,边数为 O(n)[34]. 
2.基于邻近图的算法 
DTG 是支撑图,它的支撑比有上下界.令 DT(V)表示节点集合 V 的 DTG,令 VOR(V)表示节点集合 V 的

Voronoi 图.众所周知,DT(V)和 VOR(V)是相互对偶的.给定两个点 x 和 y (x∈V,y∈V),可按照下面方法在 DT(V)内
构造一条从 x 到 y 的路径,如图 7 中粗线所示.为了简化阐述,假定 x 和 y 在同一水平线上,且 x 在 y 的左边,x,y
节点间连一直线,依次与节点 x, 1p , 2p , 3p ,…, ,kp y 的 Voronoi 区域相交,记 path(x,y)=xp1p2p3…pky 我们称 path(x, 
y)为一个 Voronoi 图路径,由 DT(V)中的边组成. ( , )path x y 路径长度之和与节点 x,y 间欧氏距离的比值在一定范

围内.若 x,y 不在一条水平线上,可以进行转化,因此 DTG 就是一个支撑图.文献[26]给出的 DTG 支撑比上界是 

4 3 π 2.418.
9

≈ 最近,文献[35]证明了更紧密的上界为 1.998;文献[5]中猜想下界为
π
2

,文献[36]给出了下界为

1.584 6 的证明.最近,文献[37]给出了更紧的下界为 1.593 2,是大于
π
2
的.Voronoi 图可以使用分治法在 O(nlogn) 

时间内构造,它的对偶图 DTG 也可在 O(nlogn)内得到. 

 
Fig.7  DTG and spanner 
图 7  DTG 与支撑图 

根据强支撑图性质,用构造完全几何图的平面强支撑图的方法,也能构造相应 UDG 的平面支撑图.Bose 等 

人在文献[38]中首次证明可以构造一个完全几何图的强的平面支撑图,DTG 是一个强
4π 3

9
支撑图.他们将 

Keil 和 Gutwin 在文献[26]中的证明方法推广,证明了 DTG 确实是一个强的支撑图.这意味着 UDG 和 DTG 的交 
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集是 UDG 的平面支撑图. 
DTG 中三角形 uvwΔ 的外接圆 ( , , ),disk u v w 不会包括 DTG 中其他节点,这称为 DTG 的空圆性质.空圆性质

是证明 DTG 支撑比上下界的关键性质.可以将空圆性质定义为三角形每条边的一侧都有一个空的区域,这称为

空邻域性质.当依据空邻域性质定义图中的边时,这个几何图就是一个邻近图.如 RNG 中边 ( , )u v 在分别以 u,v
为圆心、|uv|为半径的两圆相交部分不会有其他顶点,GG 中边 ( , )u v 在以线段 uv 中点为圆心、|uv|为直径的圆

内无其他节点.RNG,GG 等邻近图支撑比的范围见表 1.Bose 等人在文献[39]中给出了更多邻近图的支撑比上 
下界. 

最近,文献[40]再次研究了 Chew 在文献[5]中研究过的 L1 度量 Delaunay 三角剖分构建的支撑图之支撑比, 

给出了更紧密的上界为 4 2 2 2.61+ ≈ ;并且证明了 L∞ 度量的 Delaunay 三角剖分的上界也是 4 2 2 .+  

2.1.2   局部算法 
在实际网络中,网络拓扑不可能完全可知,为此,集中式算法实际上是不可行的,需要根据具体的网络条件

设计支撑图的分布式构造算法.如果该支撑图的分布式算法同时还是局部化(localized)的,则每个节点仅需根据

邻居节点的信息就可以做出判断是否加入支撑图.这时的网络通信主要集中在各节点及其邻居节点之间的局

部小范围内,有利于降低网络通信负荷,减少数据传输能量消耗.考虑到无线(ad hoc,传感器)网络规模巨大,而且

网络拓扑结构会动态变化,因此分布式且局部化的算法比集中式算法更有利于网络扩展,灵活性更高. 
局部算法是指只运行常数同步通信轮,算法中通信的跳数是一个常数,与网络中节点个数无关的分布式算

法.其中通信轮定义为从发送一个消息到在接收端完整地处理完消息为止的一个时间段.换句话说,局部算法

中,一个节点的输出是这个节点的常数半径范围内可用的邻居节点,即每个节点的状态仅依赖于它的 k-跳邻居

信息,与整个网络拓扑无关.对于任意一个正整数 k,k 称为局部算法的局部界(local horizon),对应着 k-局部算法.
令 ( )kN v ={w|从 v 到 w 存在一条跳数不超过 k 的路}.在局部环境中,计算 ( )kN v 比计算 1( )kN v− 代价要大,因此,

应尽可能地设计 k 比较小的 k-局部算法. 
1.YG 和θ图 
YG 和θ图是以几何角度、距离同时作为约束条件的邻近图结构,适合用局部算法构建.YG 构造中,如果中

心节点有两个或者更多的最近邻居,可以任选一个邻居节点连接边或向所有的最近邻居节点连接边.最初的文

献[41]使用前一个策略. 
为了局部的计算 YG,每个节点 u V∈ 必须将其位置广播给所有的邻居.对于节点 u 接收的每条消息,计算发

送节点 v 所在锥 i.然后,将 u 和 v 之间距离与 u 和这个锥中目前为止发现的最近邻居 [ ]un i 的距离进行比较.如果

算法结束后, [ ] ,un i v= 则〈u,v〉表示节点 u 在锥 i 中选择的有向边.算法的伪代码如下. 

算法 2. Yao graph. 
输入:图 ( , ),G V E 6;c≥  
输出: ( , ).c HYG V E  
对于每个节点 ,u V∈  
1: 初始化 [] ,un = ∅ 令其记录 u 在每个锥形域中的邻接点 

2: 广播其位置信息 
3: FOR 每个接收到的消息(假设发送节点为 v ) DO 
4:  i←v 所在的锥形域编号 
5:  IF [ ]un i = ∅ 或 ( , [ ])ud u n i > ( , )d u v // ( , )d u v 记录 uv 间距离 
6:  THEN [ ]un i v←  

7: ENDFOR 
 算法的时间复杂度为 O(nlogn),每个节点处理时只需关注它的邻居节点,因此算法可以分布式地、局部地执

行.上述算法产生的 YG 不是对称的,如图 8(a)所示.图中所有节点的传输范围都相同,记为 rc;其中,c=8. YG 中从 u
到 v 有弧并不意味着从 v 到 u 有弧. YG 甚至只是弱连通的,即并不能保证任何节点对之间都有强连通路径. YG  
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最大的节点入度为 n−1.如果没有两个节点到其他节点的距离一样,或者说当中心节点有两个或者更多的最近

邻居时,选其中一个节点连接边,则 YG 的出度是有界的.将上述算法得到的 YG 每条弧去掉方向,就得到双向 YG
又叫无向 YG,如图 8(b)所示.YG 是连通的,但不一定可平面.因为 IEEE 802.11 标准采用双向通信链路,所以通常

使用无向 YG,本文中 YG 一般指无向 YG.当 6c≥ 时,YG 中给定节点对(x,y),每次取端点与 y 在同一锥形域中的

边.按照此策略取到的路径记为 1 2 3( , ) ... ,kpath x y xp p p p y= 则 ( , )path x y 路径长度之和与节点 x,y 间欧氏距离的比

值小于等于1 (1 2sin(π / ))c− 证明参见文献[19].文献[42]给出了常数距离支撑比和有界节点度的 YG 构造支撑 

图方法.显然, 2YG 和 3YG 都不是支撑图,在文献[43]中, 4YG 被证明是支撑比为 8 2(29 23 2)+ 的支撑图.最近,在

文献 [44]中证明了 6YG 的支撑比为 5.8,对于 7c≥ 的 ,cYG 文献 [43]给出的支撑比为 1 2 2cos(2π / ) /c+ −  
(2cos(2π / ) 1),c − 文献[44]针对 5,c≥ 且 c 为奇数的情况,给出的支撑比更准确,为1 (1 2sin(3π / 4 )).c−  

θ图与 YG 有类似的性质.很长一段时间,对于 6c > 的 cYG 和 cθ 图(其中, 2π / cθ = )给出的距离支撑比为

1 / (1 2sin(π / )),c− 能量支撑比为 1 (1 2sin(π / )) .c α− 最近的研究结果证明, 2θ 和 3θ 不是支撑图, 4θ 和 5θ 分别在文

献[45,46]证明是支撑图,对于 c>5 的情形,令 k≥1 为整数,当 c=4k+2 时,支撑比为1 2sin( / 2)θ+ [47],当 c=4k+3 或

4k+5 时,支撑比为 cos( / 4) (cos( / 2) sin(3 / 4)),θ θ θ− 当 c=4k+4 时,支撑比为 [48]1 2sin( / 2) (cos( / 2) sin( / 2)) .θ θ θ+ −  

   
(a)                                                   (b) 

Fig.8  Directed graph 8YG  and corresponding undirected graph YG8 

图 8  有向图 8YG 和无向图 YG8 
2.LDel 

大量文献在 DTG 的基础上,使用局部算法构造 UDG 的支撑图.令 UDel(unit Delaunay triangulation)为 UDG
和 DTG 的交集,由强支撑图性质,则 UDel 是 UDG 的支撑图,支撑比上下界与 DTG 一样.Gao 等人提出了一种局

部算法[49],构造受限 DTG 图 RDG(restricted Delaunay graph),这个平面图是 UDel 的母图(supergraph),显然是支

撑图.在 RDG 中,每个节点 u 有边的集合 ( ).E u ( )E u 中的边满足:(1) 每条边最大为一个长度单位;(2) 边是对称

的,即 ( )uve E u∈ 当且仅当 ( );vue E u∈ (3) 得到的图是平面的;(4) 所有长度最大为 1 的 DTG 边保证在 ( )E u 的并

集中.该局部算法中每个节点只需运行常数通信轮,算法的消息复杂度是 2( ).O n  
在文献 [50]中 ,Li 等人定义一个 k-局部 DTG 三角形Δuvw,Δuvw 的外接圆 ( , , )disk u v w 不包含 ( ),kN u  

( ), ( )k kN v N w 的节点,其中 ( )kN u 表示节点 u 的 k 跳内邻居,并且Δuvw 所有边的长度都不超过单位长度.由 k-局部

DTG 三角形构成的 k-局部 DTG,用 LDel(k)(k-hops localized Delaunay graph)表示,图中包含所有长度最大为 1 的

GG 边和所有 k-局部 DTG 三角形的边.Li 等人证明,如果 k≥2,LDel(k)是 UDel 的母图,并且是平面的.LDel(1)是
非平面的 ,可通过移除 LDel(1)中交叉的边 (属于 LDel(1)但不属于 LDel(2)的边 ),构造平面支撑图 ,记为

PLDel(planarize LDel).注意,PLDel 是 LDel(1)的子图,是 LDel(2)的母图,也是 UDG 的支撑图. 
在文献[50]中,Li 等人提出了一种 3-局部算法来计算 PLDel,算法的消息复杂度为 O(n).如果假定发送每个

节点 ID 花费最多一个消息,则 O(n)的常数最大为 49.他们的算法需要 4 个通信轮.Araujo 等人通过提出一种快

速 2-局部算法来计算 PLDel[51],改进了 Li 等人的工作.他们的算法仅需要 1 个通信轮,且消息复杂度可以改进到 
11n.Bose 等人的 2-局部算法需要 1 个通信轮[52],且消息复杂度可以改进到 5n.文献[53]也进行了相应的改进 
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工作. 

Wang 和 Li 给出了 3-局部算法构造 UDG 的平面支撑图[54],给出的支撑图节点度有界,最大为 23.算法的消

息复杂度为 O(n).Kanj 等人给出 2(8 / π)( 1)λ⎢ ⎥+⎣ ⎦ -局部算法[55],可以构造度为Δ的 UDG 的平面支撑图,其中,Δ≥
14,λ>2.这两种算法都以 LDel(2)算法为基础.文献[56]给出的 LDel(2)构造算法,消息复杂度为 O(n),其中 O(n)的
常数可能是几百,通信开销较大. 

UDel 的另一个子图 PDT(partial delaunay triangulation)最近也被证明满足支撑特性[57],支撑比小于等于
2π (1 5) 4.+ PDT 也是 UDG 的支撑图,且适合局部算法构造. 

在 DTG 的基础上构造支撑图的局部算法与 DTG 构造算法一样,对节点位置敏感.如果没有准确的位置信

息,则会影响所得支撑图的可平面性等特性. 
3.其他 
文献[3]给出了基于发送者的显式干扰的模型,给出局部算法计算干扰最优的 t-支撑图.算法采用贪心思想,

且将寻求边 uve 的干扰最优路径限制在 t/2 跳邻居区域,算法主要由 3 步组成:(1) 收集 t/2 邻居信息;(2) 按照贪

心的策略计算每条边的最小干扰路径;(3) 通告路径上所有边保留在拓扑中. 
Li 等人在文献[58]以及 Kanjet 等人在文献[55]中提出的局部算法保证了支撑图中所有边的长度和至多是

相应 MST 中所有边长度和的常数因子倍,文献[59]把文献[58]中的结果推广至拟单位圆盘图 QUDG. 
2.1.3   小  结 

通过以上对距离支撑图集中式、分布式算法,特别是局部算法的讨论,可以看出,集中式支撑图算法思想给

局部算法的设计带来很多启发.而且距离支撑图的很多算法可以用于跳数、能量支撑图的设计.表 2 给出以上

算法的一个比较. 
Table 2  Comparison of the distance spanner construction algorithm 

表 2  距离支撑图构造算法比较 
文献 作者 分类 模型 时间、消息复杂性 其他 
[30] Althöfer 等人 集中式  3( log )O n n ,− 贪心 

[33] Bose 等人 集中式  2( log )O n n ,− 贪心 
[38] Bose 等人 集中式 UDG ( log )O n n ,− DTG 
[41] Yao 分布式  ( log )O n n ,− YG 
[42] Butenko 等人 集中式 UDG − YG、度有界 
[49] Gao 等人 局部 UDG −, 2( )O n  RDG 
[50] Li 等人 3-局部 UDG 4 轮,49n PLDel 
[51] Araújo,Rodrigues 2-局部 UDG 1 轮,11n PLDel 
[52] Bose 等人 2-局部 UDG 1 轮,5n PLDel 
[54] Wang,Li 3-局部 UDG −,O(n) PLDel,度有界 23 

[55] Kanj 等人 2(8 π)( 1)λ⎢ ⎥+⎣ ⎦ -局部 UDG − PLDel,度有界Δ 

[56] Calinescu 局部 UDG −,O(n) LDel(2) 
[3]-1 Von Rickenbach 等人 集中式 UDG 3( log )O n n ,− 贪心,考虑干扰 
[3]-2 Von Rickenbach 等人 局部 UDG − 贪心,考虑干扰 
[58] Li 等人 局部 UDG −,O(n) 轻量级 
[59] Chávez 等人 局部 QUDG −,− 轻量级 

2.2   能量支撑图 

文献[19]分析了 UDG 的常见子图的能量支撑比,如 RNG 为 n−1,GG 为 1,YG 为 O(1),还利用 YG 思想给出

了常节点度、常数能量支撑比的 UDG 的支撑图构造算法.文献[60]给出了能量支撑比为 2 的有界常节点度的 

能量支撑图构造算法.Li 等人在文献[61,62]中将 YG 与 GG 结合,给出一种构造 2 (1 (2 2 sin π / ) )k
α α− -能量支 

撑图的算法,其中,k≥9,α为路径损耗因子,并且构造的支撑图是平面的、有界度的、边的总长度至多是相应最

小生成树边总长度的常数因子倍 .文献 [63]改进了结果 ,给出了能量支撑图局部构造算法 ,支撑比为 1+ 

(2sin π / ) ,k α 度有界 k+5,其中,k≥10,并证明了该支撑比是接近最优的.Schindelhauer 等人研究了弱支撑图、距
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离支撑图与能量支撑图之间的关系[64],证明了任意 c-弱支撑图是 (8 1) (2 ) (1 2 )d dc c α α−+ ⋅ − -能量 spanner,其中,d 

为维数,α为路径损耗指数. 

2.3   跳数支撑图 

无线网络中高性能的路由算法需要低跳数支撑比的支撑图.文献[65]给出了常节点度的、平面的距离和跳 

数支撑图构造算法.Bose 等人证明了 GG 图是 UDG 图的 ( ) -nΩ 跳数支撑图和 ( )nΘ -距离支撑图[39],RNG 图

是UDG图的 ( )nΘ -跳数支撑图和 ( )nΘ -距离支撑图.文献[66]使用规则正方形网格划分节点形成簇,从而给出低 
跳数支撑比的、平面的支撑图构造算法. 

3   有向支撑图构造算法 

第 2 节讨论的大都是无向支撑图构造算法.考虑每个节点有不同的传输范围,边有方向,也就是说,节点 u 能

传输消息给 v,并不意味着 v 也能传输消息给 u.此时,通信图是有向的,传输范围不再是对称的.也就是说,有向图

的支撑图是在有向圆盘图的基础上构造的.因此在无线网络拓扑控制中构造有向支撑图很有必要.有向支撑图

算法会在无向支撑图的基础上加入考虑方向的特性.文献[6]指出,在有向图中构造 spanner 要比在无向图中构

造 spanner 难得多 ,在某些有向图中根本不可能构造稀疏支撑图 .例如,n 个节点的完全二部图(X,Y,E)满足

|X|=|Y|=n/2,并且所有的有向边都是从 X 到 Y 的,边数为 O(n2),但任何子图都不是支撑图,如图 9 所示. 
X Y

 
Fig.9  Directed complete bipartite graph G(X,Y,E) 

图 9  有向完全二部图 G(X,Y,E) 
为了构造有向图的支撑图,试图把有向图中不对称的距离变得对称.Cowen 和 Wagner[67]引入了往返距离,u

和 v 之间的往返距离定义为 u 到 v 的最短路径加上 v 到 u 的最短路径的距离.文献[68,69]指出,应用此方法后,
无向图中距离近似的一些方法就可以用于有向图. 

在欧氏度量空间中,YG 构造法稍作修改,可以构造 O(nε−d)条边的有向(1+ε)-支撑图[41].另外,文献[20]也给

出了在给定有向圆盘图上构造(1+ε)-支撑图的算法,算法如下: 
算法 3. Disk-Spanner. 
输入:圆盘图 ( , )G V E ,任意小的正数ε; 
输出:支撑图 ( , ).HH V E  

1: HE ← ∅  
2: 0P ← ∅  
3: FOR 0i ←  TO 1log Mγ+⎢ ⎥⎣ ⎦  DO 
4:  FOR 每条边 1( , ) ( , )i ix y E M M+∈  DO 
5:   IF 1( , )i iNN x P x Mγ +>  
6:    THEN { }i iP P x← ∪  
7:   IF ( , ) Hx y E′∃ ∈  满足 ( ( , ))ix NN x PΓ′∈  
8:    THEN { }( , )H HE E x y← ∪  
9:  ENDFOR 
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10:  1i iP P+ →  
11: ENDFOR 

算法 Disk-Spanner 中令
6
εγ < 为固定小正数.首先将圆盘图 ( , )G V E 中的(有向)边分为 10, logi Mγ+⎡ ⎤⎢ ⎥∈ ⎣ ⎦⎣ ⎦ 个

边类 1( , ),i iE M M+ 其中,M 为节点的最大传输范围, / (1 ) ,i
iM M γ= + 0M M= 是最大的传输范围, 1( , )i iE M M+ =  

{ }1( , ) | i ix y M xy M+ ≤ ≤ .在构造算法的每个阶段, i 维护一个特殊节点集 iP ,称为支点集.令 x∈V, ( , )iNN x P 表示

x 在节点集 iP 中最近邻居节点,则对于一个支点 ip P∈ 满足 ( ) { | , ( , ) , },i ip x x V NN x P p x xpΓ = ∈ = 的传输范围≥

也就是说,如果一个节点 x 在支点集 iP 中的最近邻居为 p,则 x 一定能传输消息到 p. 

假设在每个边类中边按照权值从小到大排序,从 i=0 开始,每个边类中的边按照非递减顺序依次进行如下 
处理:假设当前处理的边为(x,y),如果 ( , )iNN x P 到 x 的距离 1( , ) ,i iNN x P x Mγ +> 则 x 加入支点集 iP ,边(x,y)加入边

集 EH,如果 1( , )i iNN x P x Mγ +≤ 且不存在边 ( , ) Hx y E′ ∈ 满足 ( ( , )),ix NN x PΓ′∈ 则边(x,y)加入边集 EH. 

文献[20]证明了算法的输出是(1+ε)-支撑图,并且证明所得支撑图拥有 ( log )dO n Mε − 条边,其中,M 为最大传

输半径;算法的执行时间为 ( log )O m n ,m 为圆盘图中边的数目.将边按长度分类构造有向支撑图的思想对后继 
研究有很大的借鉴意义. 

文献[70]对 Disk-Spanner 算法稍加改进,证明了常数加倍度量(doubling metric)空间中,有向支撑图的规模

不会与 M 无关.在加倍度量空间中,每一个球 B 至多可以被半径为球 B 半径一半的 2d 个球所覆盖,d 为常数.该
文中将传输半径稍加松弛,即 r′=(1+ε)r,可以构造出 O(nε−d)条边的(1+ε)-支撑图. 

在有向支撑图中,找到边数最少的 t-支撑图也一直是一个值得研究的问题,令 t 为节点总数 n 的函数,当
t= (log )nΩ 时,得到的结论非常有实用价值.该问题是 Peleg 等人在文献[6]中提出的,并指出这一问题是 NP-难 

的.文献[71]使用线性规划松弛技术研究有向支撑图,对于所有 t≥1 的有向 t-支撑图设计了 2/3( )O n 近似算法,也

就是边数为最优有向 t-支撑图的 2/3( )O n 倍,这是任意边长度支撑图的首个次线性近似算法.文献[71]还在单位

边长度下,在 t≥4 时改进了现有的 1 1/( )tO n − 近似[72];对于 t=3 的特殊情况,设计了一种不同算法实现了 ( )O n 近

似,改进了现有的 2/3( )O n 近似[72,73]. 

4   满足某特性支撑图构造算法 

这一章将依次讨论满足特定拓扑特性的支撑图构造算法,如低权重、常数度、动态的、容错的以及考虑干

扰的支撑图构造算法. 

4.1   低权重支撑图 

通信图的权值定义为所有边上的权值之和.构造权值最小的距离支撑图是 NP 难的[74],但是,为了节省信息

传输所需能量,构造权值尽可能小的支撑图始终是追求的目标之一.支撑图的权值通常以相应的 MST 权值来 
衡量. 

贪心算法是构造低权值支撑图的典型算法(参见第 2.1.1 节).文献[30]使用贪心算法给出了构造有 1 1/ kn + 条

边的(2k−1)-支撑图,对边的数目和支撑比进行折中,贪心算法的缺点是执行时间长.文献[75]采用两路的网络流 

算法,可构造(2k−1)(1+ε)-支撑图,具有 1 1/( )kO k n +i 条边,权值是相应节点的 MST 权值的 1/( )kO k ni 倍,执行时间为

( min( log , ( ))),O k m n n m nα+i i i 其中,α(n)为 Ackermann 反函数,运行时间好于文献[30]. 
接下来讨论以能量作为权值时,总能量消耗最优的支撑图的构造算法.UDG 的 GG 子图是能量支撑比为 1

的支撑图,很自然地可以想到,使用 UDG 的 GG 子图中边的子集可以得到总能耗最优的支撑图,但事实不是这

样,文献[76]给出了例子.支撑图的一般构造算法都不能用于设计总能量消耗最优的支撑图,因为大多数算法都

是针对无向图的,而设计总能耗最优的支撑图应该将最大功率时得到的通信图,进行功率重分配.因此需要采用

不对称模型,属于有向支撑图范畴.而有向支撑图的文献,大多没有关注权值特性,然而权值与总能量消耗关系

很大. 
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保证连通的总能量最优问题就是 NP 难的[77],再加上考虑支撑比特性更难.文献[76]首次将支撑图特性与最

小化能量消耗关联在一起 .然而作者只是给出了两种启发性算法 ,未给出理论证明的界 .文献[78]在支撑比

t∈{1,2}时,针对能量支撑图和距离支撑图提出了功率分配方法,能取得总能耗和支撑比的折中;k>2 时,分析了文

献[79]中提出的功率分配方案,给出了相应的能量支撑图和距离支撑图支撑比的界.文献[80]进一步改进了能量

支撑图中的总能量消耗近似比. 

4.2   有界度支撑图 

一个节点的邻居节点个数称为这个节点的度.支撑图中节点度的最大值,称为支撑图的度.若支撑图的节点

平均度是常数,则图中边的数目是节点的线性倍.支撑图度有界,则每个节点的通信负载不会过大,网络不容易

拥塞.此外,局部广播消息和设计紧缩路由协议时[14],也是支撑图的度决定了使用的存储空间大小.因此设计有

界度支撑图是支撑图构造算法目标之一. 
支撑图研究过程中一直比较关注度的问题,参见第 2 节.但解决支撑图的最大节点度问题在技术上一直是

一个巨大的挑战[81].大多数有界度支撑图构造的基础是 DTG 和 YG,通常的想法是先构造 DTG,然后再采取步骤

得到既保持支撑特性且度有界的子图,采用的方法通常是抽取 DTG 的 YG 子图,有时也可能会再增加额外边来 

保持支撑特性.文献[82]通过有目的地去掉 DTG 的一些边,给出最大度为 7 的强 2(1 2) T+ × -支撑图,运行时间

为 ( log )O n n ,其中,T 为原 DTG 的支撑比,且 2(1 2) 14.1.T+ × < 文献[83]通过解决 YG 入度无界的问题,构造度有 
界的支撑图.由 YG 最初构造过程可知, cYG 出度为 c,而入度无界.可以将 cYG 每个扇区中只保留最短的入边,得
到度有界的 cYY 图.文献[83]证明,当 k≥6 时, 6kYY 是支撑比为 11.67 的支撑图.当 k≥8 时, 6kYY 支撑比降为 4.75. 

文献[84]给出了“处处稀疏”的提法,即不仅要求构造的支撑图规模要小,而且要求最大节点度也要小.该文

主要研究了 2-支撑图的有界度问题(lowest degree 2-spanner,简称 LD2S),建立了 LD2S 和稠密 k-子图的变形问

题形式上的联系,给出两个问题线性规划描述的强松弛,采用“可信任的”随机舍入技术,即要求所有顶点和边的 

选择概率与它们的线性规划值成比例.主要的贡献在于设计了 LD2S 问题多项式时间的 3 2 2 0.172( ) ( )O OΔ Δ− ≈ 近

似算法,其中,Δ是输入图的最大度,改进了之前的 LD2S 问题的 1/ 4( )Ο Δ 近似算法[85]. 

4.3   动态支撑图 

大多数支撑图构造算法,工作在固定节点集合 V 上.在一些应用环境中,需要从 V 增加或者删除一些节点,
对于无线网络设计更是如此 .节点每次更新时 ,不希望都重新构造支撑图 .所以研究动态的支撑图非常有必

要.Gao 等人在文献[86]中首次研究动态支撑图,给出了构造规模为 O(n/εd)的(1+ε)-支撑图的算法,其中辅助存储

结构的更新时间取决于α(V),α(V)是点集 P 的扩散速度,定义为点对之间的最大距离和最小距离的比,确切的更

新时间为 O(logα(V)/εd),之后的文献[87]改进了这一结果,能构造规模为 O(n/εO(d))、更新时间为 O(logn/εO(d))的
支撑图,其中,d 为点集所在空间的维数. 

Gao 等人在文献[86]中给出了运动支撑图的一个变形问题,P 集中点沿着连续的轨迹移动.分子动力学和移

动网络研究会涉及这样的问题.文献[88]进一步研究了该问题,假设 dR 维空间的点沿着有界度多项式的轨迹运

动,给出了构造规模为 O(n/εd−1)、最大度为 O(logdn)的支撑图构造算法,其中,构造动态支撑图使用的辅助结构大

小为 O(nlogdn),点变化时相应时间为 O(logd+1n),当支撑图拓扑需要变化时,可以在 O(logn)的时间内更新完毕. 

4.4   容错性支撑图 

无线网络需要容错性:一些节点失效后,无论网络中剩下什么,支撑结构必须还是有效的.网络的容错性与

图的连通性密切相关,容错网络要求高度连通.图的顶点(边)连通性定义为使图变得不连通的最少顶点(边)数.
网络的容错性影响网络的可靠性. 

距离支撑图的容错度概念首先出现在文献[89]及后续文献[90]中.容错网络的目标是,当小数目的节点(或
边)失效后,剩余的网络仍然保持支撑图特性,也就是说,每对节点间仍然有 t-支撑图路径.图 H(V,EH)中,令 H\S 表

示顶点集为 V\S 的 H 导出子图,如果对于所有子集 S⊆V,其中,|S|≤k,满足 H\S 依然是顶点集 V\S 的 t-支撑图,则 H
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是 k 顶点容错的 t-支撑图.k 边容错与 k 顶点容错定义类似,所不同的只是集合 S⊆E.显然,当 k=0 时,就是原先的

t-支撑图. 
文献[89,90]证明,当讨论容错的支撑图时,只考虑顶点容错的支撑图就可以了,因为边容错的支撑图很容易

转换为顶点容错的支撑图.文中还提供了简单算法可以把任何支撑图 H 通过合理添加边构造容错的支撑图 H′, 

如果Δ是 H 的最大节点度,k 是顶点容错度,则 H′的度为 1( )kO Δ + ,权值是 H 的权值和的 ( )kO kΔ 倍.文献[91]改进了

文献[89]中的结果,利用θ图的支撑图构造算法,构造 ( )O kn 条边的 k 容错支撑图,且利用θ图变形,加上汇聚节点,

构造度为 2( )O k 的 k 容错支撑图.文献[92]中将贪心构造支撑图的算法变形,构建度为 O(k)、权值为 2( )O k 倍最 
小生成树权值的 k 容错支撑图.文献[93]中引入功率分配,得到满足能量支撑图特性和容错性的拓扑图. 

在支撑图中,找到拥有最少边数的 t-支撑图 H 是非常重要的,对于容错的支撑图同样如此.文献[94]给出的 

构造 k-容错的(2t−1)-支撑图算法,得到的支撑图中边的数目为 3 1 1 1/ 1 1/( log ).k t tO k t n n+ + −⋅ 对于支撑比 t≥3,文献[95]

设计了简单的转化方法,能够把每个至多为 f(n)条边的 t-支撑图转化为至多为 3( log ). (2 / )O k n f n k 条边的 k 容错

t-支撑图,与支撑比 t 无关.在支撑图的标准贪心构造算法中应用上述方法,能够实现
212 1tO k n

+
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

条边的 k 容错 t- 

支撑图. 
k 顶点容错的支撑图必须保证在 k 个节点都失效后,图至少还连通.这就意味着,每个节点的度至少为 k+1,

则图中边的条数至少为(k+1)n/2.当 k 值变大时,图就变成稠密图.这是我们不希望出现的情形. 
文献[96]中提出了 f(r)鲁棒性 t-支撑图.对于图 H(V,EH),子集 S⊆V,令 H\S 表示顶点集为 V\S 的 H 导出子图.

如果对于任何子集 S⊆V,存在超集 S+⊇S,满足|S|≤r,且|S+|≤f(|S|),使得 H\S 是 V\S+的 t-支撑图,则图 H 称为 f(r)鲁
棒性 t-支撑图. 

支撑图的鲁棒性与容错性有关,但这是两个不同的概念.只有满足
,   

( )
,  

r r k
f r

r k
⎧

= ⎨
∞ >⎩

当 ≤

当
的容错支撑图才是一 

个 f(r)鲁棒性支撑图.f(r)鲁棒性支撑图的优点是存在稀疏的 f(r)鲁棒性支撑图.文献[96]中给出的一维节点集例

子,是 ( log )O n n 条边的 ( log )O r r 鲁棒性的 1-支撑图,满足任何 ( / log )O n n 节点失效后,余下的 ( )n o n− 个节点依

然是 1-支撑图.而 k=n/logn 的 k 容错支撑图若满足此特性,至少有Ω(n2/logn)条边. 
使用容错性支撑图的应用场景,使用鲁棒性支撑图会是更好的选择.但是,支撑图的鲁棒性概念刚被提出,

实际应用于无线网络仍有很多工作要做. 

4.5   考虑干扰的支撑图 

无线网络中大部分的支撑图构造算法都是在图模型下构造的,如 UDG,DG 等等,只考虑了节点通信的连通

条件.但节点间的干扰是避免不了的,节点或者链路之间的干扰使得一些符合连通条件的链路可能无法进行传

输.协议干扰模型和物理干扰模型是基于干扰的影响来建模无线网络的.协议干扰模型考虑的是链路对之间的

干扰,而物理干扰模型考虑的是累加干扰,更为复杂. 
最初考虑减少干扰的思路是,构造的支撑图越稀疏,干扰就会越小.Burkhart 等人给出了反例[3],并在协议干

扰模型中基于发送者给出了显式的干扰定义,即给出在一个给定的链路上通信所影响的节点的数目,还给出了

在 t/2 跳内构造干扰最优的 t-支撑图的局部算法. 
文献[97]给出了物理干扰模型下贪心调度算法,称为 MaxSINR,基本思想是用贪心算法依次填充每一个时

隙,使得每个时隙的最小 SINR 是最大化的.MaxSINR 算法一个接一个地将传输添加到结果图中,每个传输检查

是否对于满足拓扑特性要求是必需的.若不是必需的,就从未处理的传输队列中移除.最后,结果图中的每个时

隙中所有的传输都满足 SINR 条件,可以被有效调度,也满足特定的拓扑特性,如支撑图特性.这样就给出了一种

在物理干扰模型下构造支撑图的思路,但这种思路无疑是很耗费时间的,只存在理论上的意义. 
文献[98]利用局部广播、常数密度控制集和最远邻居树给出了物理干扰模型下的构造 MST 的分布式近似

算法[99].提出并证明了一种算法,可以在物理干扰模型下,在 (log )O n 的时间内使得 n 个点的网络强连通.所有这



 

 

 

920 Journal of Software 软件学报 Vol.26, No.4, April 2015   

 

些研究有助于物理干扰模型下支撑图构造算法的研究. 

4.6   综合考虑各拓扑特性的支撑图 

本节以上讨论的文献,侧重于考虑某一拓扑特性的支撑图构造,但也会兼顾其他拓扑特性.最近涌现出一批

最新文献,综合考虑了支撑图的支撑比、规模、权值、度、直径、容错度和运行时间.文献[100]从权值为常数

的哈密尔顿路径开始构造支撑图,同时使用了文献[101]给出的常数节点度、对数直径和权值的 1-支撑图构造

算法.文献[102]给出了类似思路,但算法开始采用的是 Net-Tree 而不是哈密尔顿路径.文献[100,102]的构造算法

各有优缺点,哈密尔顿路径有常数权值,但是节点间距离可能变得很长,使得支撑图的直径可能变得很大.而文

献[102]中能控制 Net-Tree 中节点间距离,但是 Net-Tree 的权值可能变成对数的.两种方法都未能解决有界节点

度问题.文献[103]采用了有界度支撑图构造算法中使用的隐含树,这样得到的支撑图自然是有界度的,并且算法

容易扩展得到一个容错的支撑图.文献[104]进一步改进了结果.表 3 给出了以上文献结果的一个比较. 
Table 3  Comparison of the spanner construction algorithm with one or more topology properties 

表 3  考虑多个拓扑特性的支撑图构造算法比较 

文献 支撑比 边数 度 直径 对应 MST 
权值的倍数 执行时间 其他 

[30] 2k−1 1 1/kn +  常数  (log )O n  3( log )O n n   

[75] (2k−1)(1+ε) 1 1/( )kO k n +i    1/( )kO k ni  ( min( log , ( )))O k m n n m nα+i i i   

[82] 
2(1 2)

14.1
T+ ×

<
  7   ( log )O n n  T 是 DTG 支撑比

[101] 1+ε  O(ρ) (log + ( ))O nρ α ρ ( log )O nρρ  (log )O n  加倍度量空间

[102] k-FT(1+ε) O(k2n) O(k2) (log )O n  3( log )O k n   加倍度量空间

[103] k-FT(1+ε) O(k2n) O(k2) (log )O n  2( log )O k n  2( log )O n n k n+  加倍度量空间

[104] k-FT(1+ε) O(kn) O(k) (log )O n  2( log )O k k n+ ( log )O n n kn+  加倍度量空间

注: k-FT(1+ε)为 k 容错的(1+ε)-支撑图,α()为 Ackermann 反函数 

5   总结和进一步研究方向 

无线网络拓扑控制时,保持拓扑图有一定的支撑性,对于设计路由协议、减少能量消耗、减小网络延迟以

及延长网络寿命,是很有必要的.自从支撑图概念被提出,针对几何应用环境和网络应用环境,于是提出了大量

的支撑图构造算法.集中式算法中,贪心算法构造的支撑图有很好的拓扑特性,稀疏、常数节点度、权值小,但执

行的时间长;基于邻近图的构造算法执行时间短,但支撑比有特定的上界和下界. 
在实际网络中,网络规模大,整个网络拓扑不可能完全可知,因此需要根据需求设计支撑图的分布式构造算

法,特别希望设计常数轮执行时间的局部算法,若此,一个节点执行时只需考虑它周围 k 跳的邻居即可.有大量文

献将集中式算法转化为局部算法,参见第 2.1.2 节. 
无线网络拓扑控制中支撑图设计时,应根据需要满足一定的拓扑特性要求,如规模小、权值小、度小,有一

定的容错性和鲁棒性等,因此涌现出大量文献着重构造某一特性或综合考虑各拓扑特性的支撑图. 
本文对支撑图的研究成果进行了详细讨论,对无线网络拓扑控制中支撑图构造算法进行了分析和比较.但

是通过无线网络拓扑控制中支撑图的构造算法分析可以看出,仍然存在许多挑战性的问题亟待研究. 
继续寻找分布式的、局部的算法解决支撑图的相关问题 
在无线网络中,集中式算法实际上是不可行的,继续寻找性能更优的、分布式的、局部的算法解决支撑图

的相关问题是一个重要而又基本的问题.将集中式算法转化为局部算法的基本思路是,每个节点只考虑其 k 跳

内的邻居,只在 k 跳内通信,得到局部最优的结果,最后通过详细证明和仿真验证所得到的图具有支撑图性质.局
部算法中每个节点只运行常数通信轮,局部算法的主要性能指标是消息复杂度和位复杂度.研究消息复杂度或

位复杂度更优的支撑图局部算法,相应的通信开销会降低. 
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非 UDG 中支撑图的构造 
实际中网络不一定是平面的,可能是三维立体的,因此将可构造支撑图的算法扩展到三维空间中进行研究.

在实际网络中所有节点的传输范围不一定相同.此时,一个无线网络可以模型化为一个有向图,有向图中非对称

的链路能被更有效地调度,而在有向图中构造支撑图的算法并不多.研究中,以借鉴和采用 UDG 模型中优秀的

支撑图构造思想和算法类型,并结合实际网络模型的特点进行算法的设计,以确保算法的正确性和优越性. 
带干扰的支撑图构造算法 

在无线网络中,拓扑控制是节省能量的一种有效方法,但是当一个网络拓扑中存在大量干扰时,节点发送的

很多信号就会受到干扰、数据将会延迟,甚至丢失.因此在多种网络模型和干扰模型中构造干扰感知的分布式

支撑图算法也是我们研究的一个主要内容.在基于节点的显式干扰模型中构造支撑图是一个有待解决的问题,
也有意义,因为使用图的拓扑控制解决这个问题有助于物理干扰模型下的调度.物理干扰模型是更实际的干扰

模型,如何结合不断涌现的物理干扰模型下进行拓扑的新思想、新方法构造支撑图也是亟需研究的问题. 
同时满足多个拓扑特性的支撑图构造算法 

构造拥有最少边数的支撑图是支撑图研究中的基本问题,也是最近研究非常活跃的一个领域.要求构造的

支撑图拥有最少边数,就是希望规模小.现在构造的支撑图不仅希望规模小,还希望尽量拥有常数度、权值小等

特性.从而支撑图的构造算法就可以转化为多目标优化问题,并转化为数学规划问题来解决,利用松弛、网络流

等技术更好地对支撑图算法的这些特性进行优化和折中. 
容错及鲁棒性 

在无线网络中,节点失效是不可忽视的问题,因此支撑图构造的拓扑也容易失效,除非构造的支撑图有足够

的容错性和鲁棒性. 
在对该问题进行研究时,还应同时考虑支撑图的其他特性,而不是一味地追求容错或节能.最优容错机制的

设计问题还远未得到解决,人们对容错性和鲁棒性的理解还不够,尤其是鲁棒性这一概念刚被提出来,还没有其

他相应研究成果;其次,与此相关的算法还需要进一步研究和完善. 
移动无线网络模型中支撑图的构造 

无线网络拓扑是变化的、不可预知的,因此,支撑拓扑图的维持和修复就变得非常重要.现有的大多数支撑

图构造协议都只考虑规模、度等参数性能,而不能在网络拓扑发生改变时维持以前的支撑图.即当节点移动时,
要么缺少合理的机制来处理节点的移动,要么需要较长的时间周期性地进行整个支撑图的重构造.因此,寻找移

动网络模型中新的支撑图构造算法,在不引入太多通信开销的情况下有效地构造并维持较小规模的支撑图是

非常重要的.维持网络中支撑图的方法通常有两种:重构网络的整个支撑图和局部修复.研究时可分单个节点移

动和多个节点同时移动、或者控制节点移动和非控制节点移动、节点沿一定轨迹移动和节点随机移动来分别

加以分析.在研究该问题构造新的适合移动网络的支撑图算法时,需要综合考虑拓扑的其他特性及修复支撑图

的时间和信息开销问题. 
支撑图问题本身比连通性、支配集、生成树等问题要复杂,存储量大,运行时间长,如何找到更简单、性能

更好的算法,会一直是该领域的研究热点.另外,还应将图论中支撑图的研究新成果与更实际的网络模型(如物

理干扰模型、衰落模型等)相结合,使支撑图能够更好地应用于无线网络. 
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