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摘  要: 以一种特殊的粗糙逻辑为研究对象,视全体赋值之集为通常乘积拓扑空间,通过利用赋值集上的 Borel 概
率测度,提出了能融合粗糙逻辑与计量逻辑为一体的公式的 Borel 型概率粗糙真度理论,给出了公式概率粗糙真度

的公理化定义,建立起了相应的概率真度表示定理.公式的概率粗糙真度理论可被看作粗糙逻辑中已有工作的计量

化,也可看作计量逻辑学中真度理论的粗糙化.基于这一核心概念,进一步给出了粗糙逻辑中已有概念的程度化表示

形式,如公式的粗糙度、精确度、公式之间的粗糙相似度等,并建立起了基于粗糙相似度的 3 种近似推理模式.该结

果实现了粗糙逻辑与计量逻辑的和谐统一,为进一步基于粗糙真值的程度化推理搭建了一个可能的框架. 
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Abstract:  This paper introduces the notion of the Borel probabilistic rough truth degree of a formula in a special kind of rough logic, by 
employing Borel probability measures on the valuation set endowed with the usual product topology. It facilitates a special form of rough 
logic with integration to quantitative logic. The axiomatic definition of probabilistic rough truth degree is given and its representation 
theorem is also presented. The proposed notion of Borel probabilistic rough truth degree can be regarded as the quantitative analysis of 
rough logic, as well as the advancing research of the existing notion of truth degree from rough set perspective. Based upon the 
fundamental notion of rough truth degree, some graded versions of the existing notions, including the roughness degree, accuracy degree 
and the rough similarity degree, are also presented. Subsequently, three different kinds of approximate reasoning models are established. 
The obtained results achieve a combination of rough logic and quantitative logic and provide a possible framework for rough truth based 
approximate reasoning. 
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粗糙集理论是由波兰数学 Pawlak[1,2]于 20 世纪 80 年代提出来的用于数据分析的理论.由于它能够分析处

理不精确、不协调和不完备信息,因此作为一种具有极大潜力和有效的知识获取工具受到了人工智能工作者的

广泛关注.目前,粗糙集理论已被成功应用于机器学习及知识发现、数据挖掘、决策支持与分析、模式识别等

计算机领域[3−5]. 
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粗糙逻辑是粗糙集理论中的一个重要研究分支,其目的在于实现基于数据库(或信息系统)的逻辑推理.有
关粗糙逻辑的最早文献可追溯至文献[6],在该文献中,首次提出了粗糙逻辑,并赋予逻辑公式 5 个粗糙真值,即
真、假、粗糙真、粗糙假、粗糙不相容.经过近 30 年的发展,粗糙逻辑的研究已日趋成熟与完善.目前为止,许
多学者从不同角度建立起了以粗糙集为代数语义的逻辑系统,并研究了相应的逻辑推理方式.其中,典型的代表

工作有:波兰学者 Rauszer 所建立的多粒度粗糙逻辑[7],爱尔兰学者 Düntsch 以正则双 Stone 代数为代数语义建

立起的一种粗糙逻辑[8],印度学者 Banerjee 与 Chakraborty 基于粗糙集与模态逻辑之间的联系提出的预粗糙逻

辑与粗糙逻辑[9,10].我国学者在此方面也做出了突出的贡献,如,Lin 等人提出了一阶粗糙逻辑[11],代建华提出了

一种基于粗糙 Stone 代数的串演算系统[12],张小红构建了一种能够融合粗糙集与 Lukasiewicz 命题逻辑为一体

的粗糙逻辑推演系统[13],等等.有关这方面的参考文献,可参见文献[14−17].值得注意的是,与已有命题逻辑不同,
在粗糙逻辑中,人们更关心的是一种较弱形式的语义真值,即粗糙真,因为这能体现粗糙近似的思想特点.自然

地,若能将粗糙真值与近年来兴起的命题逻辑中的不确定性推理[18−29]结合起来,建立一种既能反映粗糙近似思

想又能体现程度化的近似推理模式,则更能体现人类的认知思维特点与信息处理模式.基于命题真值的程度化

推理在已有文献中有大量论述,文献[18]在 1984 年通过把概率的思想引入到二值命题逻辑中定义了逻辑公式

的概率概念,以此建立了概率逻辑学.文献[19]利用势为 2 的均匀概率测度空间的无穷可数乘积,在二值命题逻

辑中引入了公式的真度概念,随后引发了一系列相关的研究(参见文献[20−26]).文献[27,28]对这方面的研究成

果作了整理和总结,如今已形成了较为完善和成熟的计量逻辑学理论.我们已知在计量逻辑学理论中,公式真度

是其核心概念,基于此,才可建立后续的命题之间的相似度及相应近似推理方式.相对于命题逻辑,在粗糙逻辑

中,人们更关注一种较弱形式的逻辑真值-粗糙真,自然地,要在粗糙逻辑框架下展开基于粗糙近似思想的近似

推理,一种程度化粗糙真值的建立尤为重要.该工作可实现已有计量化工作与粗糙集的融合与统一,从而更能体

现人类认识思维与逻辑推理的特点.本文正是基于此考虑,在一类特殊的粗糙逻辑中通过利用其赋值全体上的

Borel 概率测度论,提出了能够反映命题粗糙为真程度的粗糙真度理论,研究了粗糙真度的详细性质,给出了粗

糙真度的公理化定义并给出相应的表示定理.基于粗糙真度概念,进一步提出了命题的粗糙度与精确度概念,最
后,定义了命题之间的粗糙相似度概念,为在粗糙逻辑中展开体现粗糙近似思想的近似推理模式搭建了可能的

框架. 
本文第 1 节简要回顾有关粗糙逻辑的相关知识,基于此,通过视粗糙逻辑的赋值集为通常乘积拓扑空间,利

用其上的 Borel 概率测度理论,提出公式的 Borel 概率型粗糙真度理论,在研究其详细性质之后,给出公式粗糙真

度的公理化定义,并建立相应的表示定理.第 2节基于Borel概率型粗糙真度理论,分别提出公式的粗糙度和精确

度,这些均可看作是粗糙逻辑中相关概念的程度化推广.第 3 节提出公式之间的粗糙相似度,并基于粗糙相似度

建立起能够反映粗糙近似思想的近似推理模式.第 4 节是总结,并对相关后续工作进行展望. 

1   粗糙逻辑中公式的概率粗糙真度理论 

本节中拟提出的公式的概率粗糙真度以及后续内容中介绍的精确度、粗糙度及公式之间的粗糙相似度,
是在粗糙逻辑框架下的不确定性度量,或者说是 Pawlak 粗糙集中不确定性度量(参见文献[1,2,29−35])的“逻辑

版本”. 

1.1   粗糙逻辑 

本文所关注的粗糙逻辑是由印度学者 Banerjee 于 1996 年基于粗糙集与模态逻辑之间的联系而提出.在文

献[9,10]中称为预粗糙逻辑(pre-rough logic,简称 PRL).在 PRL 中,原子公式之集为 S,3 个原始的逻辑连接词为¬, 
∧以及 L.PRL 中的全体公式之集记为 F(S),它是由 S 生成的(¬,∧,L)型自由代数.在粗糙逻辑 PRL 中,3 个额外的

逻辑连接词∨,M 以及→可按如下方式定义: 
∀A,B∈F(S),A∨B=¬(¬A∧¬B),MA=¬L¬A,A→B=(¬LA∨LB)∧(¬MA∨MB). 

定义 1[9,10]. 粗糙逻辑 PRL 中的公理集由如下形式的公式组成: 
(i) A→A; 
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(ii) ¬¬A→A; 
(iii) A→¬¬A; 
(iv) A∧B→A; 
(v) A∧B→A∧A; 
(vi) A∧(B∨C)→(A∧B)∨(A∧C); 
(vii) (A∧B)∨(A∧C)→A∧(B∨C); 
(viii) LA→A; 
(ix) L(A∧B)→LA∧LB; 
(x) LA∧LB→L(A∧B); 
(xi) LA→LLA; 
(xii) MLA→LA; 
(xiii) L(A∨B)→LA∨LB. 
推理规则如下: 
(i) MP rule: {A,A→B} B; 
(ii) HS rule: {A→B,B→C} A→C; 
(iii) {A} B→A; 
(iv) {A→B} ¬B→¬A; 
(v) {A→B,A→C} A→B∧C; 
(vi) {A→B,B→A,C→D,D→C} (A→C)→(B→D); 
(vii) {A→B} LA→LB; 
(viii) {A} LA; 
(ix) {LA→LB,MA→MB} A→B. 

粗糙逻辑 PRL 所对应的代数结构为预粗糙代数,其定义如下: 
定义 2[9,10]. 称满足如下条件的代数结构(P,≤,∧,∨,¬,L,→,0,1)为一预粗糙代数,若∀a,b∈P: 
(i) (P,≤,∧,∨,0,1)是一有最小元 0 以及最大元 1 的有界分配格; 
(ii) ¬¬a=a; 
(iii) ¬(a∨b)=¬a∧¬b; 
(iv) La≤a; 
(v) L(a∧b)=La∧Lb; 
(vi) LLa=La; 
(vii) L1=1; 
(viii) MLa=La; 
(ix) ¬La∨La=1; 
(x) L(a∨b)=La∨Lb; 
(xi) 若 La≤Lb 且 Ma≤Mb,则 a≤b; 
(xii) a→b=(¬La∨Lb)∧(¬Ma∨Mb); 

这里,Ma=¬L¬a. 

例 1[9,10]:令 3
10, ,1 , , , , , , ,0,1
2

LR ⎛ ⎞⎧ ⎫= ∧ ∨ ¬ →⎨ ⎬⎜ ⎟
⎩ ⎭⎝ ⎠

≤ ,这里,≤是通常的实数序,即 10 1
2

≤ ≤ ,∧,∨分别为取小、取大 

运算.此外, 

 1 1 10 1,  ,  1 0,  0 0,  1 1
2 2 2

L L L¬ = ¬ = ¬ = = = =  (1) 
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由 Ma=¬L¬a 可知: 

 10 0,  1 1
2

M M M= = =  (2) 

则容易验证 3R 是一个预粗糙代数,且不难看出是一个最小的非平凡预粗糙代数. 

在粗糙逻辑 PRL 中,定理、Γ A、赋值、重言式、Γ A、逻辑等价(用 A~B 表示,即 (A→B)∧(B→A))等均 

可按通常方式给出,在此省略. 
粗糙逻辑 PRL 中语义与语法是和谐的,即有如下完备性定理: 
定理 1[9,10]. ∀A∈F(S),Γ A 当且仅当∀v∈Ω,∀B∈Γ ,v(B)=1 蕴涵 v(A)=1.这里,Ω表示形如 v:F(S)→ 3R 的赋值

之集. 

1.2   公式的概率粗糙真度 

设
10, ,1 ,
2m mX τ⎛ ⎞⎧ ⎫= ⎨ ⎬⎜ ⎟

⎩ ⎭⎝ ⎠
是离散拓扑空间

1

1( 1,2,...), 0, ,1
2 m

m
m X

ω

Ω
+∞

=

⎧ ⎫= = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

∏ 是乘积拓扑意义下的拓扑空间,即 

Ω上的拓扑τ是以子集族{A1×…×Am×Xm+1×Xm+2×…|Ai∈τi,i=1,2,…,m,m=1,2,…}为基所生成的,称(Ω ,τ)为赋值空

间.设 B(Xk)和 B(Ω )分别表示空间 Xk 和Ω中的 Borel 集之集,即由相应空间中拓扑闭集所生成的σ代数,赋值空间

(Ω ,τ)上的一个 Borel 概率测度μ指的是定义在 B(Ω )上的概率测度,即μ (∅)=0,μ (Ω )=1,且对于两两相交为空的 

B(Ω )中的集族{Ek|k=1,2,…}来说 ,
1 1

( ).k k
k k

E Eμ μ
∞ ∞

= =

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ 在下文中 ,称测度μ 是非原子 [36]的 ,若对任一 v∈Ω , 

μ ({v})=0;称μ是有限原子的,即对任一 m∈N 以及任一 1 1
1( ,..., ) 0, ,1 , ( )({( ,..., )}) 0
2

m

m mx x m x xμ⎧ ⎫∈ ≠⎨ ⎬
⎩ ⎭

(其中, ( )mμ 如

注 1(ii)中所定义). 

∀A(p1,…,pm)∈F(S),为了本文论述的需要,将 A 同时也看作一个从Ω到
10, ,1
2

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

的映射,其定义如下:∀v∈Ω , 

A(v)=v(A).在本文中,我们用同一字母来表示,其含义结合上下文可以容易地看出来.另外,我们用 A 表示满足如

下条件的映射: 1 1 1( ,..., ) ... , ( ,..., ) ( ).m m mx x X X A x x v A∀ ∈ × × = 这里,v 为满足 v(pi)=xi(i=1,…,m)的赋值映射.由于对于

含有 m 个原子公式 p1,…,pm而言,v(A)并不依赖于赋值映射 v 在其他原子公式处的取值,故该定义是合理的,则称 
A 为由 A 导出的真值函数. 

为了给出粗糙逻辑中命题的粗糙真度理论,需借助于如下引理: 

引理 1. ∀A∈F(S),A 作为从Ω到
10, ,1
2

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

的映射是可积的. 

证明:不难证明, 1 2
1

... , ( ).m i
i m

E X X X E X B Ω
∞

= +

∀ ⊆ × × × × ∈∏ 事实上,∀(x1,…,xm)∈E,由于 Xk(k=1,2,…)上的拓扑

是离散拓扑,故{xi}∈τi(i=1,2,…,m),则由 B(Ω )的定义可知, 1
1

( ,..., ) ( ).m i
i m

x x X B Ω
∞

= +

× ∈∏ 由于 B(Ω )对有限并满足封

闭性,故 1
1 1

( ) ( ,..., ) ( ).i m i
i m i m

E X B x x X BΩ Ω
∞ ∞

= + = +

× ∈ = ∪ × ∈∏ ∏ 对于逻辑公式∀A(p1,…,pm)而言,由于任一赋值 v 在 A 处

的值只依赖于 v 在 p1,…,pm 的值,故容易验证 1 1

1
, 0,1,2,

2 2 i
i m

i iA A X i
∞

− −

= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∏ 因而 1 ( ),
2
iA B Ω− ⎛ ⎞∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
故 A 是

Borel 可测的,结合 A 的有界性便可知 A 是可积的. 
定义 3. 在粗糙逻辑 PRL 中,∀A∈F(S),定义: 

 ( ) ( )( )dA MA vμ Ω
τ μ= ∫  (3) 

 ( ) ( )dA A vμ Ω
τ μ= ∫  (4) 

  ( ) ( )( )dA LA vμ Ω
τ μ= ∫  (5) 
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则称 ( )Aτ ,τ (A)以及 ( )Aτ 分别为 A 的 Borel 概率粗糙上真度、Borel 概率粗糙真度以及 Borel 概率粗糙下真度. 

∀A∈F(S),由引理 1 可知,MA 作为从全体赋值集Ω到
10, ,1
2

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

的映射是可积的,则根据积分的性质有: 

 1 1 11 1( ) 0 (( ) (0)) ( ) 1 (( ) (1))
2 2

A MA MA MAμτ μ μ μ− − −⎛ ⎞⎛ ⎞= × + × + ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (6) 

又根据赋值定义及式(2)可知,∀v∈Ω ,(MA)(v)=v(MA)=M(v(A))∈{0,1},这样, 1 1( ) .
2

MA − ⎛ ⎞ = ∅⎜ ⎟
⎝ ⎠

故,公式(6)又 

可写成 

 1 1( ) 1 (( ) (1)) (( ) (1))A MA MAμτ μ μ− −= × =  (7) 

再者,由赋值定义及式(2)可知,v(MA)=1 当且仅当
1( ) ,1 .
2

v A ⎧ ⎫∈ ⎨ ⎬
⎩ ⎭

故 1 1 1 1( ) (1) (1) .
2

MA A A− − − ⎛ ⎞= ∪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

因此,公式(7) 

可进一步写成 

 1 1 1( ) ( (1))
2

A A Aμτ μ μ− −⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (8) 

类似地,对于粗糙下真度和粗糙真度,我们有: 

 1
 ( ) ( (1))A Aμτ μ −=  (9) 

 1 11 1( ) ( (1))
2 2

A A Aμτ μ μ− −⎛ ⎞⎛ ⎞= × +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (10) 

注 1: 
(i) 简单验证可得,文献[37]中基于赋值域上均匀概率测度的无穷乘积理论而提出的粗糙真度理论可看作

是本文的特例. 

(ii) 正如文献[20]中所述,Ω上的任一 Borel 概率测度可决定 m
kX 上的一个 Borel 概率测度.设μ是Ω上的一

Borel 概率测度,定义映射 ( ) : ( ) [0,1]m
km B Xμ → 如下: 

1
( )( ) , ( ),m

k k
k m

m E E X E B Xμ μ
∞

= +

⎛ ⎞
= × ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏  

则不难验证μ (m)为 ( )m
kB X 上的一 Borel 概率测度.则对于逻辑公式 A(p1,…,pm),式(8)~式(10)又可写成 

 1 1 1( ) ( )( (1)) ( )
2

A m A m Aμτ μ μ− −⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (11) 

 1 11 1( ) ( )( (1)) ( )
2 2

A m A m Aμτ μ μ− −⎛ ⎞⎛ ⎞= + × ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (12) 

 1
 ( ) ( )( (1))A m Aμτ μ −=  (13) 

命题 1. 设μ是赋值空间Ω上的 Borel 概率测度,则∀A∈F(S): 
(i)  0 ( ) ( ) ( ) 1.A A Aμ μ μτ τ τ≤ ≤ ≤ ≤  

(ii)   ( ) ( ), ( ) ( ).A MA A LAμ μ μ μτ τ τ τ= =  

(iii) 若 A,则  ( ) ( ) ( ) 1A A Aμ μ μτ τ τ= = = ;若 MA,则 ( ) 1Aμτ = ;若 LA,则  ( ) 1.Aμτ =  

(iv) 若 A→B,则   ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( );A B A B A Bμ μ μ μ μ μτ τ τ τ τ τ≤ ≤ ≤ 若 MA→MB,则 ( ) ( );A Bμ μτ τ≤ 若 LA→ 

 LB,则   ( ) ( ).A Bμ μτ τ≤  

(v) 设μ是有限原子的,则对于任一公式 A∈F(S),若 ( ) 1,Aμτ = 则 MA 是定理,若τμ(A)=1 或者  ( ) 1,Aμτ =  

 则 A 是定理. 
(vi)   ( ) 1 ( ), ( ) 1 ( ).A A A Aμ μ μ μτ τ τ τ¬ = − ¬ = −  

(vii)         ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( )A B A B A B A B A B A B A B Aμ μ μ μ μ μ μ μ μ μτ τ τ τ τ τ τ τ τ τ∨ = + − ∧ ∨ = + − ∧ ∨ = +  
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( ) ( ).B A Bμ μτ τ− ∧  

证明:易证得,略. □ 
命题 2. 设μ是赋值空间Ω上的 Borel 概率测度,∀A∈F(S),α,β∈[0,1],则 
(i) 若 ( ) , ( )A A Bμ μτ α τ β→≥ ≥ ,则 ( ) 1;Bμτ α β+ −≥  

 若   ( ) , ( ) ,A A Bμ μτ α τ β→≥ ≥ 则  ( ) 1.Bμτ α β+ −≥  

(ii) 若τμ (A→B)≥α,τμ (B→C)≥β,则τμ (A→C)≥α+β−1. 
注 2: 
(i) 在命题 1 中, 
• 由(iii)和(vi)可知:在有限原子测度下,A(MA,LA)是定理,与  ( ) 1( ( ) 1, ( ) 1)A A Aμ μ μτ τ τ= = = 等价, 从而进 

 一步说明概率粗糙(上、下)真度是公式粗糙为真的程度化表示. 
• (iv)与(v)说明:概率粗糙(上、下)真度关于逻辑蕴涵具有单调性,并且在粗糙(上、下)逻辑等价意义下

是保持不变的. 
• (vii)说明:概率粗糙上、下真度具有对偶性,这完全类似于 Pawlak 粗糙集中上下近似算子的对偶性. 
• (viii)说明:概率粗糙(上、下)真度具有有限可加性. 

(ii) 由命题 2 不难得到如下结论:若 ( ) 1, ( ) 1,A A Bμ μτ τ= → = 则 ( ) 1.Bμτ = 这类似于逻辑推理中的 MP 规则, 

我们称其为概率粗糙真度的 MP 规则.类似地,容易验证概率粗糙真度的 HS 规则也成立. 
以下命题揭示了公式概率粗糙(上、下)真度之集在单位区间的分布情况,为此,需要如下引理: 
引理 2[38]. 设 X 为一个至少含有两个点的有限集合,则在乘积拓扑意义下,Xω是一个 Cantor 空间. 
引理 3[39]. Ω作为乘积拓扑空间是可度量的,其度量ρ定义如下: 

 | |( , ) max 1,2,...i iu vu v i
i

ρ ⎧ ⎫−
= =⎨ ⎬

⎩ ⎭
 (14) 

其中,u=(u1,u2,…),v=(v1,v2,…). 
引理 4[38]. 设(X,d)是一个度量空间,μ是 X 上的一非原子测度,则∀ε >0,存在δ >0,使得对于 X 中每个 Borel

集 B,若 diam(B)≤δ ,则μ (B)<ε.这里,diam(B)=sup{d(x1,x2)|x1,x2∈B}. 
引理 5[38]. 若 X 是一 Cantor 空间,μ是 X 上一非原子测度,则 S(v)={v(U)|U 是 X 中既开且闭集}是单位区间

中包含 0 与 1 的可数稠密子集. 
命题 3. 设μ是Ω上的非原子的 Borel 概率测度,则, 
(i)  { ( ) ( )}, { ( ) | ( )}, { ( ) | ( )}H A A F S H A A F S H A A F Sμ μ μτ τ τ= ∈ = ∈ = ∈ 均在[0,1]稠密; 

(ii) 当μ是均匀概率测度时, 0,...,3 , 1,2,... .
3

n
n

k k n H H H⎧ ⎫
= = ⊆ ∩ ∩⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

证明: 

(i) 由引理 2可知,在乘积拓扑下,
1

k
k

XΩ
∞

=

= ∏ 构成一个Cantor空间;又由引理 3可知,拓扑空间Ω是可度量的, 

若μ为一个非原子测度,则由引理 4 可知,对于任意ε >0,存在δ >0,使得∀B∈B(Ω ),若 diam(B)≤δ ,则μ (B)<ε .对于δ , 

由公式(14)可知:存在 N,当 m>N 时,对于 m
kX 中任意一点(x1,…,xm): 

1
1

( ) sup ( , ) , ( ,..., ) .m k
k m

diam B u v u v x x Xρ δ
∞

= +

⎧ ⎫⎪ ⎪= ∈ ×⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∏ ≤  

从而 1 1
1

( )( ,..., ) ( ,..., ) .m m k
k m

m x x x x Xμ μ ε
∞

= +

⎛ ⎞
= × <⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏  

易知,Ω中既开且闭集具有
1

( , 1,2,...)m
k k

k m
E X E X m

∞

= +

× ⊆ =∏ 的形式.现任取 ,m
kE X⊆ 为了证明以上 3 种粗糙
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真度集合的稠密性,构造如下的公式序列: 1( ,..., ) ,m
m kx x X∀ ∈  

 
1( ,..., ) 1 ...

mx x mA Aδ = ∧ ∧  (15) 

其中, 
, 0

1, .
2

, 1

i i

i i i i

i i

Mp x

A Mp Lp x

Lp x

¬ =⎧
⎪⎪= ∧ ¬ =⎨
⎪
⎪ =⎩

 

容易验证:Ai 满足 ( ) 1;i iA x = 且当 x≠xi 时, ( ) 0.iA x = 结合赋值定义可知:
1( ,..., )( ) 1

mx xv δ = 当且仅当 v(pi)=xi, 

i=1,…,m.令
1( ,..., ) 1{ | ( ,..., ) }

mE x x mx x Eϕ δ= ∨ ∈ ,则由ϕE 的定义可知 , 11 11 1) , , (0) 0, ,1 .
2 2

(1 EE

m

EE Eϕϕ ϕ− − −⎛ ⎞ ⎧ ⎫= = ∅ = −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭

由公式(11)~公式(13)可知, 1
 

1
( ) ( ) ( ) ( )( (1)) ( )( ) ,E E E E k

k m
m m E E Xμ μ μτ ϕ τ ϕ τ ϕ μ ϕ μ μ

∞
−

= +

⎛ ⎞
= = = = = ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ 故 

( ) { ( ) | } .S v U U H H Hμ Ω= ⊆ ∩ ∩是 中的既开且闭集  
由引理 5 便知, , ,H H H 在单位区间[0,1]是稠密的. 

(ii) 若μ是Ω上的均匀概率测度,任取 m∈N 及 k∈{0,…,3m},取 10, ,1
2

m

E ⎧ ⎫⊆ ⎨ ⎬
⎩ ⎭

,使|E|=k,按照(i)中的做法,有: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) .
3E E E m
km Eμ μ μτ ϕ τ ϕ τ ϕ μ= = = =  

即可证明. □ 

1.3   粗糙真度的公理化定义及其表示定理 

以上定义的粗糙真度是从语义的角度给出的,以下我们从公理化的角度给出命题粗糙真度的定义,并证明

对于满足公理化定义的粗糙真度函数,存在赋值空间Ω上的 Borel 概率测度μ,使得该粗糙真度函数可由第 1.2
节中的语义方式得到,从而实现了两种方法的和谐统一. 

定义 4. 在粗糙逻辑 PRL 中,设 : ( ) [0,1]F Sτ → 是一映射,若 τ 满足以下条件,则称 τ 为 F(S)上的概率粗糙上

的真度函数: 
(i) 若 A 是公理,则 ( ) 1;Aτ =  
(ii) 若 MA→MB 是定理,则 ( ) ( );A Bτ τ≤  
(iii) 若 MA∧MB 是可驳公式,则 ( ) ( ) ( ).A B A Bτ τ τ∨ = +  
注 3: 
(i) 定义 4(iii)中的条件可换为:若 A∧B 是可驳公式,则 ( ) ( ) ( )A B A Bτ τ τ∨ = + .这是因为在粗糙逻辑 PRL

中,A∧B 是可驳公式当且仅当 MA∧MB 是可驳公式. 
(ii) 定义 4(ii)只考虑了两公式“粗糙上近似”之间的蕴涵关系,体现了粗糙上近似的思想,这比逻辑公式间 
 的蕴涵关系要弱一些.事实上,由 PRL 中的语构知识不难证明:若 A→B,则 MA→MB;但反过来并不 

 成立(举例留给读者). 
(iii) 由公式(8)及命题 1 可知, μτ 是定义 4 意义下的概率粗糙上真度函数. 

命题 4. 设τ 是 F(S)上的概率粗糙上真度函数,则: 
(i) 若 MA,则 ( ) 1.Aτ =  
(ii) 若 A,B 粗糙上等价,即 (MA→MB)∧(MB→MA),则 ( ) ( );A Bτ τ= 若 A,B 逻辑等价,则 ( ) ( ).A Bτ τ=  
(iii) ( ) ( ).A MAτ τ=  
(iv) 若 MA 为可驳式,则 ( ) 0.Aτ =  
(v) ( ) ( ) ( ) ( ).A B A B A Bτ τ τ τ∨ = + − ∧  
(vi) ( ) ( ) ( ) ( ).MA MA MB MB MB MAτ τ τ τ+ → = + →  
(vii) ( ) 1 ( ).MA Aτ τ¬ = −  
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证明:容易证得,略. □ 
下面给出粗糙上真度函数公理化定义的等价刻画. 
命题 5. 设 : ( ) [0,1]F Sτ → 是一映射,则τ 是粗糙逻辑中的一概率粗糙上真度函数当且仅当τ 满足: 
(i) 若 MA,则 ( ) 1;Aτ =  
(ii) 若 MA 为可驳公式,则 ( ) 0;Aτ =  
(iii) ( ) ( ) ( ) ( ).A B A B A Bτ τ τ τ∨ = + − ∧  
证明:由命题 4 知必要性成立,以下只需证明充分性. 
要证明定义 4(ii)成立,先证明如下结论: ( ) 1 ( )MA Aτ τ¬ = − .事实上,由 M(¬MA∨A)~¬MA∨MA 知,M(¬MA∨A)

为 PRL 中的一个定理,故由命题 5(i)、命题 5(iii)可知, ) 1 ( ) ( ) ( ;( )MA A MA A MA Aτ τ ττ ∨ = = ¬ + ¬ ∧− ¬ − 又由

M(¬MA∧A)~¬MA∧MA 可知,M(¬MA∧A)为一个可驳式,则由命题 5(ii)可知, 1 ( ) ( ),MA Aτ τ= ¬ + 从而 ( ) 1MAτ ¬ = −  
( ).Aτ  

若 MA→MB,此时容易证明 M(¬MA∨B),由命题 5(i)、命题 5(iii)可知: 
1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ),MA B MA B MA B A B MA Bτ τ τ τ τ τ τ= ¬ ∨ = ¬ + − ¬ ∧ = − + − ¬ ∧  

则 ( ) ( ) ( ) 0.A B MA Bτ τ τ− + − ¬ ∧ = 因此, ( ) ( ) ( ) 0, ( ) ( ),B A MA B B Aτ τ τ τ τ− = ¬ ∧ ≥ ≥ 结论得证. 
下证定义 4(iii)成立: 
若 MA∧MB 是可驳式,则根据命题 5(ii)可知, ( ) 0A Bτ ∧ = ,再结合命题 5(iii)即有 ( ) ( ) ( ).A B A Bτ τ τ∨ = +  □ 
命题 6. 设 : ( ) [0,1]F Sτ → 是一个映射,则 τ 是粗糙逻辑 PRL 中的一个概率粗糙上的真度函数当且仅当τ

满足: 
(i) 若 MA,则 ( ) 1;Aτ =  
(ii) 若 MA 为可驳式,则 ( ) 0;Aτ =  
(iii) ( ) ( ) ( ) ( ).A MA MB B MB MAτ τ τ τ+ → = + →  
证明:可类似于命题 5 证得. □ 
下面给出概率粗糙下真度函数的公理化定义: 
定义 5. 在粗糙逻辑 PRL 中,设 : ( ) [0,1]F Sτ → 是一个映射,若 τ 满足以下条件,则称 τ 为 F(S)上的概率粗糙

下的真度函数: 
(i) 若 A 是公理,则 ( ) 1;Aτ =  
(ii) 若 LA→LB,则 ( ) ( );A Bτ τ≤  
(iii) 若 LA∧LB 是可驳公式,则 ( ) ( ) ( ).A B A Bτ τ τ∨ = +  
概率粗糙上真度函数与概率粗糙下真度函数具有如下关系: 
命题 7. 在粗糙逻辑 PRL 中,若τ 是概率粗糙上真度函数,定义: 

 ( ),  ( ) 1 ( )A F S A Aττ∀ ∈ = − ¬  (16) 
则 τ 是概率粗糙下真度函数.同样地,若 τ 是概率粗糙下真度函数,定义: 
 ( ),  ( ) 1 ( )A F S A Aττ∀ ∈ = − ¬  (17) 
则函数τ 是概率粗糙上真度函数. 

证明:略. □ 
以下给出概率粗糙(上、下)真度函数的表示定理,即对任一满足公理化定义的概率粗糙上真度函数及概率

粗糙下真度函数,总存在赋值集Ω上的一个 Borel 概率测度,使得该概率粗糙上、下真度函数可按公式(8)、公式

(9)导出. 
以下称概率粗糙上真度函数τ 与概率粗糙下真度函数 τ 互为对偶,若 ( ), ( ) 1 ( ).A F S A Aττ∀ ∈ ¬ = −  
定理 2(表示定理). 设 ,τ τ 为满足公理化定义的互为对偶的概率粗糙上、下真度函数,则存在赋值集Ω上的 

唯一 Borel 概率测度μ ,使得对于任一公式 A∈F(S): 

 1 11( ) ( (1))
2

A A Aτ μ μ− −⎛ ⎞⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (18) 

 1( ) ( (1))A Aμτ −=  (19) 
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证明:∀m∈N,∀(x1,…,xm)∈X1×…×Xm,为定理证明的需要,需要定义公式
1( ,..., ).mx xδ 先定义每一个 xi 所对应的逻 

辑公式 Ai 如下: 
, 0

1, ,
2

, 1

i i

i i i i

i i

Mp x

A Mp Lp x

Lp x

¬ =⎧
⎪⎪= ∧ ¬ =⎨
⎪
⎪ =⎩

 

则定义
1( ,..., ) 1 ... .

mx x mA Aδ = ∧ ∧ 容易证明,
1( ,..., )( ) 1

mx xv δ = 当且仅当 v(pi)=xi,i=1,…,m. 

∀m∈N,∀(x1,…,xm)∈X1×…×Xm,令 

 
11 ( ,..., )

1
( ,..., ) ( )

mm k x x
k m

x x Xμ τ δ
∞

= +

⎛ ⎞
× =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏  (20) 

任取Ω中的一拓扑闭集Σ ,令 

 
1( ,..., ) 1

1
( ) { ( ) | ( ,..., ) ( )}

mk x x m
k m

m X x x mμ Σ τ δ Σ
∞

= +

⎛ ⎞
× = ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∏  (21) 

 
1

( ) lim ( ) km k m
m Xμ Σ μ Σ

∞

→∞ = +

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏  (22) 

任取Δ∈B(Ω ),令 
 μ(Δ)=sup{μ (Σ )|Σ为拓扑闭集} (23) 
则容易证明μ是 B(Ω )上的一 Borel 概率测度(可参见文献[36]中的 Theorem A). 

这样, 

1

1 1
( ,..., )

1 1

1 1

1

1 1
1 1

1

1

1( ) | ( ,..., ) (1)
2

1(( ,..., ) ) | ( ,..., ) (1)
2

( ) ( )

1 (1)
2

1
2

m

k k
k m k

x x m

m k m
k

m

m

x x A A

x x X x x

A M

A

A

A X A X

A

A

τ τ

μ μ

μ

τ δ

μ

∞ ∞
− −

= + = +

− −

∞
−

= +

−

−

⎧ ⎫⎛ ⎞= ∈ ∪⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞= × ∈ ∪⎨ ⎬⎜

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= × + ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝

⎟

⎠⎝

⎝ ⎠

⎠

⎩ ⎭

∏ ∏

∑

∑ ∏

1( (1)).Aμ −

 

由概率粗糙上、下真度函数的对偶性可知: 

1 1

1 1

1

( ) 1 ( )

11 ( ) (( ) (1))
2

11 ( (0))
2

( (1)).

A A

A A

A A

A

τ

μ μ

μ μ

μ

τ

− −

− −

−

= − ¬

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= − ¬ + ¬⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

=

 

若 v 也是满足公式(18)、公式(19)的 Borel 概率测度,则不难验证 v 也满足公式(20)~公式(23),所以必有μ =v.
以上既证明了存在性又证明了唯一性,即可得证. □ 

注 4:定义 3 是从语义的角度出发定义的,而定义 4、定义 5 是从语构的角度出发定义的.类似于逻辑系统中

的完备性定理(将逻辑系统中的语义理论和语构理论统一起来),这两种似乎完全不同的方法通过定理 2 中的表

示定理和谐地统一起来. 
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2   公式的精确度与粗糙度 

基于公式的概率粗糙真度理论,本节拟给出判断命题精确与粗糙程度的两个量化指标.公式的这两种不确

定性度量可看作是粗糙集理论中集合近似精度与粗糙度(见文献[1,2,29])的“逻辑版本”. 
定义 6. ∀A∈F(S),若 MA~LA,或等价地, MA~LA,则称 A 为一个精确公式;否则,称 A 为一个粗糙公式. 

注 5: 
(i) 若MA~LA,则不难验证对于任一近似空间(U,R)以及任一赋值映射 v:F(S)→2U,v(A)总是(U,R)中的一个 
 精确集[9,10].定义 6 中称 A 为一 wh 精确公式正是由此而来. 
(ii) 由定义 5 不难证明:∀A,B∈F(S),MA,LA,A→B 均为精确公式,然而大部分逻辑公式是粗糙公式,如 
 p1,p1∨p2,p1∧Lp3,等等. 
定义 7. 设μ是 B(Ω)上的一 Borel 概率测度,τμ为按公式(4)定义的概率粗糙真度函数,∀A∈F(S),定义: 

 Acc(A)=τμ (MA→LA) (24) 
 Rou(A)=1−Acc(A) (25) 
则称 Acc(A),Rou(A)分别为公式 A 的精确度与粗糙度. 

命题 8. 设 Acc(A),Rou(A)为按公式(24)、公式(25)定义的公式集上的粗糙度、精确度函数,则∀A∈F(S): 
 ( ) 1 ( ) ( )Acc A A Aμ τ τ= − +  (26) 

 ( ) ( ) ( )Rou A A Aμ τ τ= −  (27) 

证明:因为 MA→LA 逻辑等价于¬MA∨LA,且¬MA∧LA 为一个可驳式,由命题 1 可知: 

 

 

( ) ( )

            ( )

           ( ) ( ) ( )

            1 ( ) ( )

            1 ( ) ( ), ( )

            1 ( )
            1 (1 ( ) ( ))

         

Acc A MA LA

MA LA

MA LA MA LA

MA LA

A A Rou A

Acc A
A A

μ

μ

μ μ μ

μ μ

μ μ

μ μ

τ

τ

τ τ τ

τ τ

τ

τ

τ

τ

= →

= ¬ ∨

= ¬ + − ¬ ∧

= − +

= − +

= −
= − − +

    ( ) ( ),A Aμ μττ= −

 

即可证明公式(29)、公式(27)成立. □ 
命题 9. 设 Accμ (A),Rouμ (A)为如上定义的粗糙度、精确度函数,则∀A(p1,…,pm)∈F(S): 
(i) Accμ (A)+Rouμ (A)=1; 

(ii) 1 1 1

1 1 1

1( ) (1) (0) , ( ) ;
2k k k

k m k m k m
Acc A A X A X Rou A A Xμ μμ μ μ

∞ ∞ ∞
− − −

= + = + = +

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × + × = ×⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∏ ∏ ∏  

(iii)  ( ) ( ) ( );Acc A MA LA MA LAμ μ μτ τ= → = →  

(iv) Accμ (LA)=Accμ (MA)=1,Rouμ (LA)=Rouμ (MA)=0; 
(v) 若μ是有限原子的,则 Accμ(A)=1 当且仅当 Rouμ(A)=0 当且仅当 A~LA 当且仅当 A~MA; 
(vi) Accμ(¬A)=Accμ(A),Rouμ(¬A)=Rouμ(A); 
(vii) Accμ(A∨B)=Accμ(A)+Accμ(B)−Accμ(A∧B),Rouμ(A∨B)=Rouμ(A)+Rouμ(B)−Rouμ(A∧B); 
(viii) Accμ(A)关于 ( )Aμτ 是单调递减的,关于  ( )Aμτ 是单调递增的; 

(ix) 若μ是有限原子的,则在粗糙逻辑 PRL 中不存在 Rouμ (A)=1 的逻辑公式. 
证明:结合定义 7、命题 8 以及粗糙逻辑 PRL 中的完备性定理即可证得,略. □ 

3   公式之间的粗糙相似度 

文献[27,28]已建立起的相似度理论是命题逻辑中公式间逻辑等价的程度化形式,即对于两逻辑公式而言,
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相似度为 1 当且仅当它们是逻辑等价的.在本节中,基于已有的概率粗糙真度概念,将粗糙逻辑中的粗糙(上、下)
等价概念进一步程度化,提出了公式之间的粗糙(上、下)相似度.相对于前者而言,粗糙上相似度只考虑两公式

“粗糙上近似”之间的相似度,粗糙下相似度只考虑两公式的“粗糙下近似”之间的相似度,它们分别与 Pawlak 粗

糙集理论中的粗糙上、下近似对应,因而相对于文献[27,28]而言,更能体现粗糙近似的思想特点,这为进一步基

于粗糙真值的程度化推理搭建了可能的框架. 
定义 8. 设μ是 B(Ω )上的 Borel 概率测度,∀A,B∈F(S),定义: 

 ( , ) (( ) ( ))A B MA MB MB MAμ μξ τ= → ∧ →  (28) 

 ξμ(A,B)=τμ ((A→B)∧(B→A)) (29) 
 ( , ) (( ) ( ))A B LA LB LB LAμ μξ τ= → ∧ →  (30) 

则称 ( , ), ( , ), ( , )A B A B A Bμ μ μξ ξ ξ 分别为 A,B 之间的粗糙上相似度、粗糙相似度以及粗糙下相似度. 

注 6:文献[40]基于粗糙真度的公理化方法定义了公式的精确度、粗糙度以及公式之间的粗糙相似度,不难

看出:两定义方式完全类似,但它们出发的角度是不同的.文献[40]是基于公理化的方法;而本文中公式的精度、

粗糙度以及粗糙相似度则是通过语义的方式,利用更为广泛的 Borel 概率测度定义的.文献[40]中所述的公理化

方法并未建立起诸如定理 2 的表示定理,这与本文也有明显的区别. 
定义 9. 定义函数 , , : ( ) ( ) [0,1]F S F Sμ μ μρ ρ ρ × → 如下:∀A,B∈F(S): 

 ( , ) 1 ( , )A B A Bμ μρ ξ= −  (31) 

 ρμ(A,B)=1−ξμ(A,B) (32) 
 ( , ) 1 ( , )A B A Bμ μρ ξ= −  (33) 

由命题 10(iv)、命题 10(viii)易知, , ,μ μ μρ ρ ρ 均为 F(S)上的伪距离,以下分别称为粗糙伪度量、粗糙上伪度 

量以及粗糙下伪度量. 
可以证明如下命题成立: 
命题 10. 设 ( , )μ μ μρ ρ ρ 是定义 9 给出的粗糙(上、下)伪度量函数,则∀A,B,C∈F(S): 

(i) ( , ) ( , ), ( , ) ( , );A B MA MB A B LA LBμ μ μ μρ ρ ρ ρ= =  

(ii) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , );A B A B A B A B A B A Bμ μ μ μ μ μρ ρ ρ ρ ρ ρ¬ ¬ = ¬ ¬ = ¬ ¬ =  

(iii) 若μ是非原子的,则逻辑度量空间 ( ( ), ),( ( ), ),( ( ), )F S F S F Sμ μ μρ ρ ρ 均不含有孤立点. 

基于 3 种不同的伪度量,可建立如下能够体现粗糙近似思想的近似推理模式. 
定义 10. 设Γ ⊆F(S),A∈F(S): 
(i) 若ρμ(A,D(Γ ))=inf{ρμ(A,B)|B∈D(Γ )}<ε,则称 A 为Γ的误差小于ε的粗糙结论; 
(ii) 若 ( , ( )) inf{ ( , ) | ( )} ,A D A B B Dμ μρ Γ ρ Γ ε= ∈ < 则称 A 为Γ的误差小于ε的粗糙上结论; 

(iii) 若 ( , ( )) inf{ ( , ) | ( )} ,A D A B B Dμ μρ Γ ρ Γ ε= ∈ < 则称 A 为Γ的误差小于ε的粗糙下结论. 

命题 11. 设Γ⊆F(S),A∈F(S),则若 ( , ( ))A Dμρ Γ ε< 且 ( , ( )) ,A Dμρ Γ ε< 则ρμ(A,D(Γ ))≤2ε. 

证明:作为预备知识,可证得如下结论成立: 
若 A,B 为两精确公式,且τ (A)≥ε ,τ (B)≥ε ,则 

 τ (A∧B)≥2ε −1 (34) 
事实上,若 A,B 为两精确公式,则不难证明 A→(B→A∧B)为粗糙逻辑 PRL 中一定理,则τμ(A→(B→A∧B))=1.

由命题 2 可知,τ μ (B→A∧B)≥1+ε−1=ε,再利用一次命题 2 可得,τμ(A∧B)≥ε+ε−1=2ε−1. 
若 ( , ( ))A Dμρ Γ ε< 且 ( , ( )) ,A Dμρ Γ ε< 则存在 B,C∈D(Γ )分别满足 ( , ) , ( , ) ,A B A Cμ μρ ε ρ ε< < 结合公式(31)~ 

公式(33)可知,τμ ((MA→MB)∧(MB→MA))>1−ε,τμ ((LA→LC)∧(LC→LA))>1−ε,则由公式(34)可知: 
τμ ((MB→MA)∧(LC→LA))≥τμ ((MB→MA)∧(MA→MB)∧(LC→LA)∧(LA→LC))≥1−2ε. 

因此,1−τμ ((MB→MA)∧(LC→LA))≥2ε . 
令 D=(B∧C)∨A,显然 D∈D(Γ ),则 
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由此即可证明. □ 
注 7:命题 10 说明:若 A 作为Γ的粗糙上、下结论的误差足够小,那么 A 作为Γ的粗糙结论的误差也很小.这

进一步说明了粗糙伪距离是粗糙上、下伪距离的“融合”. 

4   总  结 

基于粗糙真值的近似推理是一项重要的研究课题.它有助于实现已有命题逻辑中不确定性推理与粗糙近

似思想的和谐统一,从而更好地模拟人类的认识思维特点.受此启发,本文在一种特殊的粗糙逻辑中,视全体赋

值之集为乘积拓扑空间,利用其上的 Borel 概率测度提出了公式的概率粗糙(上、下)真度理论.概率粗糙(上、下)
真度实现了粗糙逻辑中相关概念的计量化,同时,也可看作是命题逻辑中已有工作的粗糙化,可谓粗糙逻辑与计

量逻辑的融合与统一.本文还从另外一不同角度给出了概率粗糙真度的公理化刻画,并证明了相应的表示定理.
接着,基于概率粗糙真度,提出了公式的精确度与粗糙度,实现了已有概念的程度化推广.最后,定义了公式之间

的粗糙(上、下)相似度,并建立起了基于粗糙相似度的程度化推理模式.在本文的基础上,可继续考虑基于粗糙真

度概念的其他类型的近似推理方法,还可以进一步研究粗糙逻辑中理论的粗糙相容度,粗糙逻辑度量空间的拓

扑结构以及基于拓扑方法的逻辑理论粗糙相容性的刻画等,我们将在后续工作中加以讨论. 
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