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Abstract:  Aiming at a single-source multicast network, this paper studies the intrinsic mechanism of linear 
network coding and proposes a technique of generation and extension between two coding schemes at different 
multicast rates. The coding scheme is a generation of some coding schemes at higher multicast rate, and it is also an 
extension of some coding schemes at lower multicast rates. Furthermore, the determinate relationship among 
channels’ global encoding vectors under two generation-extension coding schemes is discovered. By adopting 
random network coding, several important properties are derived, which are some of the application values and are 
helpful in implementing a single-source multicast connection with linear network coding. Several related 
applications are listed. In particular, this paper highlight a way to improve the throughput of single-source multicast 
network in dynamic environment and presents a random network coding approach based on retransmission and 
variable multicast rate, under the condition that each sink node has a feedback path to the source node. Compared 
with random network coding, this approach is a better way of improving the throughput of network. Simulation 
experiments of the listed applications have been done, and the results validate the conclusions derived from 
theoretical analyses. 
Key words: single-source multicast network; random network coding; generation and extension of coding 

scheme; variable multicast rate; retransmission 

摘  要: 针对单源组播网络,通过对线性网络编码的内在机理进行分析,提出了不同组播率下编码方案之间的导

出与扩展技术:任意一个编码方案可以由某些较高组播率下的编码方案导出,同时可以由某些较低组播率下的编码

方案扩展而成.研究了具有导出与扩展关系的两个编码方案下全局编码向量间的相互联系,结合随机网络编码方法,
导出了几个重要的性质.这些性质有助于有效地运用线性网络编码技术实现单源组播连接,具有一定的应用价值.列
出了几个方面的应用,着重讨论了在动态环境下如何提高单源组播连接的吞吐率问题,在宿点具有至源点反馈路径
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的前提下,提出了一种基于重传与变组播率的随机网络编码方法.与随机网络编码方法相比,该方法能够提高网络的

吞吐率.对列出的应用进行了仿真实验,结果验证了理论分析的结论. 
关键词: 单源组播;随机网络编码;编码方案的导出与扩展;变组播率;重传 
中图法分类号: TP393   文献标识码: A 

网络编码[1−4]是一种新型的数据传输技术,与传统的路由技术相比,能提高网络的吞吐率、鲁棒性和安全性. 
Ahlswede 等人[1]首次提出了网络编码的概念,并指出:通过网络中间节点的编码可以实现单源组播网络的最大

流界,而传统的路由技术在一般情况下不能达到这个极限.李硕彦等人[2]提出了线性网络编码技术,并证明了线

性网络编码技术可以充分实现这一功能.Koetter 等人[3]给出了线性网络编码的代数框架.因线性网络编码具有

简单的特点,从而得到了深入广泛地研究[4−8]. 
运用线性网络编码进行数据传输必须构造编码方案:确定源点的数据传输速率(组播率)和各信道的编码系

数.已有文献主要针对同一组播率下的编码方案进行研究,而对不同组播率下编码方案之间的关系研究较少.针
对网络拓扑已知的环境,文献[6]提出了确定性网络编码方法,运用网络的全局拓扑知识采用集中式的方法首先

求出组播容量,再确定每一信道的编码系数,然后采用确定性网络编码传输方法传输数据,这是一种理想的数据

传输方案.针对拓扑未知的环境,文献[8]提出了随机网络编码方法(random network coding,简称 RNC). 
在实际应用中,运用线性网络编码技术会面临以下问题:1) 有时需要以不同的组播率进行数据传输,若采

用已有的方法,则针对不同的组播率需要设计不同的编码方案,不仅增加了计算量,因编码节点需保存不同组播

率下的编码系数,还占用了大量的存储空间;2) 尽管有文献[9,10]基于网络编码提出了分布式计算最小编码信

道数的方法,在假定信道能反向传输数据的前提下,针对某一指定的可行组播率(不超过组播容量),采用启发式

方法与 RNC 相结合的策略,给出了计算满足指定组播率条件下网络所需的最小编码信道数的方法,但必须事先

给定一个可行的组播率,且只能求出最小编码信道数而不能构造相应的编码方案;3) 文献[11]研究了网络编码

的最小花费问题,在一定的假设条件下给出了一个分布式求解方法,但需同样假定组播容量是已知的;4) 文献

[12,13]研究了动态网络拓扑环境下的线性网络编码问题,均假定组播容量是已知且不变的.而在实际应用中,若
源点缺乏全局网络拓扑知识,获知网络的组播容量是一件困难的事情,从而选定一个可行的组播率也是困难的;
此外,在数据传输过程中,因接收点的随机加入或离开,节点或链路的失效会造成网络拓扑随时间动态变化,从
而导致了组播容量的变化.为使网络吞吐率尽可能地大,组播率应与组播容量相等.因此,在数据传输过程中需

要动态地测试组播容量,以便动态地更改组播率. 
针对单源组播网络,通过对线性网络编码的内在机理进行分析,提出了不同组播率下编码方案的导出与扩

展技术:一个组播率为 h的编码方案能够导出一个组播率为 k(2≤k≤h)的编码方案,而后者仅在源点输出信道的

编码系数略有不同;而一个组播率为 k 的编码方案通过扩展源点输出信道的编码系数,便可以得到一个组播率

为 h 的编码方案.运用线性代数的相关理论对互为导出与扩展的两个编码方案进行研究,我们发现,信道的全局

编码向量具有确定的关系.运用这一关系,结合 RNC,推导出了几个重要的性质.这些性质对于运用线性网络编

码技术具有一定的实用价值,能够有效地解决以下问题:不同组播率下的编码方案可共享编码系数,而不需重新

构造编码方案;可以在线测试组播容量,且能把测试组播容量嵌入到数据传输过程中,而不会中断数据传输;能
在线构造确定的编码方案.本文列出了几个方面的应用,特别针对网络拓扑动态变化的单源组播网络进行了重

点研究 ,在假定宿点能反馈信息至源点的条件下 ,提出了基于重传与变组播率的随机网络编码方法(random  
network coding based on retransmission and variable multicast rate,简称 RNC-RVMR).在数据传输过程中动态测

试组播容量并调整组播率,以适应网络拓扑的变化.该方法与 RNC 相比可以提高网络的吞吐率.我们对列出的

应用进行了仿真实验,结果验证了理论分析的结论. 

1   相关知识 

以下根据文献[5]来叙述线性网络编码的相关定义.一个单源组播网络用有向无环多重图 G=(V,E)表示,其
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中,V 为节点集,E 为有向边集,T⊂V 代表宿点集,s∈V 是源点.为讨论方便,限定链路的容量为整数.若网络节点之

间存在容量大于 1 的有向链路,把它分成多条有向边.有向边 e=(u,v)∈E 代表节点 u 至节点 v 的单位容量的有向

信道,其中:u 称为 e 的始点,记为 u=tail(e);v 称为 e 的终点,记为 v=head(e).记 In(v)={d∈E:head(d)=v}为 v 的输入

信道集合,记 Out(u)={e∈E:tail(e)=u}为 u 的输出信道集合. 
定义 1(组播率和组播容量). 单源组播网络的组播率是指源点的数据传输速率,记为 h;组播容量记为 C,等

于源点与所有宿点之间的最小割值[1]. 
线性网络编码操作在有限域(也称为伽罗华域)上,本文采用伽罗华域 GF(2m)[14],信息的编码操作对应于伽

罗华域上的字符运算.在单位时间内,假设源点播出的信息字符为 x1,x2,…,xh,每一字符均为 m 比特,属于 GF(2m)
上的字符.信道 e∈E 传输的信息记为 y(e),也属于 GF(2m)上的字符. 

定义 2(局部编码向量). 采用线性网络编码,每一节点的输出信道 e传输的信息是该节点所有输入信道传输

信息的线性组合.这个线性组合的系数构成该信道的局部编码向量,记为 m(e).则有: 
 m(e)={md,e∈GF(2m):d∈In(tail(e))} (1) 
 ,

( ( ))
( ) ( )d e

d In tail e
y e m y d

∈

= ∑  (2) 

定义 3(全局编码向量和全局编码矩阵). 若采用线性网络编码以组播率 h 传输数据,每一信道 e 传输的信息

均可以表示为源点播出信息 x1,x2,…,xh 的线性组合,这个线性组合的系数构成一个向量,记为 g(e)=(ge,1,ge,2,…, 
ge,h),则 

 ,
1
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h

e i i
i

y e g x
=
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e m d
∈

= ∑g g  (4) 

对于任意节点 v∈V,该节点所有输入信道的全局编码向量构成了一个|In(v)|行、h 列的矩阵,称为该节点的

全局编码矩阵,记为 Mv,每一信道的全局编码向量构成矩阵的一个行向量(注:|⋅|为集合的元素个数或向量的分

量个数,以下同).由公式(3),宿点可以通过其全局编码矩阵和接收到的信息字符形成一个线性方程组,只有当该

线性方程组的系数矩阵的秩等于组播率 h,宿点才能恢复出源点的信息. 
由公式(4),不难得出 g(e)=m(e)Mv(这里是一个 1 行、|In(v)|列的矩阵和一个|In(v)|行、h 列矩阵的乘积). 
定义 4(编码方案). 单源组播网络以组播率 h 采用线性网络编码进行数据传输,各信道的局部编码向量的

集合称为一个组播率为 h 的编码方案.在该编码方案下,若所有宿点的全局编码矩阵的秩均为 h,则称为一个可

行编码方案. 
一个编码方案不一定是可行的,其最大组播率为 H=|Out(s)|;若是可行的,其组播率不能超过组播容量[2]. 

文献[8]提出了 RNC,与确定性网络编码方法[6]相比,该方

法不需要获知全局网络拓扑知识.它在数据传输过程中随机

地产生编码系数,即所有编码节点为其输出信道随机生成局

部编码向量,为使宿点实现解码.每一编码节点不仅需要进行

信息编码运算,同时还需要计算输出信道的全局编码向量,且
把全局编码向量与传输的信息以数据包形式沿输出信道传输

至下游节点.根据文献[5],若组播率为 h,则信道上传输的数据

包的格式如图 1 所示. 
L 称为数据块的长度,在一批数据传输叶,源点播出了 hL 个字符.一般来说,源点需播出的信息量远远超过

这个数,因而需要进行若干批数据传输才能完成整个数据传输任务. 

2   线性网络编码方案的导出与扩展 

以下提出了不同组播率下线性网络编码的导出与扩展技术.对于一个单源组播网络 G,在选定了伽罗华域

Fig.1  Structure of a data packet with RNC
图 1  随机线性网络编码的数据包格式
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GF(2m)的前提下,构造一个单源组播网络的编码方案需要确定组播率 h 和各信道的局部编码向量.由定义 4,一
个单源组播网络的网络编码方案是所有信道的局部编码向量的集合,在本文中,用ξ,ψ,ζ等符号表示编码方案

(编码方案是各信道的局部编码向量的集合,则这里的ξ,ψ,ζ表示集合变量).因每一编码方案必须对应于一个确

定的组播率,则需要研究不同组播率下的编码方案之间的关系. 
定义 5. 一个编码方案ξ对应的组播率记为δ(ξ);在编码方案ξ下,对于信道 e∈E,其局部编码向量记为 m(e,ξ),

全局编码向量记为 g(e,ξ);节点 v 的全局编码矩阵记为 M(v,ξ). 
由定义 2 和定义 3,在编码方案ξ下,信道 e 的局部编码向量的维数为|In(tail(e))|,全局编码向量的维数为δ(ξ). 
对于编码方案ξ,不妨记其组播率为 h(h=δ(ξ)),源点相当于具有 h 条虚拟输入信道,它们把要传输的 h 个字符

以及 h 维向量空间上的 h 个单位向量分别注入至源点,则对于源点的输出信道,其局部编码向量的维数也是 h,
且全局编码向量与局部编码向量相等.而其余信道的局部编码向量的维数与组播率 h 无关,即 

 
| ( ( )) |,  ( )

| ( , ) |
,                   ( ) 
In tail e e Out s

e
h e Out s

ξ
∉⎧

= ⎨
∈⎩

若

若
m  (5) 

由公式(5),组播率为 h 的编码方案ξ包含了组播率为 k(2≤k≤h)的编码方案(指在同一伽罗华域下,下同). 
定义 6(线性网络编码方案的导出与扩展). 对于一个编码方案ξ,其组播率δ(ξ)记为 h,则称由公式(6)确定的

一个编码方案ζ(其组播率δ(ζ)记 k(2≤k≤h))是由ξ导出的,称ξ是由ζ扩展而成,并称ξ和ζ具有导出与扩展关系. 
 ζ={m(e,ζ):e∈E 且 m(e,ζ)满足公式(7)} (6) 

 
 ( , ) ,  ( ) 

( , )
( , ),                                    ( )

e k e Out s
e

e e Out s
ξ

ζ
ξ

∈⎧
= ⎨

∉⎩

由 的前 个分量构成m
m

m
 (7) 

公式(7)的含义为:当 e 为源点 s 的输出信道时,则信道 e 在编码方案ζ下的局部编码向量由在编码方案ξ下的

局部编码向量的前 k 个分量构成;对于其他信道,在ζ下的局部编码向量与ξ下的局部编码向量相同.例如,图 2 中

的ζ是由ξ导出的. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  An illustration for generation and extension of coding schemes 
图 2  编码方案的导出与扩展示意图 

从定义 6 可知,对于一个组播率为 k 的编码方案,只要对源点输出信道的局部编码向量进行扩展,在每一个

局部编码向量尾部添加 h−k 个分量,构成维数为 h 的向量,而对于其他信道保持其局部编码向量不变,则形成了

一个组播率为 h 的编码方案. 
定理 1. 对于一个组播率为 k(2≤k)的编码方案,可以由某一个组播率为 h(k≤h)的编码方案导出;反之,一个

组播率为 h 的编码方案可以由某一个组播率为 k 的编码方案扩展而成. 
定理 1 可以根据定义 6 推出,显然成立. 
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3   几个重要性质 

对于具有导出与扩展关系的两个编码方案,分别记为ξ和ζ,其组播率分别为 h 和 k.在这两个编码方案下,每
一信道的全局编码向量可以唯一确定.对于同一信道,它们在这两个编码方案下的全局编码向量分别为 g(e,ξ)
和 g(e,ζ).那么这两个向量具有什么关系?以下讨论这个问题. 

定理 2. 设有两个整数 k 和 h,且满足 2≤k≤h.ξ是某一个编码方案,且δ(ξ)=h;ζ是由ξ导出的编码方案,且
δ(ζ)=k.则在两个编码方案下,对于任意信道 e∈E,它的全局编码向量具有以下关系:g(e,ζ)的 k 个分量与 g(e,ξ)的
前 k 个分量对应相同.即,若 g(e,ξ)=(g1,g2,…,gk,gk+1,…,gh),则 g(e,ζ)=(g1,g2,…,gk). 

证明:采用归纳法. 
1) 当 e∈Out(s)时,由上所述,源点输出信道的局部编码向量与全局编码向量相等,则有 g(e,ζ)=m(e,ζ),g(e,ξ)= 

m(e,ξ)成立.根据定义 6,结论成立. 
2) 假设对于编码节点 v(v≠s),若 d∈In(v)时结论成立,即 g(d,ξ)=(g(d,ζ)g′).其中,g′是一个含有 h−k 个分量的向

量
∗∗.不妨记节点 v 的输入信道分别为 d1,d2,…,d|In(v)|,并注意到定义 3,节点的全局编码矩阵是由其输入信道的全

局编码向量组成,则 
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其中,M′是一个|In(v)|行、h−k 列的矩阵. 
因ζ是由ξ导出的,对于 e∈Out(v),由定义 6 有 m(e,ζ)=m(e,ξ). 
假定 m(e,ζ)=(m1,m2,…,m|In(v)|),再根据公式(4),则 
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结合公式(8)~公式(11),并根据分块矩阵相乘的性质,得出 
g(e,ξ)=m(e,ξ)M(v,ξ)=m(e,ζ)(M(v,ζ)M′)=(g(e,ζ)m(e,ζ)M′). 

因此,g(e,ξ)写成了两部分:前一部分就是 g(e,ζ),共有 k 个分量;后一部分由 m(e,ζ)M′求出,共有 h−k 个分量.
从而说明了对于节点 v 的输出信道,结论也成立. 

上面说明了这样一个事实:定理的结论对于源点输出信道的全局编码向量是成立的.而对于非源点的节点,
只要定理的结论对于输入信道的全局编码向量是成立的,则定理的结论对其输出信道的全局编码向量必定是

                                                             

∗∗ 这里把向量写成了矩阵形式,并利用了矩阵分块的概念:把一个 h 维的向量看成是一个 1 行 h 列的矩阵.例如,(1,2,3,4)=(1 2 3 
4)=((1 2) (3 4)). 
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成立的. 
因单源组播网络是一个有向无环图,所有的节点存在一个偏序,按照这个偏序反复使用公式(4),则可以把所

有信道的全局编码向量求出.由归纳法原理,结论成立.证毕. □ 
图 2 给出了定理 2 的一个示例.在图 2 中,各链路的容量均为 1,s 为源点,r1 和 r2 为宿点.ξ是一个组播率为 3

的编码方案,而ζ是由ξ导出且组播率为 2 的编码方案.采用的伽罗华域为 GF(22),其生成多项式为 x2+x+1.分别在

两个编码方案下采用公式(4)计算信道的全局编码向量,所得结果如图 2 所示.为书写方便,各分量写成 4 进制形

式,显然满足定理 2 的结论. 
节点 v 的全局编码矩阵 M(v,ξ)是一个|In(v)|行、h 列的矩阵,若选取该矩阵的前 k 列,则可构成一个|In(v)|行、

k 列的矩阵. 
定义 7(N(A,k)). 设 A 是一个矩阵,而 k 是一个不超过矩阵 A 的列数的正整数,记 N(A,k)是由矩阵 A 的前 k

列构成的矩阵. 
N(A,k)是一个这样的矩阵,其行数与 A 的行数相同,列数为 k. 
推论 1. 若ξ是组播率为 h 的一个编码方案,而ζ是由ξ导出且组播率为 k 的编码方案,则对于任一节点 v∈T,

在编码方案ζ下的全局编码矩阵是由在编码方案ξ下的全局编码矩阵的前 k 列组成,即 
 M(v,ζ)=N(M(v,ξ),k) (12) 

证明:由定理 2,并根据定义 3,节点的全局编码矩阵由其输入信道的全局编码向量组成,每一个向量组成了

矩阵的一行,显然结论成立.证毕.  □ 

推论 2. 若ξ是组播率为 h 的一个编码方案,而ζ是由ξ导出且组播率为 k 的编码方案,则ζ是可行编码方案的

充分必要条件是,对于每一个宿点 r∈T,有 rank(N(M(r,ξ),k))=k.其中,rank(⋅)表示矩阵的秩. 
证明:根据推论 1,对于每一宿点 r∈T,它在编码方案ζ下的全局编码矩阵为 N(M(v,ξ),k),即 M(r,ζ)=N(M(r,ξ), 

k),再根据定义 4,结论成立.证毕.  □ 
性质 1. 若ξ是一个组播率为 h 的可行编码方案,且 2≤k≤h,则由ξ导出且组播率为 k 的编码方案ζ必定是可

行的. 
证明:因ξ是可行的,从而任一宿点 r∈T 在ξ下的全局编码矩阵的秩为 h,即 rank(M(r,ξ))=h 成立.注意到这个

矩阵只有 h 列,且矩阵的行数不小于 h,从而这个矩阵的 h 个列向量必定线性无关.那么,该矩阵的前 k 个列向量

必定线性无关,由这个矩阵的前 k 列构成的矩阵其秩必为 k,即 rank(N(M(v,ξ),k))=k 成立.再由推论 1,则任一宿点

在编码方案ζ下的全局编码矩阵的秩必为 k,由推论 2,结论成立.证毕.  □ 
源点 s 能获知其输出信道数 H=|Out(s)|,记 Vs={s},则 ,Vs Vs〈 〉 是分离源点 s 与所有宿点的一个割集,其割值为 

H,记 C 为组播容量.由定义 1,则有 C≤H.从而,H 为源点选定组播率提供了一个上界. 
在单组播网络中,让 maxflow(s,r)为分离源点 s 与宿点 r 的最小割值.在单源组播网络中,若以组播率 H 采用

随机网络编码方法组播数据至所有宿点,相当于随机构造了一个组播率为 H 的编码方案.不妨记其编码方案为

ψ,且满足δ(ψ)=H. 
引理 1. 设ψ是一个组播率为 H 的编码方案,则在编码方案ψ下,每一宿点 r∈T 的全局编码矩阵的秩不会超

过 maxflow(s,r),即 
 rank(M(r,ψ))≤maxflow(s,r),r∈T (13) 

证明:由最大流-最小割定理,对于宿点 r∈T,必存在一个分离源点 s 与宿点 r 的最小割,该割中有且只有

maxflow(s,r)条信道,这maxflow(s,r)条信道携带的全局编码向量张成了H维向量空间的一个子空间,该子空间的

秩不超过 maxflow(s,r).由线性网络编码的特点[2],宿点 r 的每一输入信道的全局编码向量一定可以表示成这个

最小割中的信道所携带的全局编码向量的线性组合.由线性代数知识,宿点 r 的全局编码矩阵的秩不能超过

maxflow(s,r),不等式(13)成立.证毕.  □ 
在不等式(13)两边取最小值,再由定义 1,则下式成立: 

 min{ ( ( , )} min{max ( , )}
r T r T

rank r flow s r Cψ
∈ ∈

=≤M  (14) 
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文献[8]指出:在单源组播网络中以组播率 C 采用 RNC 组播数据,且采用的伽罗华域的阶为 q(q>|T|,|T|为宿

点个数),则所有宿点全局编码矩阵的秩均为 C 的概率大于 0.当伽罗华域的阶足够大时,这个概率接近于 1,不妨

记这个概率为 Pq.注意到当所有宿点的全局编码矩阵的秩为 C 时,则对应一个组播率为 C 的可行编码方案.由于

RNC产生的编码系数在伽罗华域上是均匀和随机的,从而以组播率为C采用RNC进行数据传输,相当从组播率

为 C 的所有编码方案中随机地选择了一个编码方案,该编码方案是可行的概率为 Pq. 
定理 3. 在单源组播网络中以组播率 H 采用 RNC 组播数据,且采用的伽罗华域的阶为 q(q>|T|).记相应的编

码方案为ψ,宿点 r∈T 的全局编码矩阵的前 C 列构成的矩阵记为 N(M(r,ψ),C),则对于所有宿点 r,矩阵

N(M(r,ψ),C)的秩等于 C 的概率为 Pq,即 

 { }: ( ( ( ( , ), )) )r qr T
P rank N M r C C Pψ ψ

∈
∧ = =  (15) 

其中,Pr(⋅)表示概率,∧表示逻辑与. 
证明:在其阶为 q 的伽罗华域下,不妨假设有 α 个组播率为 C 的编码方案,其中有 β 个是可行的.注意到随机

产生一个组播率为 C 的编码方案,相当于在 α 个组播率为 C 的编码方案中均匀随机地选择一个,那么其选中的

编码方案为可行的概率为 β/α.如上所述 ,采用 RNC 组播数据至网络 ,相当于随机生成了一个编码方案,则
Pq=β/α.再注意到 C≤H,并由定理 1:每一个组播率为 C 的编码方案均可以由某一个组播率为 H 的编码方案导

出,每一个组播率为 H 的编码方案均可以由某一个组播率为 C 的编码方案扩展而成.则对组播率为 C 的编码方

案,只需对源点输出信道的局部编码向量进行扩展,每一向量扩展 H−C 个分量,便构成了组播率为 H 的编码方

案.注意到源点有 H 条输出信道,在对组播率为 C 的编码方案扩展至组播率为 H 的编码方案时,源点每一输出信

道的局部编码向量扩展了 H−C 个分量,则组播率为 H 的编码方案比组播率为 C 的编码方案多了 H(H−C)个分

量,由 RNC 在 q 阶伽罗华域上取各分量值的均匀性和随机性,再根据乘法原理,则组播率为 H 的编码方案数为

αqH(H−C),其中有 βqH(H−C)个编码方案是由组播率为 C 的可行编码方案扩展而成的,因而随机构造一个组播率为

H 的编码方案,它是由组播率为 C 的可行编码方案扩展而成的概率为 Pq.由推论 2,结论成立.证毕.  □ 
性质 2. 对于单源组播网络,以组播率 H 采用 RNC 传输数据,不妨记其编码方案为ψ,则宿点 r∈T 接收到所

有的数据包后,析出全局编码矩阵,并按公式(16)计算χ(r,ψ),源点按公式(17)计算σ(ψ),则: 
1) σ(ψ)不超过 C; 
2) 当采用的伽罗华域足够大时,σ(ψ)=C 的概率接近于 1. 

 
1

( , ) max { : ( ( ( , ), )) }
h H

r h rank r h hχ ψ ψ= =
≤ ≤

N M  (16) 

 ( ) min{ ( , )}
r T

rσ ψ χ ψ
∈

=  (17) 

证明:根据定义 7,对于任一宿点 r∈T,N(M(r,ψ),h)是由 M(r,ψ)前 h 列构成的矩阵.由矩阵的性质,当 h≤H 时,
必有 

rank(N(M(r,ψ),h))≤rank(M(r,ψ)) 
成立,再根据公式(16),从而有 

χ(r,ψ)=max{h:rank(N(M(r,ψ),h))=h}≤rank(M(r,ψ)) 
成立,对上式的两端取最小值,有 

min{ ( , )} min{ ( ( , ))}
r T r T

r rank rχ ψ ψ
∈ ∈

≤ M  

成立,再根据公式(14)、公式(17),必定有σ(ψ)≤C,从而上面的结论 1)成立. 
又根据定理 3,则σ(ψ)≥C 的概率为 Pq,从而当伽罗华域较大时,σ(ψ)=C 的概率接近于 1.证毕.  □ 
显然 ,由公式(17)求出的σ(ψ)是一个整数 ,且对于任一宿点 r,有σ(ψ)≤χ(r,ψ).而由公式(16),M(r,ψ)的前

χ(r,ψ)列构成的矩阵其秩必为χ(r,ψ),则 M(r,ψ)的前σ(ψ)列构成的矩阵其秩必为σ(ψ),从而可从ψ中导出一个组

播率为σ (ψ)的可行编码方案. 
公式(16)的含义是:对于任一宿点 r,寻找一个最大的 h,且满足全局编码矩阵 M(r,ψ)的前 h 列构成的矩阵的

秩为 h.可以通过对矩阵 M(r,ψ)作行初等变换,把矩阵化为上三角形式来计算公式(16),限于篇幅,不作详细讨论. 
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若取整数 k,且满足σ(ψ)<k≤H,由公式(17),则必存在一个宿点 r′,有 k>χ(r′,ψ),即 M(r′,ψ)的前 k 列构成的矩

阵其秩小于 k.由推论 2,则由编码方案ψ导出的一个组播率为 k 的编码方案必定是不可行的.因此,σ(ψ)是所有从

ψ中导出的可行编码方案的最大组播率.从而以下定理显然成立. 
定理 4. 对于一个组播率为 H 的编码方案ψ,按公式(17)计算σ(ψ),则可以从ψ中导出一个组播率为σ(ψ)的可

行编码方案,且σ(ψ)是所有从ψ中导出的可行编码方案的最大组播率. 

4   应  用 

以上定理、推论与性质有助于有效地运用线性网络编码技术,具有一定的实用价值,以下列举几个应用. 

4.1   不同组播率下编码系数的共享 

由性质 1,若单源组播网络具有一个组播率为 h 的可行编码方案,则可以任意选择组播率 k(2≤k≤h)进行数

据传输,而不用重新构造编码方案. 
记原有可行编码方案为ξ,其组播率为δ(ξ)=h,若采用组播率 k 进行数据传输,则可以采用ξ的导出编码方案.

由性质 1,ξ的导出编码方案必定是可行的.在组播率为 k 的导出编码方案下,源点输出信道的局部编码向量取其

在ξ下的局部编码向量的前 k 个分量,而其余信道的局部编码向量保持不变,从而各节点只要保存组播率为 h 的

可行编码方案的编码系数,便可以采用组播率 k 进行数据传输. 

4.2   测试组播容量及构造编码方案 

性质 2 提供了一个测试组播容量的方法.因源点能够获知其输出信道数 H,则能以组播率 H 采用 RNC 组播

实验包至所有宿点,由于仅关心宿点的全局编码矩阵,则数据块可以为空,实验包的格式如图 3 所示. 
若以组播率为H采用RNC组播实验包至网络,相当于随机产生了一个编码方案,不妨记为ψ(其中,δ(ψ)=H).

所有宿点只需按公式(16)计算χ(r,ψ),源点按公式(17)计算σ(ψ),则由定理 3 和性质 2,当伽罗华域较大时,σ(ψ)=C
的概率为 Pq 且接近于 1.把一次传输实验包的过程称为一次测试,为确保测

试出组播容量,对于网络拓扑不变的环境可以采用蒙托卡罗法进行多次测

试.在多次测试中,记录最好的测试结果,因每次测试均为独立随机的实验,
相当于进行贝努里实验.若进行 n 次测试,则能测试出组播容量的概率为

1−(1−Pq)n.显然,当采用的伽罗华域较大且测试次数较多时,能测试出组播容

量是一个大概率事件.这一策略还可以用于构造编码方案,只需在测试过程

中各节点保存σ(ψ)值最大时对应的编码系数,则在测试出组播容量 C 的同

时,可以从中导出组播率为 C 的编码方案,则构造出了组播率为 C 的可行编码方案.与文献[6]提出的确定性网络

编码方法相比,该方法具有操作简单的特点. 
对于静态网络(网络拓扑在完成整个数据传输任务的过程中不会发生变化),若所有宿点能反馈信息至源

点,则可以在线测试组播容量并构造出确定的网络编码方案,且各编码系数保存在相应的节点中,从而可以采用

确定的网络编码数据传输策略传输数据. 

4.3   动态环境下单源组播网络编码数据传输策略 

在实际应用中,对单源组播网络来说,一方面源点很难获知全局网络拓扑信息;另一方面,因链路失效,或者

因存在多个数据传输任务而相互竞争网络资源,从而实现同一传输任务的网络拓扑是动态变化的.此外,对于某

些单源组播传输任务来说,宿点要求完整、正确地接收源点播出的信息. 
假设源点不能获知整个网络的全局拓扑知识,每一宿点存在至源点的反馈路径,通过该路径可以反馈信息

至源点;每一节点具有足够的存储空间以保存相应的信息,并具有任一阶伽罗华域的计算能力;在整个数据传输

过程中,网络拓扑会发生变化;信道是无错的.即,信道要么传输信息正确;要么信道无效,不传输任何信息.我们的

目标是,设计一个有效的网络编码数据传输策略,使网络的吞吐率尽可能地大,并使所有宿点能够完整、正确地

接收源点播出的信息. 

Fig.3  Structure of a trial packet
图 3  实验包的结构 
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针对这类问题,源点选取合适的组播率进行网络编码数据传输,是提高吞吐率的关键,只有当组播率不超过

且接近组播容量时,才能使网络的吞吐率较大.若组播率大于组播容量,必定会有宿点不能恢复出源点的信息;
若组播率小于组播容量,则浪费了网络资源.因网络拓扑未知,显然不能采用确定性网络编码传输策略,也不能

单纯地采用RNC,因为采用RNC的前提是必须事先确定组播率.我们利用线性网络编码的导出与扩展技术提出

了 RNC-RVMR,利用宿点能反馈信息至源点的特性,采用重传和在数据传输过程中测试组播容量相结合的策

略,动态地更改组播率并重传宿点不能解码的信息. 
RNC-RVMR 的基本思想是:采用 RNC 同时实现两个组播率 H 与 h 的数据传输,以组播率为 H 的编码方案

测试组播容量,因测试组播容量仅关心宿点的全局编码矩阵的秩,从而只需传输全局编码向量,不用传输数据;
以组播率为 h 的编码方案实现数据传输.因此在一次数据传

输过程中 , 相当于随机产生了两个编码方案 ψ 和 ξ, 其
中,δ(ψ)=H,δ(ξ)=h,且ξ是由ψ导出的编码方案 .信道上传输的

数据包格式如图 4 所示. 
实施方法如下:源点相当于具有 H 条虚拟输入信道,它们

分别注入 H 维向量空间的单位向量至源点 s,记为 p1,p2,…,pH,
前 h 条虚拟输入信道分别把要发送的字符注入至源点 s,记为

x1,x2,…,xh,如图 5 所示.图 5 表示一个动态环境下的单源组播网络在静态时的拓扑结构,其中,s 是源点,r1~r5 均为

宿点,其余为中间节点,源点需组播数据至所有的宿点. 
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Fig.5  Vectors and characters injected by the imaginary incoming channels of the source node 

图 5  源点虚拟输入信道注入的向量与字符 

对于源点 s 的输出信道 e∈Out(s),其局部编码向量 m(e)是一个 H 维的向量,设 m(e)=(me,1,…,me,H),各分量由

源点随机产生,则信道 e 传输的全局编码向量与字符分别按公式(18)和公式(19)计算. 
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Fig.4  Structure of data packet of RNC-RVMR
图 4  RNC-RVMR 的数据包格式 
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若 e∈Out(v)(v≠s),其局部编码向量见公式(1),各分量由节点 v 随机产生,信道 e 传输的全局编码向量和字符

分别按公式(4)和公式(2)计算. 
宿点接收到所有的数据包后,从中析出全局编码矩阵 M(r,ψ).注意到 M(r,ψ)是一个|In(r)|行、H 列的矩阵,

由推论 1,该矩阵的前 h 列恰好是宿点在编码方案ξ下的全局编码矩阵,记为 M(r,ξ).若 M(r,ξ)的秩为 h,则利用

M(r,ξ)来进行解码,否则不能解码.宿点再按公式(16)计算χ(r,ψ),然后把是否能解码的信息和χ(r,ψ)的值通过反

馈路径发送至源点. 
源点在收到了所有宿点的反馈信息后,首先判断是否需要重传,只要存在一个宿点不能解码,则源点以相同

的组播率重传该批信息,否则进行下一批数据传输.在进行下一批数据传输前,源点按公式(17)计算σ(ψ),并根据

σ(ψ)来调整组播率.有校正和不校正两种方法,采用不校正的方法时,取组播率为σ(ψ),即让下一批数据传输的组

播率与测试值σ(ψ)相等;采用校正的方法是让组播率略低于σ(ψ),即按公式(20)调整组播率,其中,p 为调整量. 

 
( ),        
( ) ,  

h
p

σ ψ
σ ψ

⎧
= ⎨

−⎩

不校正

校正
 (20) 

设一次数据传输(包括重传)所需的时间为一个时间单位,称为一个时间段,在整个数据传输过程中,用序号 t
来标识各时间段.事实上,σ(ψ)反映了上一时间段网络的组播容量.当网络的组播容量在相邻两个时间段间的变

化不很频繁时,则可以采用不校正的方法. 
为使宿点区分是重传还是新传输的信息,数据包的包头应携带传输的批号.当宿点发现数据包中的批号与

上一批传输的数据包的批号相同时,则能判断出是重传的数据包. 
为使宿点提高重传时解码的概率,每一宿点设置一个缓冲区,用于保存其不能解码的数据包,以便与重传的

数据包一同进行解码(注意到公式(3)和图 4,宿点能从接收到的数据包中析出全局编码向量和字符构成方程,多
个数据包能形成方程组).以下分析表明,这样能提高重传时信息的解码概率.由线性网络编码的原理,很容易得

出如下结论:当源点以相同的组播率采用 RNC 对同一批信息进行两次或多次传输时,宿点可以把两次或多次接

收到的方程联立成方程组,以解出源点播出的信息. 
由前面所述,对于一次数据传输,宿点 r 只能接收到|In(r)|个线性方程.若发生重传时,把原来前一批(或多批)

不能解码的方程一同联立,则所得到的方程数增加,那么从较多的方程中找到秩为 h 的极大无关组的概率也相

应地增大.例如,设组播率为 10,假设某一宿点第一次收到了 9 个的数据包,而这 9 个数据包构成的线性方程组的

秩小于 10,不能解出源点的信息,则要求源点重传.当宿点收到重传的 9个数据包后,连同原来的数据包将可以构

成 18 个线性方程,其中后 9 个方程是重传时接收到的.显然,从这 18 个方程中选择 10 个线性无关的方程比仅从

后 9 个方程中选择将具有较大的概率. 
尽管采用这种策略测试出的组播容量是上一时间段网络的组播容量,但当组播容量的变化具有一定的平

稳性,相邻两个时间段间组播容量的变化不是很频繁,并结合了重传技术,则仍不失为一种较好的策略.它能跟

踪网络拓扑的变化,使组播率尽可能地适应组播容量的变化,且把测试组播容量的操作嵌入至数据传输过程中,
不会中断网络的数据传输.RNC-RVMR 的有效性取决于以下因素:为使测试出的组播容量反映实际值,必须采

用较大阶的伽罗华域;为使传输每一批数据时网络的组播容量与其前一时间段的组播容量接近,要求相邻两个

时间段间的网络组播容量变化不频繁.在这种环境下,RNC-RVMR 比 RNC 提高了网络的吞吐率. 
与 RNC 相比,RNC-RVMR 传输的全局编码向量要增加 H−h 个分量,且宿点需要对矩阵进行两次计算:第 1

次是计算 M(r,ξ)的秩;第 2 次是按公式(16)进行计算.但一般来说,传输的数据块较长,则全局编码向量增加的部

分相对较小.另外,网络编码的宗旨是用节点的计算能力提高网络的吞吐率,当宿点计算速度较快时,提出的方

法是有效的. 
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5   仿真测试 

尽管上述建立了一套完整的理论,并采用数学方法严格证明了其定理、推论和性质的正确性,为使理论更

为可信,需通过仿真测试进一步说明上述定理、推论和性质的正确性和有效性.其仿真过程通过编程在微机上

模拟网络编码的数据传输,其运行环境为 Pentium® D CPU 2.80GHZ. 

5.1   仿真测试1 

测试目标是为了验证性质 1、定理 3、性质 2 的正确性和有效性. 
采用 5 个测试用例,每一个测试用例是一个单源组播网络,采用文献[15]的方法随机产生,并进行手工调整

(去掉一些孤立点,调整部分链路的容量),采用邻接矩阵来表示各测试用例.各测试用例的参数见表 1. 

Table 1  Parameters of test cases 
表 1  各测试用例的参数 

Test case order |V| |E| |T| H C 
1 24 136 10 13 7 
2 36 175 10 11 10 
3 41 202 10 12 9 
4 47 237 10 13 12 
5 52 261 10 14 11 

每一个测试用例的宿点个数|T|均为 10.表中|V|为总的节点个数,|E|为总的信道数,H 为源点的输出信道数,C
为组播容量值. 

测试方法:对每一测试用例,在选定的伽罗华域 GF(2m)下,以组播率 H 采用 RNC 组播数据至网络,称为一次

试播.如上所述,一次试播相当于随机产生了一个组播率为 H 的编码方案,不妨记为ψ.每一测试用例在不同的伽

罗华域下分别试播 500 次,统计出所有宿点全局编码矩阵的前 k(k=k1,C,其中,k1 为不超过组播容量 C 的整 

数 ) 列 构 成 的 矩 阵 N(M(r,ψ),k) 的 秩 为 k 的 概 率 . 即 分 别 统 计 { }1 1: ( ( ( ( , ), )) )r r T
P rank r k kψ ψ

∈
∧ =N M 和

{ }: ( ( ( ( , ), )) )r r T
P rank r C Cψ ψ

∈
∧ =N M ,所得结果见表 2. 

Table 2  Simulation results 
表 2  仿真结果 

Test case No.1 Test case No.2 Test No.3 Test case No.4 Test case No.5 m 
k=6 k=7 k=9 k=10 k=8 k=9 k=10 k=12 k=10 k=11 

4 0.926 0.352 0.878 0.288 0.972 0.702 0.996 0.340 0.992 0.926 
5 0.986 0.654 0.972 0.590 0.992 0.836 0.998 0.664 1.000 0.954 
6 0.996 0.776 0.994 0.790 0.998 0.946 1.000 0.804 1.000 0.984 
7 1.000 0.896 0.996 0.910 0.998 0.962 1.000 0.908 1.000 0.992 
8 1.000 0.956 1.000 0.956 1.000 0.974 1.000 0.946 1.000 0.996 
9 1.000 0.976 1.000 0.976 1.000 0.992 1.000 0.984 1.000 1.000 

10 1.000 0.990 1.000 0.990 1.000 0.998 1.000 0.986 1.000 1.000 
11 1.000 0.998 1.000 0.994 1.000 0.998 1.000 0.994 1.000 1.000 
12 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

根据前面的阐述,事实上,每次试播时,随机产生了 3 个编码方案,其组播率分别为 k1,C,H.当 H>C 时,第 3 个

编码方案必定是不可行的,前两个编码方案均是第 3 个编码方案的导出编码方案,第 1 个编码方案也是第 2 个

编码方案的导出编码方案.对每一次试播,我们还验证当第 2 个编码方案可行时,第 1 个编码方案的可行性. 
例如:对于测试用例 2,选定一个伽罗华域 GF(24),以组播率 11 从源点采用 RNC 组播数据至网络 500 次,每

一次数据传输相当于随机产生了一个编码方案,不妨记为ψ,每一宿点 r 对应的全局编码矩阵为 M(r,ψ).然后分

别计算 N(M(r,ψ),9)和 N(M(r,ψ),10)的秩(这里取 k1=9,C=10).对于所有的宿点 r∈T,若 N(M(r,ψ),9)的秩均为 9,称
之为命中一次,表 2 中的 0.878 就是 500 次试播中所有宿点的全局编码矩阵的前 9 列构成的矩阵其秩为 9 的概

率.同理,0.288 是 500 次测试中每一宿点的全局编码矩阵的前 10 列构成的矩阵的秩为 10 的概率. 
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对测试用例 1 的仿真结果进行分析:注意到整数 10 为测试用例 1 的组播容量,从而说明了对于测试用例 1,
若采用伽罗华域为 GF(24),公式(15)的概率仅为 0.288;若采用的伽罗华域为 GF(211),则公式(15)的概率达到了

0.994.若采用性质 2的方法计算σ(ψ),则σ(ψ)=10的概率为 0.994,从而说明了若采用性质 2的方法测试组播容量,
则在 500 次试播中有 497 次能够测试出组播容量.从而当伽罗华域较大时,公式(15)的概率较大,采用性质 2 的方

法能够测试出组播容量也是一个大概率事件. 
对于其他的测试用例,结合表 1 中的组播容量值对表 2 的仿真结果进行观察,得到了相似的结论,从而验证

了定理 3、性质 2 的正确性. 
实验结果还表明,每当第 2 个编码方案是可行的,第 1 个编码方案也是可行的,从而验证了性质 1 的正确性. 
从表 2 可以看出,所采用的伽罗华域只需 m>8.对于每一个测试用例,无论公式(15)的概率还是性质 2 中

σ(ψ)=C 的概率均接近于 1.即对于所选的测试用例来说,并不需要很大的伽罗华域. 
注 意 以 下 事 实 : 采 用 公 式 (17) 求 σ(ψ), 则 σ(ψ)) ≥ k(k ≤ C) 的 充 要 条 件 是 对 于 所 有 的 r∈T, 有

rank(N(M(r,ψ),k))=k 成立.从表 2 中可以看出,当 m 较大时,对于单次试播,尽管公式(17)中的σ(ψ)可能达不到 C,
但与 C 很接近.例如,对于测试用例 1,5,当 m>6 时,每一次试播均使σ(ψ)的值不低于 C−1. 

5.2   仿真测试2 

验证采用线性网络编码的导出与扩展技术测试组播容量的可行性和有效性.测试方法是:设置一个变量 w,
初始时置 0,源点以组播率 H 采用 RNC 组播实验包至网络,宿点按公式(16)计算χ(r,ψ),源点按公式(17)计算σ(ψ),
并采用蒙托卡罗算法进行多次试播,记录最好的试播结果.即每次试播结束把 w 值与σ(ψ)值进行比较,若 w 值较

小,则把σ(ψ)值替换 w 值.停止试播的条件为:当连续 3 次 w 值不被更改时停止试播.在不同的伽罗华域下分别针

对以上提出的测试用例进行仿真测试,每一种情况测试 100 次,统计出平均试播次数,仿真结果见表 3. 

Table 3  Average number of trials for testing multicast capacity 
表 3  测试组播容量所需的平均试播次数 

m 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Test case No.1 6.14 4.53 4.27 4.18 4.03 4.02 4.00 4.00 4.00 
Test case No.2 7.26 4.85 4.30 4.09 4.09 4.02 4.02 4.01 4.00 
Test case No.3 4.55 4.15 4.06 4.05 4.02 4.00 4.00 4.00 4.00 
Test case No.4 5.64 4.58 4.27 4.12 4.03 4.03 4.03 4.00 4.00 
Test case No.5 4.07 4.04 4.03 4.00 4.00 4.00 4.00 4.00 4.00 

仿真结果表明,采用这种方法均能测试出组播容量,且随着所采用的伽罗华域的阶增大,所需的平均试播次

数明显减少,说明了方法的可行性和有效性. 

5.3   仿真测试3 

以测试用例 5 为基础(假设以上产生的测试用例 5 为网络静态时的拓扑结构)来构造一个动态变化的网络

拓扑:在 t=1,11,21,31 时让网络拓扑发生突变,而在接下来的时间段内网络拓扑不发生变化.而突变是在静态网

络的基础上让每一信道的失效率为(t−15)2/800,通过计算机模拟记录每一批数据传输时网络拓扑的变化,以邻

接矩阵的形式记录下来,并求出各时间段的组播容量,见表 4. 

Table 4  Multicast capacity in different time slots 
表 4  各时间段的组播容量 

t 1 2 … 11 12 … 21 22 … 31 32 … 40 
C 5 5 … 7 7 ... 6 6 … 3 3 … 3 

然后,在变化的网络拓扑环境下组播一个长度为 90Kbyte的文件至各宿点,分别采用理想方案、RNC-RVMR 
(组播率不校正)、RNC 进行数据传输,当文件传输完毕,统计信道流过的比特数(如发生数据重传,则信道流过的

比特数累加).为了使实验环境相同,RNC 也采用重传技术,参数设置如下:数据包的包头长度为 20 字节,整个数

据包的长度为 1 020 字节,每一批数据传输恰在一个时间段内完成.在不同阶的伽罗华域(GF(2m))下进行实验,
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每种方法实验 50 次,统计出信道流过的平均比特数,仿真结果如图 6 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.6  Number of bits through a channel 
图 6  信道流过的比特数 

采用网络编码技术时,在同一批数据传输过程中,各信道传输的比特数是相等的.因为采用同步机制,则可

以用信道流过的比特数来衡量网络的吞吐率.当传输完同一文件后,若信道流过的比特数较小,则说明网络的吞

吐率较大.从图 6 可以看出:采用理想方案信道流过的比特数最小,这是因为理想方案不需重传,且每一批数据传

输都采用了最大的组播率,其网络的吞吐率达到最大;RNC-RVMR 为其次,劣于理想方案而优于 RNC;而采用

RNC 时,其网络的吞吐率是最低的.这是因为当组播率较大时(h=7),发生重传输的次数较多;当组播率较小时,会
有相当一部分批次没有充分利用网络的资源.此外,尽管理想方案是最佳的,但对于本文给定的环境显然是不适

合的. 
从图 6 可看出,RNC-RVMR 明显优于 RNC,且当采用的伽罗华域的阶增大时,RNC-RVMR 越接近理想方案

的性能.其原因为,当伽华域的阶增大时:一方面,每批数据传输时均能测试出组播容量,使网络能以较大的组播

率进行数据传输;另一方面,宿点解码成功的概率增大,重传的次数减少.而对于 RNC,因难以选择合适的组播率,
要么组播率较大,必定会引起重传;要么组播率较小,没有充分利用网络资源. 

6   结束语 

针对单源组播网络,通过对线性网络编码的内在机理进行分析,提出了不同组播率下编码方案的导出与扩

展的技术.对具有导出与扩展的两个编码方案进行研究,导出了信道全局编码向量之间的确切关系.利用这个关

系,结合随机线性网络编码方法,得出了几个重要的性质.这些性质有助于有效地运用线性网络编码技术,具有

一定的应用价值.文中列出了 3 个方面的应用:可以实现不同组播率下编码系数的共享;可以分布式地测试组播

容量和编码方案;针对网络拓扑动态变化的环境,提出了 RNC-RVMR,该方法在数据传输过程中动态地测试组

播容量并更改组播率,并结合了重传策略.RNC-RVMR 除具有简单的特点外,与随机网络编码方法相比,还可以

提高网络的吞吐率.对相关的应用进行了仿真测试,仿真结果验证了理论分析的结论. 
下一步的工作是在多源组播环境下,如何对这些理论和应用进行推广. 
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