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Abstract:  This paper studies uncertain graph data mining and especially investigates the problem of mining 
frequent subgraph patterns from uncertain graph data. A data model is introduced for representing uncertainties in 
graphs, and an expected support is employed to evaluate the significance of subgraph patterns. By using the apriori 
property of expected support, a depth-first search-based mining algorithm is proposed with an efficient method for 
computing expected supports and a technique for pruning search space, which reduces the number of subgraph 
isomorphism testings needed by computing expected support from the exponential scale to the linear scale. 
Experimental results show that the proposed algorithm is 3 to 5 orders of magnitude faster than a naïve depth-first 
search algorithm, and is efficient and scalable. 
Key words:  uncertain graph; graph mining; frequent subgraph pattern 

摘  要: 研究不确定图数据的挖掘,主要解决不确定图数据的频繁子图模式挖掘问题.介绍了一种数据模型来表

示图的不确定性,以及一种期望支持度来评价子图模式的重要性.利用期望支持度的 Apriori 性质,给出了一种基于

深度优先搜索策略的挖掘算法.该算法使用高效的期望支持度计算方法和搜索空间裁剪技术,使得计算子图模式的

期望支持度所需的子图同构测试的数量从指数级降低到线性级.实验结果表明,该算法比简单的深度优先搜索算法

快 3~5 个数量级,有很高的效率和可扩展性. 
关键词: 不确定图;图挖掘;频繁子图模式 
中图法分类号: TP311   文献标识码: A 

近年来,科研领域积累了大量用图来建模的数据(简称图数据),如化合物分子结构、传感器网络拓扑结构、

社会网络等.从图数据中发现有用的知识已成为一项重要研究课题,称为图挖掘.现已提出大量图挖掘算法[1−7].
这些算法全部针对确定图数据(即完整且精确的图数据).然而,在许多实际应用中还存在大量的不确定图数据,
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例如,生物信息学中的蛋白质交互(protein-protein interaction,简称PPI)网络是一类不确定图,其顶点表示蛋白质,
边表示蛋白质交互.由于PPI实验检测方法的局限性,很大一部分检测到的PPI是不确定的.文献[8]提出一种PPI
可靠性指数来衡量PPI真实存在的可能性.图 1 给出了文献[8]中的一个PPI网络实例,其中,顶点上的文字表示蛋

白质的功能,边上的整数表示PPI的可靠性指数.可靠性指数越小,表示PPI真实存在的可能性越大. 
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Fig.1  An example of PPI network 

图 1  蛋白质交互网络实例 

挖掘不确定图数据具有十分重要的实际意义.例如,生物学家通常对蛋白质功能之间联系的结构感兴趣.通
过挖掘实验得到的 PPI 网络,生物学家可以很方便地获得有关蛋白质功能间联系的结构的知识.但如上所述,这
类图数据是不确定的.因此,在这些图数据中,不确定性成为评价知识的重要性的一项重要指标.只有当某种蛋

白质功能之间联系的结构频繁出现且出现的可能性很大时,该结构才被视为有用的知识,而出现可能性小的结

构一般是没有实际用处的.因此,挖掘不确定图数据在实际应用中具有重要的应用价值. 
本文中,不确定图是一种边带有权值的特殊加权图,边的权值表示该边在其两个端点之间实际存在的可能

性.不确定图数据库是一个不确定图的集合.不确定图与确定图的不同之处在于,一个不确定图代表了由它蕴含

的全部确定图上的概率分布.确定图I被不确定图G蕴含,若I和G具有相同的顶点集且I的边集是G的边集的子集.
一个不确定图数据库则代表了由它蕴含的全部确定图数据库上的概率分布.确定图数据库d={I1,I2,…,In}被不

确定图数据库D={G1,G2,…,Gn}蕴含,若对所有 1≤i≤n有Gi蕴含Ii.第 2 节将给出不确定图数据模型的详细定义. 
本文研究从不确定图数据库中挖掘频繁子图模式.在传统的频繁子图模式挖掘中,一个子图模式在确定图

数据库中出现的比例称为该子图模式的支持度.然而,此定义在不确定图数据中没有意义,因为一个子图模式是

否能够匹配到一个不确定图中是不确定的.实际上,子图模式 S 在不确定图数据库 D 中的支持度是 S 在所有 D
蕴含的确定图数据库中的支持度上的概率分布.为了便于处理,我们使用这个概率分布的期望值来度量子图模

式的重要性.该期望值称为子图模式的期望支持度.若一个子图模式的期望支持度大于等于给定的阈值 minsup,
则该子图模式是频繁的.因此,本文研究的问题可以描述为:给定不确定图数据库 D 和阈值 minsup,找出 D 中全

部频繁子图模式. 
不确定图数据上的频繁子图模式挖掘问题向我们提出了如下挑战: 
(1) 不确定图数据库的子图模式的数量是不确定图数量的指数.枚举全部子图模式是不现实的.因此,需要

一种高效的方法,能够从全部子图模式中找出全部频繁子图模式. 
(2) 计算子图模式在不确定图数据库 D 中的期望支持度需要计算 D 蕴含的全部确定图数据库上的概率分

布.由于 D 蕴含的确定图数据库的数量非常大,这种计算期望支持度的方法显然是不可行的.因此,需要

一种计算期望支持度的优化方法. 
针对上述挑战,本文提出了一种挖掘不确定图数据库中的全部频繁子图模式的算法.本文的主要贡献为: 
(1) 证明子图模式的期望支持度满足 Apriori 性质,即一个频繁子图模式的任何子图都是频繁的.并利用

Apriori 性质对全部子图模式构成的搜索空间进行深度优先搜索. 
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(2) 提出一种计算子图模式期望支持度的高效方法.该方法不需要计算不确定图数据库蕴含的全部确定图

数据库上的概率分布,并将计算所需的子图同构测试数量从指数级降低到线性级. 
(3) 提出一种有效的子图模式搜索空间裁剪技术.该技术可以有效降低对子图模式搜索空间进行深度优先

搜索的开销. 
(4) 进行了大量的实验来考察算法的效率、可扩展性以及边的不确定性对算法性能的影响. 
本文第 1 节介绍本文的相关工作.第 2 节给出数据模型并定义不确定图数据上的频繁子图模式挖掘问题.

第 3 节给出本文的算法及理论分析.第 4 节给出实验结果.第 5 节总结本文的工作. 

1   相关工作 

传统的频繁子图模式挖掘都是在确定图数据上进行的.文献[1,2]分别提出基于广度优先搜索的 AGM 算法

和 FSG 算法.文献[3−5]分别提出基于深度优先搜索的 gSpan 算法、FFSM 算法和 Gaston 算法.为了减少冗余的

子图模式,文献[6]提出了 CloseGraph 算法挖掘闭合频繁子图模式.文献[7]提出 SPIN 算法挖掘极大频繁子图模

式.尽管目前已经存在许多频繁子图模式挖掘算法,但所有这些算法都无法应用到不确定图数据的挖掘中. 
不确定数据管理方面的研究工作主要包括不确定数据的建模[9]、关系查询[10]、Top-k查询[11]以及Skyline

查询 [12].然而,不确定数据挖掘仍然是一项挑战 .在不确定数据的频繁项集挖掘方面 ,文献[13]提出一种基于

Apriori性质的U-Apriori算法和裁剪技术.文献[14]改进了文献[13]中的裁剪技术.文献[15]中提出了在不确定数

据流上挖掘频繁项的精确算法及随机近似算法.然而,这些算法都无法扩展到不确定图数据上. 

2   问题定义 

定义 1. 不确定图是一个四元组 G=((V,E),Σ,L,P),其中(V,E)是一个无向图,V 是顶点集,E 是边集,Σ是标记集, 
L:V∪E→Σ是顶点和边的标记函数, 是边的存在可能性函数. : (0,P E →

边的存在可能性表示边在其两个端点之间实际存在的可能性.1 表示边一定存在.从而,确定图就是一个所

有边的存在可能性皆为 1 的特殊的不确定图,可记为一个三元组((V,E),Σ,L).一个不确定图实际蕴含着一组确定

图 .确定图 I=((V′,E′),Σ ′,L′)被不确定图G=((V,E),Σ,L,P)所蕴含 (记作G⇒I),若V′=V,E′⊆E,Σ ′=Σ,L′=L|V′∪E′,其中

L|V′∪E′表示将L约束在V′∪E′上得到的函数.为使模型简单,本文假定不确定图中不同的边存在与否是相互独立

的.因此,不确定图G=((V,E),Σ,L,P)蕴含确定图I=((V′,E′),Σ ′,L′)的可能性为 
  (1) ( ) ( ) (1 ( ))

Ee e EE
P G I P e P e

′∈ ∈ −′
⇒ = ⋅ −∏ ∏

公式(1)成立是因为所有E′中的边都出现在I中,并且所有E−E′中的边都不出现在I中.令Imp(G)表示G蕴含的所有

确定图的集合.由于G中边的不同组合,Imp(G)中包含 2|E|个确定图.我们有如下重要的定理. 
定理 1. 对于一个不确定图 G,函数 P(G⇒I)定义了样本空间 Imp(G)上的一个概率分布. 
不确定图数据库是一个不确定图的集合.一个不确定图数据库实际上蕴含着一组确定图数据库.确定图数

据库d={Ii |1≤i≤n}被不确定图数据库D={Gi |1≤i≤n}蕴含(记作D⇒d),若对于所有 1≤i≤n有Gi⇒Ii.令Imp(D)表示 

D 蕴含的所有确定图数据库的集合.显然,Imp(D)中包含 1
| |2 in

i
E

=∏ 个确定图数据库.假定不确定图数据库中的不 

确定图是相互独立的,则不确定图数据库 D 蕴含确定图数据库 d 的可能性为 

  (2) 
1

( ) ( i i
n

i
P D d P G I

=
⇒ = ⇒∏ )

定理 2. 对于一个不确定图数据库 D,函数 P(D⇒d)定义了样本空间 Imp(D)上的一个概率分布. 
例 1:图 2(a)给出一个不确定图数据库D={G1,G2},其中顶点上的文字表示顶点的标记,例如G1中的顶点v1的

标记为A;边上的文字表示边的标记,例如G1中的边(v1,v2)的标记为x;边上的数字表示边的存在可能性,例如G1中

的边(v1,v2)的存在可能性为 0.5.因此,G1表示它蕴含的 24=16 个确定图上的概率分布(如图 3 所示).G2表示它蕴

含的 23=8 个确定图上的概率分布.D表示它蕴含的 16×8=128 个确定图数据库上的概率分布. 
定义 2. 确定图G=((V,E),Σ,L)子图同构于确定图G′=((V′,E′),Σ ′,L′)(记作G⊆C G′),当且仅当存在一个单射
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f:V→V′满足:(1) ∀v∈V,L(v)=L′( f (v));(2) ∀(u,v)∈E,( f (u), f (v))∈E′;(3) ∀(u,v)∈E,L((u,v))=L′(( f (u), f (v))).G′的子图

(V″,E″)称为在子图同构f下G在G′中的嵌入,其中,V″={ f (v)|v∈V},E″={( f (u), f (v))|(u,v)∈E}. 
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(a) Uncertain graph database D 
(a) 不确定图数据库 D 
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Fig.2  An example of uncertain graph database 
图 2  不确定图数据库示例 
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Fig.3  Probability distribution of all certain graphs implicated by uncertain graph G1 in Fig.2 
图 3  图 2 中的不确定图G1蕴含的全部确定图集合上的概率分布 

在传统频繁子图模式挖掘中,子图模式是一个连通子图,它与确定图数据库中至少 1 个确定图子图同构.子
图模式S在确定图数据库D中的支持度为supD(S)=|{G|S⊆C G,G∈D}|/|D|.然而,这些概念在不确定图数据库中没有

意义,因为一个确定子图是否包含在一个不确定图中是不确定的.因此,需要重新定义这些概念. 
定义 3. 连通的确定图S是不确定图数据库D的子图模式,若S子图同构于D中至少 1 个不确定图G蕴含的某

个确定图.如果S是D的子图模式且边数为k,则S是D的一个k-子图模式.对于两个子图模式S和S′,若S⊆C S′,则S是
S′的子模式,S′是S的超模式.S是S′的直接子模式当且仅当S是S′的子模式且|ES|+1=|ES′|. 

定义 4. 对于不确定图数据库 D,设 Imp(D)为 D 蕴含的所有确定图数据库的集合,则子图模式 S 在 D 中的
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支持度是一个概率分布: 

1 2

1 2

...
,

( ) ( ) ... ( )
m

m

s s s
P s P s P S
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⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

其中,s1,s2,…,sm是S在Imp(D)中的确定图数据库中的传统支持度,P(si)= ( )| ( ) (
d id Imp D sup S s P D d

∈ =
⇒ )∑ 是支持度si 

的概率,m=|{supd(S)|d∈Imp(D)}|. 
定义 5. 设子图模式 S 在不确定图数据库 D 中的支持度为定义 4 中的概率分布,则 S 在 D 中的期望支持   

度为 

  (3) 
1 ( )

( ) ( ) ( ) ( )D
m

i i di d Imp D
S s P s sesu up S P D dp

= ∈
= ⋅ = ⋅ ⇒∑ ∑

子图模式S在不确定图数据库D中是频繁的,若S在D中的期望支持度不小于给定的阈值minsup∈[0,1].因此,
不确定图数据库上的频繁子图模式挖掘问题可以定义为:给定不确定图数据库D和阈值minsup,找出D中全部频

繁子图模式的集合FP={S|S是D的子图模式,且esupD(S)≥minsup}. 
子图模式S出现在不确定图G中(记作S⊆U G),若S子图同构于至少 1 个G蕴含的确定图.因此,S在G中出现的

概率为 
  (4) 

( )( ) ( ) ( ,I Imp GUP S G P G I I Sψ
∈

= ⇒ ⋅⊆ ∑ )

其中,ψ (I,S)=1,若S⊆C I;否则,ψ (I,S)=0.因此,利用公式(4)可将公式(3)变为 

 | |
1

1( ) ( )
| |

D
D U iiesup S P S G

D =
= ⋅ ⊆∑  (5) 

本文使用公式(5)计算 S 在 D 中的期望支持度,因为公式(5)中求和项的数量|D|远远小于公式(3)中求和项的

数量|Imp(D)|.由公式(4)和公式(5),可得如下重要结论: 
(1) 给定不确定图G,子图模式在G中出现的概率满足Apriori性质,即对于任意子图模式S和S′,若S是S′的子

模式,则P(S⊆U G)≥P(S′⊆U G); 
(2) 给定不确定图数据库D,子图模式在D中的期望支持度满足Apriori性质,即对于任意子图模式S和S′,若S

是S′的子模式,则esupD(S)≥esupD(S′). 
根据期望支持度的 Apriori 性质,频繁子图模式的任何子模式都是频繁的,不频繁子图模式的任何超模式都

是不频繁的.该性质可被用来降低频繁子图模式挖掘算法的复杂度. 

3   频繁子图模式挖掘算法 

3.1   算法概述 

给定输入不确定图数据库D和阈值minsup.D中子图模式间的直接子模式关系(见定义 3)构成一个偏序关

系,因此D中所有子图模式可以被组织成一个格,这个格可用一个有向无环图来表示,称为D的子图模式搜索空

间.D中全部k-子图模式均被安排在搜索空间的第k层.图 4 给出了图 2 中的不确定图数据库D的子图模式搜索空

间,其中节点代表子图模式,边代表子图模式之间的直接子模式关系.假定搜索空间第 1 层上的 1-子图模式分别

包含边e1,e2,…,ek,则搜索空间可被划分为k个互不相交的子搜索空间,其中,第i个子搜索空间中的任何子图模式

都包含边ei,但都不包含边e1,e2,…,ei−1.图 4 中的子搜索空间被多边形框起. 
将 D 中所有子图模式组织成一个搜索空间后,频繁子图模式挖掘问题转化为如何高效地遍历搜索空间来

枚举全部频繁子图模式的问题.本文的算法采用深度优先搜索策略依次对每个子搜索空间进行深度优先搜索

来枚举全部频繁子图模式.其工作过程如下: 
对于每个子搜索空间,深度优先搜索从该子搜索空间第 1 层的 1-子图模式开始.对于深度优先搜索过程中

访问到的每个子图模式S,首先计算S在D中的期望支持度esupD(S),若esupD(S)≥minsup,即S是频繁的,则将S加入

结果集并继续深度优先搜索S的后裔(即S的全部超模式);若esupD(S)<minsup,即S是非频繁的,则由Apriori性质,S
的全部超模式也是非频繁的,因此停止对S的后裔进行深度优先搜索并回溯到最后一个在深度优先搜索中已被
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访问过的S的父亲节点.当深度优先搜索回溯至该子搜索空间第 1 层的 1-子图模式且该子图模式的所有儿子节

点都已被访问时,深度优先搜索停止.此时,该子搜索空间中的全部频繁子图模式均已遍历完毕. 
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Fig.4  Search space of subgraph patterns 
图 4  子图模式搜索空间 

值得注意的是,由于搜索空间是一个有向无环图,因此搜索空间中的一个节点 S 可以有多个父亲节点,从而

在深度优先搜索过程中 S 可能会被多次访问.为避免对 S 的后裔进行重复深度优先搜索,算法需要判断 S 是否

已被访问过,若 S 已被访问过,则停止对 S 的后裔进行深度优先搜索. 
显然,本文算法的关键在于期望支持度的计算和搜索空间的剪裁.第 3.2 节将给出一种计算期望支持度的

高效方法.第 3.3 节将介绍一种有效的子图模式空间裁剪技术.第 3.4 节将给出完整的算法. 

3.2   计算期望支持度的高效算法 

根据公式(5),计算子图模式S在不确定图数据库D中的期望支持度esup D (S)的主要困难在于计算S在D 

中每个不确定图Gi中出现的概率P(S⊆U Gi).根据公式(4),计算P(S⊆U Gi)需要计算Gi蕴含的全部 个确定图 | |2 GiE

上的概率分布,并进行从S到G i蕴含的每个确定图的子图同构测试.因此,这种简单的计算方法总共需要进行 

1
|| || 2 GiD

i
E

=∑ 次子图同构测试.为了降低计算复杂度,本节提出一种计算子图模式期望支持度的高效算法.该算法在 

计算 S 在 D 中的期望支持度时只需进行|D|次子图同构测试. 
3.2.1   算法描述 

设G⇒Γ (S1,S2,…,Sk)表示如下事件:不确定图G蕴含一组确定图Γ (S1,S2,…,Sk),其中每个确定图都包含S1, 
S2,…,Sk作为其子图.由公式(1)可得事件G⇒Γ (S1,S2,…,Sk)发生的概率为 
 

1 2 1 2

1 2
( , ,..., ) ...

( ( , ,..., )) ( ) ( )
k S S Sk

k
I S S S e E E E

P G S S S P G I P e
Γ

Γ
∈ ∈ ∪ ∪ ∪

⇒ = ⇒ =∑ ∏  (6) 

计算子图模式的期望支持度的高效算法基于下面两个重要的定理. 
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定理 3. 给定不确定图G和子图模式S.设S在G中嵌入的集合为{S1,S2,…,Sl},则S在G中出现的概率为 

  (7) 
1 2

1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

1 1

1 1

1 ... 1 ...

( ) ( ( )) ( ( , )) ...

( 1) ( ( , ,..., )) ... ( 1) ( ( , ,..., ))
j

j

U i i i
i i i

j
i i i i i i

i i i i i i
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− ⇒ + + − ⇒

∑ ∑

∑ ∑

定理 4. 设S 1 ,S 2 ,…,S k是子图模式S在不确定图G中的k个嵌入 .若其中S p与S q边不相交(1≤p<q≤k),即 
,

p qS SE E∩ = ∅ 则 

 P(G⇒Γ (S1,S2,…,Sk))=P1·P2/P3 (8) 
其中, P1=P(G⇒Γ (S1,S2,…,Sp−1,Sp+1,…,Sk)), 

P2=P(G⇒Γ (S1,S2,…,Sq−1,Sq+1,…,Sk)), 
P3=P(G⇒Γ (S1,S2,…,Sp−1,Sp+1,…,Sq−1,Sq+1,…,Sk)). 

根据定理 3 和定理 4,我们首先给出计算子图模式S在不确定图G中出现的概率P(S⊆U G)的算法.算法中,为
快速检查两个嵌入是否边不相交,算法使用一个称为嵌入图的数据结构.具体来说,给定S在G中的嵌入的集合

EM,嵌入图是一个图EG=(V EG ,E EG ),其中顶点集V EG表示EM中的全部嵌入 ,边集E EG表示EM中的嵌入之间 
的边相交关系,即对于任意Si ,Sj∈VEG有(Si ,Sj)∈EEG当且仅当 .

i jS SE E∩ ≠ ∅ 显然,EM中两个嵌入Si与Sj边不相 

交当且仅当(Si,Sj)∉EEG.算法的过程如下: 
算法 1. COMP-OCC-PROB. 
输入:子图模式 S 和不确定图 G. 
输出:S在G中出现的概率P(S⊆U G). 
步骤 1. 计算 S 在 G 中的全部嵌入的集合 EM 并构造嵌入图 EG. 
步骤 2. 按 k从 1 到 |EM|的递增顺序 ,计算EM的全部包含k个元素的子集{S1,S2,…,Sk}的P(G⇒Γ (S1,   

S2,…,Sk)). 
(1) 当k=1 时,对任意包含 1 个元素的子集{Si}⊆EM,按公式(6)计算P(G⇒Γ (Si)). 
(2) 当k=2 时,对任意包含 2 个元素的子集{Si,Sj}⊆EM,若Si与Sj在EG中没有边相连,即Si与Sj边不相

交,则P(G⇒Γ (Si,Sj))=P(G⇒Γ (Si))·P(G⇒Γ (Sj)),否则,按公式(6)计算P(G⇒Γ (Si,Sj)). 
(3) 当 3≤k≤|EM|时,对任意包含k个元素的子集{S1,S2,…,Sk}⊆EM,若存在边不相交的嵌入Sp,Sq∈{S1, 

S2,…,Sk},则按公式(8)计算P(G⇒Γ (S1,S2,…,Sk)),否则,按公式(6)计算P(G⇒Γ (S1,S2,…,Sk)). 
步骤 3. 按公式(7)计算S在G中出现的概率P(S⊆U G)并输出P(S⊆UG). 
利用算法 1,我们给出计算子图模式期望支持度的算法.算法的过程如下. 
算法 2. COMP-EXP-SUP. 
输入:子图模式 S 和不确定图数据库 D. 
输出:S在D中的期望支持度esupD(S). 
步骤 1. 对D中每个不确定图Gi,使用算法 1 计算S在Gi中出现的概率P(S⊆U Gi). 
步骤 2. 按公式(5)计算S在D中的期望支持度esupD(S)并输出esupD(S). 

3.2.2   算法分析 
由定理 3、定理 4 以及公式(5)可得算法 1 和算法 2 是正确的. 
在算法 2 中,对于D中每个不确定图Gi,算法 2 使用算法 1 计算S在Gi中出现的概率,其中只需一次子图同构

测试得到S在Gi中的全部嵌入.因此,算法 2 总共需要进行的子图同构测试次数为|D|.这比简单的期望支持度 

计算方法所需的 次子图同构测试少得多,即从指数数量级降到线性数量级. 1
|| || 2 GiD

i
E

=∑
引理 1. 给定子图模式S在不确定图G中的嵌入集合的任意子集{S1,S2,…,Sk}.若存在边不相交的嵌入

Sp,Sq∈{S1,S2,…,Sk},则算法 1 必然在O(1)时间内计算P(G⇒Γ (S1,S2,…,Sk)). 
定理 5. 给定不确定图 G 和子图模式 S.设 EG 是描述 S 在 G 中的嵌入集合的嵌入图.若 EG 包含 n 个顶点 



 

 

 

2972 Journal of Software 软件学报 Vol.20, No.11, November 2009   

 

和m条边,则公式(7)中可以在O(1)时间内计算的项 所占的比例至少为 1−(2
1 2

( ( , ,..., ))
ji i iP G S S S⇒ Γ n−1)−1(2n′+ 

2m′+n−n′−2).其中,n′和m′是整数,满足  
2

,
1

.
2 2

,m
n

mm
n n

m
′ ′ ′+⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′> + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
≤

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
图 5给出了当EG的顶点数n=10时,公式(7)中所有可以在O(1)时间内计算的项所占的比例的下界与EG的边

数m的关系 .图 5 说明 ,该比例的下界是很高的 .例如 ,当EG包含m=20 条边时 ,该比例至少为 1−(210−1)−1× 
(26+25+10−5−2)≈90%.由此可见,算法 1 在实际应用中非常有效. 
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Fig.5  Relationship between the proportion of terms in Eq.(7) that can be computed 
in O(1) time and the number of edges in EG 

图 5  公式(7)中可在 O(1)时间内计算的项的比例与 EG 的边数的关系 

在实际应用中,由于图的稀疏性,子图模式在图中的嵌入有很大的可能不重叠,即嵌入图 EG 远不是一个完 

全图,即m远远小于 ,且m和 n在同一数量级上.由于
2
n⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠ 2

m
n′⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎠

≤
⎝

,可知 ( )n O n′ = ,并且由于 n<m,有 ( )2 2n O n′ = >  

因此,该比例至少为.n (1 2 )nO −− ,这说明公式(7)中大部分的项都可以在 O(1)时间内计算. 

3.3   子图模式搜索空间裁剪技术 

在挖掘算法的深度优先搜索过程中,当被访问的子图模式S的期望支持度esupD(S)小于minsup时,由Apriori
性质,S及其全部超模式都是非频繁的,因此可以从搜索空间中裁剪掉.由算法 2 可知,为了计算S的期望支持度,
必须计算S在每个不确定图Gi中出现的概率P(S⊆U Gi).为了降低挖掘算法的开销,本节提出一种有效的搜索空

间裁剪技术.该技术不需要计算全部P(S⊆U Gi)即可裁剪不频繁子图模式S.该方法基于如下定理: 
定理 6. 给定不确定图数据库 D.设 S 和 S′是任意两个子图模式且 S′是 S 的子模式,则对于 k=0,1,…,|D|, 

 ( )| |
1 1

1( ) ( ) ( )
| |

k D
D U ii i kesup S P S G P S G

D = = +
′≤ ⊆ + ⊆∑ ∑ U i  (9) 

不等式(9)右边的表达式是S的期望支持度的上界.若不等式(9)的右边小于minsup,则S一定是非频繁的.因
此,可以通过计算不等式(9)的右边而非精确的esupD(S)来决定S是否为非频繁的.该方法能够减少计算开销,因为

不等式(9)中全部P(S′⊆U Gi)已经在访问S之前得到,我们只需对i=1,2,…,k计算P(S⊆U Gi). 
结合算法 2,我们得到计算子图模式的期望支持度上界的算法.算法的过程如下: 
算法 3. COMP-UPP-SUP. 
输入:子图模式 S、不确定图数据库 D 和阈值 minsup. 
输出:S在D中的期望支持度esupD(S)的上界. 
步骤 1. 初始化 k=1,upper=0.S′=在深度优先搜索中最后一个已被访问过的 S 的父亲节点. 
步骤 2. 若k>|D|,则输出upper,算法结束;否则,使用算法 1 计算S在Gk中出现的概率P(S⊆U Gk),并计算不等式

(9)右边的表达式,得到esupD(S)的上界并赋值到upper. 
步骤 3. 若 upper<minsup,则输出 upper,算法结束;否则,k=k+1 并转到步骤 2 继续执行. 
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值得注意的是,若子图模式S是频繁的,则算法 3 在步骤 2 结束.根据公式(5),此时upper=esupD(S). 

3.4   完整算法 

把第 3.2 节和第 3.3 节的优化算法加入第 3.1 节的算法框架,得到完整的频繁子图模式挖掘算法. 
算法 4. MINE-FREQ-SUBG. 
输入:不确定图数据库 D 和阈值 minsup. 
输出:D 中全部频繁子图模式的集合 FP. 
1. 初始化 FP 为空集; 
2. 扫描 D 得到 D 中全部 1-子图模式; 
3. FOR D 中每个 1-子图模式 S DO 
4.  调用子过程 DFS(S,D); 
5. 输出 FP; 
算法 4 子过程. DFS(S,D). 
6. 使用算法 3 计算S在D中的期望支持度esupD(S)的上界upper; 
7. IF upper<minsup THEN 子过程结束; 
8. FP=FP∪{S}; 
9. 扫描 D 得到 S 的全部直接超模式; 
10. FOR S 的每个直接超模式 S′ DO 
11.  IF S′尚未被访问过 THEN 调用子过程 DFS(S′,D). 
算法 4 如下工作:初始时,结果集 FP 为空.算法扫描 D 中每条边得到 D 中全部 1-子图模式.然后对每个 1-

子图模式 S,算法调用递归子过程 DFS 对以 S 为根的子搜索空间进行深度优先搜索,发现其中的频繁子图模式.
最后,算法输出结果集 FP. 

子过程DFS的功能是对子搜索空间进行深度优先搜索来发现频繁子图模式.其过程如下:首先使用算法 3
计算S在D中的期望支持度esupD(S)的上界upper.若upper<minsup,则子过程返回.此时S是非频繁的,停止对S及其

所有超模式进行深度优先搜索.否则,将S加入到FP中,扫描D得到S的全部直接超模式.然后对S的每个直接超模

式S′,若S′尚未被访问过,则递归调用子过程DFS(S′,D),对S′的所有超模式进行深度优先搜索,发现其中的频繁子

图模式.为了降低检查子图模式是否已被访问过的复杂性,可将子图模式进行编码.若一个子图模式的编码不是

其标准编码,则该子图模式必然已被访问过.许多编码方式(如DFS编码[3]和CAM编码[4])可以在这里使用. 

4   实  验 

我们进行了大量的实验来考察本文算法的执行效率、可扩展性以及不确定性对算法效率的影响.算法使用

C 语言实现.用于实验的计算机具有 Intel Core2 Duo 2GHz CPU 和 2GB 内存,运行 Windows XP 操作系统. 
实验数据集按如下步骤产生: 
步骤 1. 使用文献[2]中的图数据生成器生成一个确定图数据集.该数据生成器有 6 个输入参数:D(图的数

量),V(顶点标记的数量),E(边标记的数量),I(频繁子图模式的平均大小),L(潜在频繁子图模式数量), 
T(图的平均大小). 

步骤 2. 为步骤 1 生成的确定图数据集中的每条边赋予一个存在可能性.存在可能性服从均值为m、方差为

d2的正态分布. 
在实验 1 中,我们实现了一种只利用Apriori性质的深度优先搜索算法NAÏVE,并分别在 6 个数据集和 4 种

阈值minsup下比较了本文算法和NAÏVE算法的执行时间.由于一个不确定图蕴含的全部确定图的数量是该不

确定图边数的指数,因此NAÏVE算法只能挖掘包含几十个不确定图的数据集.实验结果见表 1.表 1 中的“−”表示

NAÏVE算法因内存耗尽而终止.其中,数据集D1的参数为D=20,L=10,V=5,E=1,I=5,T=10,m=0.9,d=0.1;数据集D2的

参 数 为 D=40,L=10,V=5,E=1,I=5,T=10,m=0.9,d=0.1; 数 据 集 D3 的 参 数 为 D=20,L=10,V=5,E=1,I=5,T=15, 
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m=0.9,d=0.1;数据集D4 的参数为D=20,L=10,V=5,E=1,I=5,T=10,m=0.8,d=0.1;数据集D5的参数为D=20,L=10, 
V=1,E=10,I=5,T=10,m=0.9,d=0.1;数据集D6的参数为D=20,L=10,V=5,E=1,I=7,T=10,m=0.9,d=0.1.实验结果说明,
本文的算法比NAÏVE算法快 3~5 个数量级.因此,本文提出的期望支持度计算方法和子图模式搜索空间裁剪技

术非常有效. 

Table 1  Execution time comparison between the proposed algorithm and the NAÏVE algorithm 
表 1  本文算法与 NAÏVE 算法执行时间的比较 

Execution time (s) Execution time (s) Datasets minsup (%)
Our algorithm Algorithm NAÏVE

Datasets minsup (%)
Our algorithm Algorithm NAÏVE 

80 0.00 0.86 80 0.00 0.93 
40 0.00 5.80 40 0.00 4.00 
20 0.01 55.71 20 0.01 32.13 D1

10 0.03 171.61 

D4

10 0.02 123.05 
80 0.00 3.20 80 0.00 0.22 
40 0.01 9.42 40 0.08 9.29 
20 0.01 65.57 20 0.25 36.45 D2

10 0.08 232.25 

D5

10 3.26 114.27 
80 0.01 15.93 80 0.00 443.64 
40 0.01 53.48 40 0.03 3 865.90 
20 0.42 311.05 20 0.15 − 

D3

10 0.53 2 635.54 

D6

10 0.45 − 
 

在实验 2 中,我们考察在阈值minsup变化的情况下本文算法的执行时间.实验分别在 8 个数据集D7,…,D14

上进行 .D7 的参数为 D=20000,L=100,V=10,E=10,I=5,T=20,m=0.95,d=0.05.D8 的参数为 D=10000,L=100,V=10, 
E=10,I=5,T=30,m=0.95,d=0.05.D9 的参数为 D=10000,L=200,V=10,E=10,I=5,T=20,m=0.95,d=0.05.D10 的参数为

D=10000,L=100,V=5,E=10,I=5,T=20,m=0.95,d=0.05.D11 的 参 数 为 D=10000,L=100,V=10,E=5,I=5,T=20,m=0.95, 
d=0.05.D12的参数为D=10000,L=100,V=10,E=10,I=10,T=20,m=0.95,d=0.05.D13的参数为D=10000,L=100,V=10, 
E=10,I=5,T=20,m=0.8,d=0.05.D14的参数为D=10000,L=100,V=10,E=10,I=5,T=20,m=0.95,d=0.01.实验结果如  图
6(a)所示.实验结果说明,本文算法的执行时间随minsup的增加而显著减少.这是因为随着minsup的增加,频繁子

图模式的数量显著减少(如图 6(b)所示),从而本文算法需要进行的子图同构测试和支持度计算的数量都将显著

下降,故算法的执行时间减少. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.6  Impact of the variation of minsup on the execution time of the algorithm 
图 6  minsup 的变化对算法执行时间的影响 

在实验 3 中,我们考察在不确定图的数量增加的情况下本文算法的可扩展性.衡量可扩展性的指标是算法

执行时间和子图同构测试次数.实验分别在实验 2 中使用过的 7 个数据集D8,…,D14上进行.实验中,阈值minsup
取 10%.实验结果如图 7 所示.实验结果说明,本文算法的执行时间和子图同构测试次数随不确定图的数量的增

加而呈线性增长.因此,本文算法具有非常高的可扩展性. 
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Fig.7  Impact of the variation of the number of input uncertain graphs on the scalability of the algorithm 
图 7  不确定子图数量的变化对算法可扩展性的影响 

在实验 4 中,我们首先考察在不确定图中边存在可能性的均值变化的情况下本文算法的执行时间.实验分

别在 4 个数据集上进行.数据集的参数为 D=10000,L=100,V=10,E=10,I=5,T=40,d 分别取 0.01,0.05,0.1 和 0.2.实
验中,阈值 minsup 取 1%.实验结果如图 8(a)所示.实验结果说明,随着边存在可能性的均值的增加,本文算法的执

行时间也增加.这是因为随着边存在可能性的均值的增加,子图模式在不确定图中存在的概率提高,故期望支持

度增大,频繁子图模式的数量增加,因此本文算法的执行时间也相应增加. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.8  Impact of the variation of existence possibilities of edges on the execution time of the algorithm 
图 8  边存在可能性的变化时算法的执行时间的影响 

在实验 4 中,我们还考察在不确定图中边的存在可能性的方差变化的情况下本文算法的执行时间.实验分

别在 3 个数据集上进行.数据集的参数为 D=10000,L=100,V=10,E=10,I=5,T=40,m 分别取 0.8,0.9 和 1.0.实验中,
阈值 minsup 取 1%.实验结果如图 8(b)所示.实验结果说明,随着边存在可能性的方差的增加,本文算法的执行时

间显著减少.这是因为随着边存在可能性的方差的增加,具有较低存在可能性的边的数量也随之增加,从而导致

频繁子图模式数量的减少,因此本文算法的执行时间也减少. 

5   结  论 

本文提出了在不确定图数据库中挖掘频繁子图模式的问题,并给出一种解决该问题的高效算法.由于期望

支持度满足 Apriori 性质,本文算法采用对子图模式搜索空间的深度优先搜索策略.影响算法性能的关键因素是

子图模式期望支持度的计算和子图模式搜索空间的裁剪.本文提出的期望支持度计算方法将所需的子图同构

测试次数从指数级降低到线性级.本文提出的子图模式空间裁剪技术显著提高了裁剪子图模式搜索空间的效

率.实验结果表明,本文算法远远优于简单的深度优先搜索方法,并且有很高的效率和线性的可扩展性. 
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