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Abstract:  A method is presented for constructing surfaces on irregular meshes. The basic idea is to extend the 
B-spline method to irregular meshes through the decomposition and classification of uniform bi-cubic B-spline 
basis function. Given a quad mesh of control points, a basis function is constructed for each control point. Then the 
surface is defined by the weighted combination of all the control points using their associated basis functions. This 
surface is a piecewise bi-cubic rational parametric polynomial surface. It is an extension to uniform B-spline 
surfaces in the sense that its definition is an analogy of the B-spline surface, and it produces a uniform bi-cubic 
B-spline surface if the control mesh is a regular quad mesh. Examples are also included to show that the new 
method can be used to construct surface on irregular meshes effectively. 
Key words: irregular mesh; B-spline surface; basis function; piecewise bi-cubic rational parametric polynomial 

surface 

摘  要: 提出一种在不规则网格上构造曲面的方法.其基本思想是,通过均匀双三次 B 样条基函数的分解和子基

函数的分类,将 B 样条曲面方法推广到任意四边形网格.给定一个任意四边形控制网格,首先对每个控制点构造一个

基函数;所有控制点加权组合形成整体曲面.构造的曲面是分片双三次有理参数多项式曲面.此方法可以看成是均匀

B 样条曲面构造方法的扩展,如果控制网格是规则四边形网格,那么构造得到的曲面与均匀双三次 B 样条曲面是一

致的.最后,实例证明此方法能够有效地构造曲面. 
关键词: 不规则网格;B 样条曲面;基函数;分片双三次有理参数多项式曲面 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

在 CAGD、自由曲面建模和计算机图形学等领域中,非均匀有理 B 样条(NURBS)曲面得到了广泛的应用,
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并成为表示产品几何形状的工业标准.NURBS 曲面可以通过控制点和权因子方便灵活地控制曲面形状.但是, 
NURBS 曲面仍然存在局限性,其控制网格是规则四边形网格,不能用于不规则网格,因此不能用于构造任意拓

扑结构的曲面,这对动画、游戏和广告设计等应用领域很不方便. 
细分曲面为任意拓扑曲面的设计、表示和处理提供了一种有效途径.细分曲面的基本思想可以追溯到

Chaikin的切角算法[1].对一个控制多边形反复使用切角算法细化至极限情况,可以得到一条均匀二次B样条曲

线.随后,Doo-Sabin[2]和Catmull-Clark[3]将该算法推广至曲面,从一个任意拓扑的初始控制网格,使用细分规则进

行反复的细化就可以得到曲面 .对规则四边形控制网格 ,Doo-Sabin细分可以得到均匀双二次B样条曲面 ,而
Catmull- Clark细分可以得到均匀双三次B样条曲面 .因此 ,Doo-Sabin曲面是双二次B样条曲面的扩展 ,而
Catmull-Clark则是双三次B样条曲面的扩展. 

在几何设计和计算机图形学、动画、多分辨率建模以及其他一些工程应用中[4−7],细分曲面得到了广泛的

应用,主要包括经典模式[8−19]和统一组合模式[20−26].文献[8,9,27−29]对细分规则进行了理论分析.细分曲面不仅

具有B样条曲面的各项重要特性,而且还可以应用于任意拓扑网格,描述诸如尖点、折痕、镖形过渡点等不连续

的特征,从而成为NURBS曲面的有益补充.文献[30,31]对细分曲面作了详细的综述. 
但在工业应用中,最常用的表示形式是多项式或者有理多项式,细分曲面的问题就在于通常没有整体解析

表示形式,对其分析研究难度较大.Peters[32]对这个问题作了讨论,使用Catmull-Clark细分到某一层次,然后利用

一个简单的变换在每个网格上得到NURBS面片表示.除了不规则控制点的附近部分,其余面片间满足C2连续,
并且与Catmull-Clark细分曲面是一致的. 

本文提出一种在不规则控制网格上构造有理双三次曲面的方法.通过均匀双三次B样条基函数的分解和子

基函数的分类,使用类似于B样条曲面的方法在不规则控制网格上构造曲面:首先对每一个控制点构造基函数,
基函数具有局部性,在其控制区域内取非负值,区域外为 0,然后对控制点作加权组合即可得到曲面.该曲面是分

片有理双三次参数多项式曲面.从构造方式来看,新方法是B样条曲面方法在任意四边形网格上的推广,具有

NURBS曲面可灵活控制形状的优点.如果控制网格为规则四边形网格,那么构造的曲面与均匀双三次B样条曲

面是一致的,从而满足C2连续.为讨论方便,假设给定控制点形成的多边形是四边形网格,反之,可以对原始网格

进行一次Catmull-Clark细分从而得到四边形网格. 
与文献[32]相比,该方法的特色和优点在于,提出了一种均匀双三次 B 样条基函数的分解方法,将 B 样条曲

面方法推广到不规则网格,通过对每个控制点构造基函数来构造曲面.思想简单直观,构造过程也更为简化:只
需对控制点作加权组合即可.但是,新方法还有许多问题需要进一步研究. 

本文第 1 节介绍不规则控制网格上构造新样条曲面的基本思想.基函数的构造将在第 2 节中进行详细讨

论.新方法得到的例子在第 3 节中给出.结论和将来的工作在第 4 节中讨论. 

1   基本思想 

为了方便地将双三次 B 样条基函数推广到任意四边形网格,本节首先对均匀 B 样条基函数进行分解,并对

分解后的子基函数的性质进行讨论,然后给出推广的基本思想. 

1.1   均匀B样条基函数的分解 

给定控制点为Pi,j,0≤i≤m,0≤j≤n,均匀双三次B样条曲面P(u,v)可以表示为 

 , ,3 ,3 3 1 3 1
0 0

( , ) ( ) ( ),  ,  
m n

i j i j m n
i j

u v N u N v u u u v v v+ +
= =
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其中,Ni,3(u)是关于参数u的均匀三次B样条基函数,其节点序列为 4 4
0 0{ } ,{ }s m t n

s s t tu s v t= + =
= == = + . 

Ni,3(u)可以分解为如下 3 个函数: 1 0
,3 ,3( ), ( )i iB u B u− 和 1

,3( )iB u ,分别定义如下(如图 1 所示): 
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其中, 1 0
,3 ,3( ), ( )i iB u B u− 和 1

,3( )iB u 具有如下性质: 

• 局部性,在区间(i+l−1,i+l+1)上 ,否则,3( ) 0l
iB u > ,3( ) 0l

iB u = ; 

• 满足C1连续; 
• 对 l=0,1 有 
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因此,公式(1)可以改写为 
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其中,Wi,j(u,v)由公式(7)定义: 

  (7) 
1 0 1 1 0 1

, ,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3

1, 1 1,0 1,1 0, 1 0,0 0,1 1, 1
, , , , , , ,

( , ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ))

              ( , ) ( , ) ( , )  ( , ) ( , ) ( , )  ( , )
i j i j i i i j j j

i j i j i j i j i j i j i j i

W u v N u N v B u B u B u B v B v B v

w u v w u v w u v w u v w u v w u v w u v w

− −

− − − − − −

= = + + + +

= + + + + + + + 1,0 1,1
, ,( , ) ( , )j i ju v w u v+

其中, 

  (8) 

1, 1 1 1 1,0 1 0 1,1 1 1
, ,3 ,3 , ,3 ,3 , ,3 ,3

0, 1 0 1 0,0 0 0 0,1 0 1
, ,3 ,3 , ,3 ,3 , ,3 ,3

( , ) ( ) ( ),   ( , ) ( ) ( ),   ( , ) ( ) ( )   

( , ) ( ) ( ),    ( , ) ( ) ( ),     ( , ) ( ) (
i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j

w u v B u B v w u v B u B v w u v B u B v

w u v B u B v w u v B u B v w u v B u B

− − − − − − − −

− −

= = =

= = =
1, 1 1 1 1,0 1 0 1,1 1 1
, ,3 ,3 , ,3 ,3 , ,3 ,3

)

( , ) ( ) ( ),    ( , ) ( ) ( ),      ( , ) ( ) ( )i j i j i j i j i j i j

v

w u v B u B v w u v B u B v w u v B u B v− −= = =

分解得到的 9 个函数 称为子基函数. ,
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Fig.1  Ni,3(u) is decomposed as 1 0
,3 ,3( ), ( )i iB u B u−  and 1

,3( )iB u  

图 1  Ni,3(u)分解为 1 0
,3 ,3( ), ( )i iB u B u− 和 1

,3( )iB u  

1.2   子基函数 的分类和性质 ,
, ( , )l k

i jw u v

根据上一节所述 ,均匀双三次B样条基函数W i , j (u,v)的参数域为 4×4 的正方形网格 ,其 9 个子基函数 
,
, ( , ),l k

i jw u v l,k=−1,0,1 都定义在 2×2 的网格上.为了便于推广,根据其插值特性的不同可以分为 3 类:Wi,j(u,v)参数 

域中心的 是第 1 类子基函数;4 条边中的 和 ,l,k=−1,1 是第 2 类子基函数;4 个角点的

是第 3 类子基函数.图 2 所示为 3 类子基函数的相应控制区域.其中,点区域为第 1 类

,横线区域为一个第 2 类子基函数( ),竖线区域为一个第 3 类子基函数( ). 
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2) 在整个参数域(−∞,+∞),
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i jw u v 2上C1连续; 

3) 在其参数域中心点处的值和导数值如下: ,
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a) 对第 1 类子基函数 
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b) 对第 2 类子基函数 
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c) 对第 3 类子基函数 
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1.3   将子基函数推广到任意四边形网格的基本思想 

如图 2 所示,在一个规则四边形网格中,每一个内部控制点的度为 4,周围有 8 个控制点,因此,其基函数由 9 

个子基函数组成 ,而且,每个子基函数的参数域为一个 2×2 的正方形网格.其详细定义可参 ,
, ( , ),  , 1,0,1l k

i jw u v l k = −

见公式(8).进一步地,我们可以将这 9 个子基函数分为 3 类.在任意四边形网格中,内部网格点的度不一定等于 4.
图 3给出了四边形网格的一个例子,其中,Pi点的度为 3,其控制区域如图 3中点区域对应的参数域所示.Pi点周围

有Pi,j,j=1,2,…,6 这 6 个控制点,那么Pi点的基函数(记为Wi(u,v))应该由 7 个子基函数组成,其中:第 1 类子基函数

记为wi,0(u,v),其对应区域是Pi的 1-邻域(本文中,网格顶点的 1-邻域即是与该顶点邻接的四边形组成的区域);第
2 类子基函数记为wi,j(u,v),j=1,3,5,其对应区域分别是Pi,j,j=1,3,5 的 1-邻域;第 3 类子基函数记为wi,j(u,v),j=2,4,6,
其对应区域分别是Pi,j,j=2,4,6 的 1-邻域. 

同理,推广到任意四边形网格,假定控制点Pi的度为n,其周围有n个四边形和 2n个控制点Pi,j,j=1,2,…,2n,则
其基函数Wi(u,v)由 2n+1 个子基函数组成,记为wi,j(u,v),j=0,1,2,…,2n. 

 
 
 
 
 
 
 

Pi,5

Pi,4

Pi,3

Pi,1 Pi

Pi,2

Pi,6

Fig.3  Pi has influence on the dotted region 
图 3  点区域为Pi的局部控制区域 

2   任意四边形网格上样条曲面的构造 

本节中,我们将公式(6)推广到任意四边形网格上样条曲面的构造.给定Pi,i=1,2,…,m为三维空间中的控制

点.不失一般性,假定给定控制点组成四边形网格;否则,对原始控制网格通过一次Catmull-Clark细分可以得到四

边形网格.图 3 给出了四边形网格的一个例子. 
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我们的目标是由给定控制点Pi,i=1,2,…,m加权组合构造曲面P(u,v),即对每一个控制点Pi,i=1,2,…,m构造类

似于公式(7)的基函数 .当四边形网格不规则时 ,由此构造得到的基函数不满足权性 ,因此 ,需按下式进行规 
范化: 

1

( , )( , )
( , )

i
i m

j
j

W u vu v
W u v

ϖ

=

=

∑
. 

从而,曲面可以表示为 

 
1

( , ) ( , )
m

i
i

u v u vϖ
=

= ∑ iP P  (12) 

因此,现在问题的关键是基函数Wi(u,v)的构造.下面讨论如何构造Wi(u,v).由第 1.3 节可知,基函数Wi(u,v)由
2n+1 个子基函数组成,记为wi,j(u,v),j=0,1,2,…,2n.因此在构造Wi(u,v)时,本文将在其子基函数参数域上分别构造

其 3 类子基函数wi,j(u,v). 

2.1   Pi处的局部参数化 

为了构造子基函数,需要先确定其参数域.由第 1.2 节可知,对于规则的四边形网格,子基函数的参数域为

2×2 的正方形网格,那么推广至任意网格顶点(度等于n),子基函数的参数域为与该节点邻接的n个单位边长的平

行四边形.因此,我们对一个网格顶点及其 1-邻域采用局部参数化方法,具体方法是:对一个控制点Pi,根据子基

函数种类,以该顶点为原点建立uv局部坐标系,然后将该控制点的邻接点Pi,j,j=1,2,…,n均匀映射到局部坐标系

中,使得每一个与Pi邻接的四边形映射到uv参数平面上一个单位边长的平行四边形,从而得到局部参数域.例如,
把图 4 所示的子基函数域看成是图 3 中控制点Pi,4的一个第 3 类子基函数域,建立uv坐标系后,把Pi,j,j=1,2,…,6
均匀映射到该uv坐标系时,需要注意的是与Pi,4对应的Vi,4应该在u轴上(也就是说,以ViVi,4为u轴),此例中Vi,4在局

部坐标系中坐标应为(1,0);然后,要使每一个与Pi邻接的四边形映射到uv参数平面上一个单位边长的平行四边

形,从而易得其余控制点的参数坐标.当然,图 4 所示子基函数域也可以看成是其他顶点的某类子基函数域,这
时,也可以按照类似方法处理.具体来说,若该子基函数域是第 1 类子基函数域,则以ViVi,1为u轴;若是Pi,j,j=1,3,5
的一个第 2 类子基函数域,则以ViVi,j,j=1,3,5 为u轴.注意,图 4 中参数域中节点Vi和Vi,j分别对应图 3 中网格的顶

点Pi和Pi,j,j=1,2,…,6.Vi的度为 3,其邻接的 3 个平行四边形形状相同,且均为单位边长. 
 
 
 
 
 
 
 
 

u

v 

Vi,4

Vi,5

Vi

Vi,6

Vi,1

Vi,2 Vi,3

Fig.4  Domain of local parameterization at Pi

图 4  Pi的局部参数域 

2.2   子基函数wi,j(u,v)的构造 

在一个子基函数参数域上,需要构造相关的多个子基函数.例如,图 4 所示的参数域可以用来构造Pi的第 1
类子基函数、Pi,j,j=1,3,5的第 2类子基函数以及Pi,j,j=,2,4,6的第 3类子基函数.3类子基函数wi,j(u,v),j=0,1,2,…,2n
的表示形式相同,所以其构造过程和方法也相同.为了表示简单,下文中 3 类子基函数wi,j(u,v),j=0,1,2,…,2n简记

为wi(u,v). 
注意,如果相应网格顶点的度等于n,那么子基函数wi(u,v)定义在由n个平行四边形组成的参数域上,当n=4
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时(即规则四边形网格的情况,如图 5 所示),子基函数wi(u,v)可由公式(8)给定;当n≠4 时(不规则网格点),本文在其

参数域的每个平行四边形上构造分片双三次Hermite插值多项式面片,其插值条件为平行四边形 4 个顶点处的

函数值、分别沿两边方向的一阶偏导和混合偏导值,然后,n个平行四边形上的面片拼接起来即可得到子基函数

wi(u,v).因此,本节只需要考虑不规则网格点处的子基函数的构造,这时,参数域由n,n=3,5,6,7,…个平行四边形组

成. 
其中,不同类型子基函数的区别在于其插值条件的区别.下面以图 6 为例,给出构造该参数域上一个子基函 

数面片(记为 , ( , )i lw u v )的构造方法,在 上构造一个双三次 Hermite 插值多项式面片. , , 1 , 2i i l i l i lVV V V+ +

(1) 双三次 Hermite 插值多项式面片的定义 
令V是 中任意一点(如图 6 所示),S为, , 1 , 2i i l i l i lVV V V+ + , , 1 , 2i i l i l i lVV V V+ + 的面积.αl和βl可定义如下: 

 
, , , , , , , ,

, 2 , , , 2 , 2 , , , 2

2 1 (( ) ( ) )

2 1 (( ) ( ) )

l
l i j i l i l i j i j i l i l i j

l
l i l i j i j i l i l i j i j i l

v v u u u v u v u v
S S

v v u u u v u v u v
S S

αα

ββ + + +

= = − + − + −

= = − + − + − +

 (13) 

其中, lα 和 lβ 分别表示∆ViVi,lV和∆ViVVi,l+2的面积. 

令w i ,∂w i /∂u和∂w i /∂v分别表示子基函数w i (u,v)在V i点处的函数值、沿u和v方向的偏导值;σ l表示从V i 

到Vi,l的方向;τ l表示垂直于σ l的方向.其中,l=1,3,…,2n−1.那么, , ( , )i lw u v 可由双三次Hermite多项式表示,具体构 

造方法如下: 

, , 1 , 2i i l i l i lVV V V+ + 上的双三次 Hermite 多项式可由平行四边形 4 个顶点处共 16 个插值条件来确定.每个顶点 

处的条件有:函数值、分别沿两条边方向(σl和σl+2)的一阶偏导和扭矢.令∂wi/∂σl表示wi(u,v)在Vi点处沿σl方向的

一阶导数,A l表示该点处的扭矢.由第 1.2 节子基函数的性质(3)可知,w i (u,v)在平行四边形两边V i , l V i , l+1和

Vi,l+1Vi,l+2上的函数值和沿两边方向的方向导数为 0,那么,在 3 个顶点Vi,lVi,l+1和Vi,l+2处的函数值、沿两条边的 
两个一阶导数和扭矢都是 0.因此, , , 1 , 2i i l i l i lVV V V+ + 上的双三次 Hermite 插值多项式面片 , ( , )i lw u v 可定义如下: 

 , 0 0 1 0 0 1 1 1
2

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i
i l l l i l l l l l l l

l l

w ww u v h h w h h h h h h Aβ α β α β α β α
σ σ +

∂ ∂
= + + +

∂ ∂
 (14) 

其中,l=1,3,…,2n−1,并且 3 2 3 2
0 1( ) 2 3 1, ( ) 2h t t t h t t t t= − + = − + 是[0,1]上的三次Hermite基函数,wi,∂wi/∂σl,∂wi/∂σl+2 

和Al是待确定的未知量.本文首先在如下步骤(2)、步骤(3)中将∂wi/∂σl,∂wi/∂σl+2和Al的确定归结到wi,∂wi/∂u和
∂wi/∂v,然后在第 2.3 节讨论wi,∂wi/∂u和∂wi/∂v的确定. 

(2) ∂wi/∂σl,∂wi/∂σl+2的确定 
因为 , ( , )i lw u v 满足∂wi/∂u和∂wi/∂v在Vi点处(这时(αl,βl)=(0,0))的边界条件,从而有: 

 
2 2

,  l i l i i l i l i i

l l l l

w w w w wS
u u u v v
β α β α

σ σ σ σ+ +

wS
v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (15) 

由公式(13),将αl,βl代入公式(15),整理得: 

 , 2 , , 2 ,
2 2

( ) ( ) ,  ( ) ( )i i i i i
i l i i i l i i l i l i

l l l l

w w w w wv v v v S u u u u S
u vσ σ σ σ+ +

+ +

iw∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + − = − + − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (16) 

解方程组(16)可以得到: 

 , , , 2 , 2
2

( ) ( ) ,  ( ) ( )i i i i i
i l i i l i i l i i l i

l l

w w w w wu u v v u u v v
u v uσ σ + +

+

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + − = − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
iw

v
∂
∂

 (17) 

从而,∂wi/∂σl,∂wi/∂σl+2可由∂wi/∂u,∂wi/∂v得到. 
(3) Al的确定 
对于Al的确定,考虑两个邻接的双三次多项式面片 , 2 ( , )i lw u v− 和 , ( , ),  1,3,...,2 1i lw u v l n= − (其中, ,2 1( , )i nw u v+ =  

,1( , )iw u v )满足如下条件: 
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2
2

, 2 ,

1/ 2 0
0 1

( , ) ( , )

l l
l l

i l i l

l l

w u v w u v
α α
β β

τ τ−
−

−

= =
= =

∂ ∂
=

∂ ∂
/ 2

 (18) 

其中, 2 2cos 1,  l l l l

l l l lS S
α β θ α β
τ τ τ τ

− −∂ ∂ ∂ ∂
= − = − = − = −

∂ ∂ ∂ ∂
. 

分别整理公式(18)的左、右两边: 

2
2

, 2 2

1/ 2 20

,

0 21/ 2

( , ) 3cos 1 cos ,
2 2 4 8

( , ) 3cos cos 1 .
2 4 2 8

l
l

l
l

i l i i
i

l l

i l i i l
i

l l l

w u v w ww
S S S

w u v w w Aw
S S S S

α
β

α
β

θ θ
τ σ

θ θ
τ σ σ

−
−

− −

= −
=

= +
=

∂ ∂ ∂
= − − + −

∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + − −

∂ ∂ ∂

l

l

A
Sσ∂

 

从而,由公式(18)得到关于Al的方程组: 

 2
2 2

24cos 4 cos ,  1,3,...,2 1i i i
l l i

l l l

w w wA A w lθ θ
σ σ σ−

− +

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ n+ = − − + + = −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
 (19) 

将公式(17)代入方程组(19),然后求解此方程组,可以将Al表示成wi,∂wi/∂u和∂wi/∂v的表达式.而在求解方程

组(19)时,若n为奇数,则方程组(19)有唯一解;当n为偶数时,若方程组有解则解不唯一(当n=4 时,直接使用公式(8)
中的子基函数).接下来,对n为偶数情况,本文将讨论n=6 时方程组的求解方法.类似地,可以求解n=2k,k≥4 的 
情况. 

对n=6 的第 1 类子基函数,考虑到A1=A3=A5=A7=A9=A11,因此,求解方程组(19)得到Al;对第 2 类子基函数, 

考虑将A5=A7加入方程组(19),因此,Al可唯一确定;对其第 3 类子基函数,Al(l=1,3,…,11)可通过极小化 2 2
1 3A A+ +  

2
11... A+ 来确定. 

步骤(2)和步骤(3)分别将∂wi/∂σl,∂wi/∂σl+2和Al的确定归结到wi,∂wi/∂u和∂wi/∂v.因此,只要确定wi,∂wi/∂u和
∂wi/∂v,即可由公式(14)在子基函数参数域的每个平行四边形上都构造一个双三次Hermite插值多项式面片,然
后面片拼合起来得到wi(u,v),下一节讨论如何确定wi,∂wi/∂u和∂wi/∂v. 

 

Vi,l+

βl

τl

αl

σl

σl+2

Vi

V 

Vi,l+

Vi,l+

Vi,l+

Vi,l

 
Vi,6

Vi,1

Vi,5  
 
 Vi

 
 

Vi,2 Vi,3  

Fig.5  Parametric domain of regular control point          Fig.6  Parametric domain of wi(u,v) 
图 5  规则控制点的参数域                         图 6  wi(u,v)的参数域 

2.3   wi,∂wi/∂u和∂wi/∂v的确定 

很自然地,作为B样条曲面的扩展,wi,∂wi/∂u和∂wi/∂v的值应当根据第 1.2 节中公式(9)~公式(11)(即均匀双三

次B样条曲面子基函数的性质 3(a)~性质 3(c))来确定.从而得到 
1) 对第 1 类子基函数,由公式(9):wi=4/9,∂wi/∂u=∂wi/∂v=0. 
2) 对第 2 类子基函数,由公式(10):wi=1/9,∂wi/∂u=1/3,∂wi/∂v=0. 
3) 对第 3 类子基函数,由公式(11):wi=1/36,∂wi/∂u=1/(12cos(θ/2)),∂wi/∂v=0. 
但是作为基函数,需满足wi(u,v)≥0.然而当n≠4 时,使用上述值所确定的第 2 类和第 3 类子基函数在其参数域

内可能出现负值.为了解决这个问题,本文通过调整∂wi/∂u的值使子基函数非负.附录给出了n=3,5,6,7 时第 2 类
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和第 3 类子基函数构造时使用的∂wi/∂u值. 

2.4   样条曲面的计算 

根据公式(12),对控制点作加权组合即可得到曲面.计算中,从参数域上对每个四边形进行计算.每个参数域

的四边形上,使用基函数对相应的控制点作加权组合得到曲面. 
令任意四边形网格表示为M={V,F},V={P1,P2,…,Pm}为网格顶点集合,F={f1,f2,…,fq}为网格四边形集合, 

1 2 3 4[ , , , ],  1,2,...,i i i i
if p p p p i q= = .其中,m 为网格顶点数,q 为四边形数.那么,M 上的样条曲面的计算如下: 

1) i=1. 
2) 对fi,参数域内对应一个平行四边形域,应用公式(13)将其规范化为[0,1]×[0,1],令(u,v)∈[0,1]×[0,1],在 

顶点 的第 1 类子基函数的对应面片上计算(u,v)=(0,0)点处的值,记为 . i
jp 1 ( , ),  1,2,3,4jw u v j =

3) 对fi的 1-邻域上的顶点(四边形的 1-邻域是与该四边形的每个顶点邻接的四边形组成的区域), 

对与 邻接的点,计算其对应的第 2 类子基函数面片,记为 ; i
jp 2 ( , ),  1,3,...jw u v j =

对与 不邻接的点,计算其对应的第 3 类子基函数面片,记为  i
jp 3( , ),  2,4,...jw u v j =

4) 规范化计算的基函数值,并以此为权对相应控制点作加权组合. 
5) If v+step<1,计算下一个点(u,v+step), 

else if u+step<1,计算(u+step,0) 
else 转步骤 6). 

6) If i<q,则 i++,转步骤 2). 
else 计算结束. 

其中,step 为计算的参数步长,与绘制曲面时采样密度有关.因为对不同度数的顶点的所有子基函数都是事先构

造好的,而对参数域内一个点(u,v)的计算与 B 样条曲线曲面的计算相似,因此,曲面绘制时的计算量只与 step 的

取值有关. 

3   实  例 

用本文所得的基函数可在各种网格上构造样条曲面,图 7 为几个典型的控制网格和构造的曲面. 
 
 
 
 
 

(a)                     (b)                     (c)                      (d) 
 
 
 
 
 
 

(e)                                    (f) 

Fig.7  Examples 
图 7  实例 

其中,图 7(a)~图 7(d)中网格为控制网格;图 7(e)和图 7(f)中由于网格较为复杂,将控制网格和曲面分开显示:左边
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为控制网格,右边为构造得到的曲面.另外,除了图 7(e)以外,在绘制曲面时,对应参数域上一个四边形的面片用

一种颜色来绘制,相邻面片使用不同颜色. 
图 7(b)、图 7(d)中网格点的度均为 4,是规则的四边形网格,所以,所得曲面与B样条曲面是一致的,从而是C2

连续的.而图 7(a)、图 7(c)、图 7(e)和图 7(f)中均含有不规则点(度不为 4 的点),从图中可以看出,在不规则点处

构造的曲面也具有很好的形状. 
图 7(a)~图 7(d)和图 7(f)是闭网格,根据新方法,在网格的每个四边形上构造曲面;而图 7(e)是开网格,在网格

的边界处我们采取与 B 样条方法相同的处理方法:在子基函数定义不全的四边形上,不构造曲面. 
网格图 7(e)有 722 个点、591 个四边形,图 7(f)有 842 个点、840 个四边形.可以看出,对于较为复杂的网格,

新方法也能够有效地构造曲面.而且,由本文所述曲面构造方法,对不同度数的网格顶点预先构造出的子基函数

可适用于所有网格,构造曲面所需要的计算与 B 样条曲面的计算方法类似,不会带来额外的复杂度. 

4   结论与今后工作 

将 B 样条曲面方法扩展至任意四边形网格,本文提出一种在任意四边形网格上构造样条曲面的方法.由于

一次 Catmull-Clark 细分可将任意网格细分成四边形网格,因此,该方法可以在任意多边形网格上构造 B 样条曲

面.如果控制网格是规则四边形网格,则该方法构造的是均匀双三次B样条曲面;如果是不规则四边形网格,则所

构造的是分片双三次有理参数多项式曲面.由于该方法可以在任意多边形网格上构造 B 样条曲面,因此具有更

好的造型灵活性. 
与文献[32]一样,本文方法解决的是任意控制网格上曲面的构造问题,而且在网格的规则区域得到的都是

均匀 B 样条曲面.与文献[32]相比,该方法的特色和优点在于,通过采用一种双三次 B 样条基函数的分解方法,将
B 样条曲面方法推广到不规则网格,通过构造基函数来构造曲面,思想简单直观,构造过程也更为简化,只需对控

制点作加权组合即可.对不同度数的网格顶点,预先构造出的子基函数适用于所有网格,构造曲面所需要的计算

与 B 样条曲面的计算方法类似,不会带来额外的复杂度.三角网格或细分曲面虽然在动画或游戏设计中已得到

广泛应用,但它们不能使设计者像使用 B-样条技术一样进行设计,本文的重要目的之一是给动画或游戏等设计

人员提供一个工具,可以像使用 B-样条技术那样基于任意网格进行设计. 
本文对任意四边形网格上B样条曲面的构造问题作了初步的研究,还有许多问题需要进一步深入研究.我

们下一步要研究的主要问题有:(1) 如何构造基函数,使构造曲面在非规则四边形区域上达到C1连续,进一步达

到C2连续;(2) 如何构造基函数,使其具有更合理的形状;(3) 任意四边形B样条曲面的快速计算;(4) 具有二次多

项式插值精度的任意四边形网格划分,即如果给定的数据点是二次曲面上的点,则网格划分时增加的点也在二

次曲面上. 
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附录. ∂wi/∂u值的调整 

对n=3,5,6,7,通过调整∂wi/∂u的值,可以保证子基函数非负.通过推导,得到的部分∂wi/∂u值列出如下: 
1) 当n=3 时,第 2 类和第 3 类子基函数分别使用的∂wi/∂u值为 

5 1,  
27 12

i iw w
u u

∂ ∂
= =

∂ ∂
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2) 当n=5 时,第 2 类和第 3 类子基函数分别使用的∂wi/∂u值为 

8 2 5 5 4,  
27 5 45 9 5 45

i iw w
u u

∂ − ∂ −
= =

∂ ∂− −
. 

3) 当n=6 时,第 2 类和第 3 类子基函数分别使用的∂wi/∂u值为 

2 3,  
9 1

i iw w
u u

∂ ∂
= =

∂ ∂ 8
. 

4) 当n=7 时,第 2 类和第 3 类子基函数分别使用的∂wi/∂u值为 
23 4cos
7 ,
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