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Abstract: Walsh functions are widely used in many areas such as signal and image processing, digital 
communication etc. Walsh function system is orthogonal and completed. Among many methods to generate Walsh 
functions, Swick’s copy theory is famous. This method takes Walsh function’s order numbers as the copy 
information and can generate an arbitrary function given certain order number, which in fact is the vector processing 
method and is not applicable for such 2D signal processing applications as fast transforms. Walsh function system 
can be expressed by Walsh matrix Wk. In this paper, row copy and block copy methods are put forward based on Wk. 
Copy operators are designed based on symmetries and a new ordering is discovered (named Walsh-Like ordering). 
After the iterative formulas of 6 ordering Walsh matrices are deduced by Kronecker product, the computer images 
of these matrices are illustrated. It is proved that the proposed method is more advanced than the former. The later 
can achieve higher performance and is applicable to the fast transforms designing. The fourth symmetric ordering of 
Walsh function system is discovered (Walsh-Like ordering), and the conjecture that the new ordering is likely to be 
the reverse form of Walsh ordering is made by analyzing and comparing with these images. 
Key words: Walsh function; copy; evolution; symmetry; fractal 

摘  要: Walsh 函数在信号处理、图像处理、通信等众多领域有着广泛的应用.Walsh 函数系是一个正交而完
备的函数系,可以通过多种方法生成这一函数系.其中,Swick 提出的复制方法应用最为广泛,该方法以 Walsh 函
数的序码作为复制信息,可以复制出任意给定序数的 Walsh 函数.其本质是基于向量的处理,不适于类似快速变
换等二维信号的处理.Walsh函数系可用Walsh方阵Wk表示.提出了基于Wk的行复制和块复制方法.基于对称性
引入复制算子,并发现了一种新序(类 Walsh 序).利用 Kronecker 积推导了 6 种序的 Walsh 方阵的递推公式并绘
制了它们的计算机图像,发现这些图像具有分形意义上的自相似结构.结果表明,基于矩阵的复制是比基于序码
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的复制更先进的复制方法.前者性能更优,适于快速变换的设计.而且,利用它发现了 Walsh 函数系的第 4 种对称
的序:类Walsh序.通过分析和比较各种序的计算机图像,得出类Walsh序更适合作为Walsh序的逆反形式的猜想. 
关键词: Walsh函数;复制;演化;对称;分形 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

Walsh函数在信号处理、图像处理、通信等众多领域有着广泛的应用.Walsh函数系是一个在二分集 Ek的

每个子段上取值±1的正交函数系.在每个二分集 Ek上,Walsh函数的值组成一个 2k阶方阵 Wk,称为 Walsh方阵.
这样,Walsh 函数的演化过程可表述为 Walsh 方阵 Wk的加工过程,而加工手续则是某种对称性复制[1].Walsh 函
数复制理论的奠基人 Swick[2]于 1969年提出用镜像复制方法产生 Walsh序的 Walsh函数.张其善[3]扩展了这一

理论,推导了 Paley 序和 Hadamard 序的 Walsh函数,还根据这种复制方法的逻辑关系发现了 Walsh函数的一种
新的排序方式,并命名为 X 序.Swick 与张其善所归纳出的复制方法不需要从低序号到高序号递推,以 Walsh 函
数的序码作为复制信息,因而运用这种方法可以复制出任意给定序数的 Walsh 函数.该方法的优点是易于在计
算机上实现,也易于硬件实现.而本文介绍的复制方法是与上述复制方法完全不同的一种技术.该方法以矩阵为
考察对象,以二分技术[4]为手段,以演化法则[5]为基础,从对称性角度分析了 6种序的 Walsh函数的复制过程. 
历史上,Walsh函数有 3 种序:Paley 序、Hadamard序和 Walsh序.其中:Paley 序和 Hadamard序分别由自然

码与反自然码生成,因此可以说 Paley序和 Hadamard序是互反的;Walsh序由 Gray码生成.而对Walsh序的逆反
形式的研究,目前还没有一个统一的答案,这使得对 Walsh 函数系统的研究不是那么对称、和谐.文献[6]分析了
Gray 码的两种逆反形式:反 Gray 码和逆 Gray 码.反 Gray 码生成反 Walsh 序的 Walsh 函数;逆 Gray 码生成逆
Walsh序的 Walsh函数,而逆 Gray码其实就是反自然码的 Gray码[7](这种码生成 X序).因此,X序即为逆 Walsh
序.相应地,本文称反 Walsh序为 XT序.文献[1]中所谓的反 Walsh序其实是逆 Walsh序,这是一个名字上的错误.
文献[8,9]详细分析了这两种序及其快速变换算法.本文从对称性出发分析了各种序的复制关系,并导出了另一
种序,暂且称其为类 Walsh序.最后,绘制了 Walsh方阵的计算机图像,以从宏观上把握各种 Walsh方阵的特点. 
本文第 1节介绍 Walsh函数系的定义、基于序码的复制技术、对称性定义以及基于矩阵的行复制和块复

制技术.第 2 节从对称性出发设计 4 种复制算子,复制生成 6 种序的 Walsh方阵.第 3 节给出 3 种复制算法的 C
语言描述和性能测试实验,绘制 6种序的 Walsh方阵的计算机图像.最后是全文的结论. 

1   相关理论 

1.1   Walsh函数系定义 

1923年,美国数学家 J.L. Walsh提出的 Walsh函数系定义如下: 
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其中:k表示层数,k层Walsh函数系含有 2k个Walsh函数;sgn是符号函数,sgn[x]当 x>0时取值+1,x<0时取值−1;
又 jr取值 0或 1是序数 j的二进制码,j为序数 i的某种编码.j的不同编码将产生不同序的Walsh函数系.目前各
种序的 Walsh函数系定义如下: 

(1) 如果 j取自然码,即 jk−r−1=ik−r−1,r=0~k−1,则得到 Paley序的 Walsh函数. 
(2) 如果 j取 Gray码,即 jk−1=ik−1, jk−r−1=ik−r−1⊕ik−r,r=0~k−1,则得到 Walsh序的 Walsh函数.J.L.Walsh最早提

出的 Walsh函数正是这种排序方式. 
(3) 如果 j取反自然码,即 jk−r−1=ir,r=0~k−1,则得到反 Paley序的Walsh函数.由于这种排序方式和 Hadamard

矩阵有紧密的关系,故也称为 Hadamard序. 
(4) 如果 j取反 Gray码,即是先取序数 i的 Gray码,然后取该结果的反自然码得到的关于 i的编码,即 j0=ik−1, 

jr=ik−r⊕ik−r−1,r=1~k−1,则得到反 Walsh序的 Walsh函数系. 
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(5) 如果 j取逆 Gray码,即是先取序数 i的反自然码,然后取该结果的 Gray码得到的关于 i的编码,即 jk−1=i0, 

jk−r−1=ir⊕ir−1,r=1~k−1,则得到逆 Walsh序的 Walsh函数系,又称为 X序. 
图 1列举了 k=3时 Walsh序的 8个 Walsh函数的波形.此时,j取 Gray码.中心轴上方表示取值+1,下方表示

取值为−1.可以看出,Walsh函数尽管取值简单,但其波形却很复杂,似乎比三角函数复杂得多,以至于根据定义很
难作出它们的图形.Swick的序码复制技术较好地解决了这一问题. 

Fig.1  Eight Walsh ordering functions 
图 1  Walsh序的 8个 Walsh函数 

1.2   基于序码的复制技术 

1969年,D.A. Swick提出了运用镜像复制技术逐个生成 Walsh序的 Walsh函数的方法,揭开了利用复制技
术生成 Walsh 函数的序幕.1983 年,张其善、李植华将 Swick 的复制技术(包括平移复制技术)推广到其他序的
Walsh 函数.该方法可以不借助其他函数,直接从 Walsh 函数的序数 i 的编码出发,逐个复制,生成任意给定序的
Walsh函数.表 1利用序码复制技术生成 Walsh序的 8 个 Walsh函数,其中复制信息采用 j 的 Gray 码,复制技术
采用平移复制(“+,−”分别表示“+1,−1”). 

Table 1  Order code copy technique 
表 1  序码复制技术 

Order number Gray code (j2j1j0) Initial Step 1(j2) Step 2 (j1) Step 3 (j0) 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

000 
001 
011 
010 
110 
111 
101 
100 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

+ 
+ 
+ 
+ 
− 
− 
− 
− 

+ + 
+ + 
− − 
− − 
− + 
− + 
+ − 
+ − 

+ + + + 
− − − − 
− − + + 
+ + − − 
+ − − + 
− + + − 
− + − + 
+ − + − 

 

1.3   Walsh方阵 

Walsh 函数虽然只取±1 两个值,但其取值方式却很复杂.Walsh 函数频繁地在这两个值之间跃变,因而运用
传统的数学方法研究 Walsh函数是困难的.为了便于描述 Walsh函数的跃变特征,文献[1]引进二分集的概念. 
设将区间 E0=[0,1]对半二分,其左右两个子段合成为集 E1: 

E1=E1
(0)∪E1

(1), E1
(0)=[0,1/2], E1

(0)=[1/2,1], 
再将 E1的每个子段对半二分,又得到区间集 E2: 

E2=[0,1/4]∪[1/4,1/2]∪[1/2,3/4]∪[3/4,1], 
如此二分下去,二分 k次所得出的 Ek包含 2k个子段(如图 2所示). 
在二分集的每个子段上取定值的函数称作二分集上的阶跃函数.阶跃函数在某一子段上的函数值称作该
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子段的阶跃值.不言而喻,二分集 Ek上任一函数的阶跃值构成一个 2k维向量,而 Ek上含有 2k个正交函数的阶跃

函数组,对应于某个 2k阶方阵 Wk,称为 Walsh方阵. 
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Fig.2  Bisection sets
图 2  二分集 

1.4   对称性 

文献[5]中Walsh序Walsh函数的生成引入了奇对称与偶对称两个概念;Paley序Walsh函数的生成引入了
平移对称与反射对称两个概念.为了区别它们,我们把对称分为两种:镜像对称与平移对称.奇对称与偶对称属
于镜像对称,平移对称与反射对称属于平移对称.镜像对称和平移对称的定义如下: 
定义 1(镜像对称). 称函数 f(x)在时基[0,1)左右两侧呈偶对称,如果 f(1/2−x)=f(1/2+x),0≤x<1/2;反之,如果

f(1/2−x)=−f(1/2+x),0≤x<1/2,则称函数 f(x)的左右两侧呈奇对称. 
定义 2(平移对称 ). 称函数 f(x)在时基 [0,1]左右两侧呈正对称 ,如果其右侧是左侧的平移 ,即有

f(x)=f(x−1/2),1/2≤x<1;反之,如果其右侧是左侧的反射平移,即 f(x)=−f(x−1/2)成立,1/2≤x<1,则称函数 f(x)的左右两
侧呈反对称. 

1.5   基于矩阵的复制技术 

基于镜像对称性与平移对称性,文献[1]引入了奇偶复制和平移复制的概念.其中,Walsh 序与逆 Walsh 序通
过奇偶复制生成,Paley 序与反 Paley 序通过平移复制生成.考察演化法则的合成手续[1](0-1 法则),其中逆 Walsh
序与反 Paley序通过前后接排合成;Walsh序与 Paley序通过奇偶混排合成.在前后接排手续下,Wk的生成是以整

块 Wk−1作为复制对象,不妨称其为“块复制”.在文献[5]的图 12 与图 13 中,Hadamard 序 Walsh 函数的生成原理
及生成过程体现了块复制思想.在奇偶混排手续下,Wk的生成是以 Wk−1的每一行作为复制对象,不妨称之为“行
复制”.文献[1]中,Walsh 序与 Paley 序方阵的生成体现了行复制思想.由块复制与行复制的特征可知,从 Wk−1到

Wk矩阵的行数与列数都加倍.因此,Wk的元素数是 Wk−1的 4倍. 
注意奇偶复制、平移复制的概念和块复制、行复制的概念的区别,两者是从不同角度引入的复制技术.根

据文献[1,5]中的演化法则,奇偶复制、平移复制是针对分解法则的(0 法则或 1 法则),而块复制、行复制是针对
合成法则的(0-1 法则).必须强调指出的是,文献[5]中的方法完全是一个几何方法,是对波形的操作,对于类似变
换算法的数字化的运算并不适合.文献[1]在文献[5]的基础上提出了代数方法,是对矩阵进行操作,适合于数字
化运算.容易看出:若合成法则为块复制,则块与块之间可以施行奇偶复制或平移复制或两者混合;若合成法则
为行复制,则每一行只能施行奇偶复制或平移复制其中之一.已经知道,按照行复制+奇偶复制产生 Walsh 序方
阵;按照行复制+平移复制产生 Paley序方阵;按照块复制+平移复制产生反 Paley序方阵;按照块复制+矩阵块上
下平移复制、左右奇偶复制产生逆 Walsh 序方阵.根据排列组合理论,关于块复制尚有两种组合方式:块复制+
奇偶复制与块复制+矩阵块左右平移复制、上下奇偶复制.前者产生一种新序,暂且称为类 Walsh 序;关于后者,
文献[6]根据反 Gray码按照 Swick的复制方法可以生成反Walsh序.至此,Walsh序的逆反形式有 3种:逆Walsh
序、反Walsh序和类Walsh序.它们从不同角度反映了Walsh序的反,但哪种序是Walsh序的反呢?如果从 Paley
序与反 Paley序的关系来看,好像类 Walsh序“更像”Walsh序的反,但这仅仅是一个猜想. 
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2   Walsh方阵的复制生成 

2.1   复制算子 

文献[1,8]采用 Kronecker积推导低阶 Walsh阵 Wk−1到高阶 Walsh阵 Wk的生成过程.文献[1]引入了平移复
制算子 H和奇偶复制算子 G如下: 
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H,G分别包含 4个元素,每个元素表示一种复制符,e,−e, 和 分别称为平移复制符、反平移复制符、偶复
制符和奇复制符.设
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示矩阵 A在 H的作用下分别进行了一次行复制与块复制操作.设矩阵 A为(m+1)×(n+1)的矩阵,则 
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观察奇偶复制算子G:对于块复制来说,G的上下为平移复制,左右为奇偶复制.由前述可知,利用G可以复制
生成逆Walsh阵.但对于反Walsh阵的生成,G就不能胜任,需引入新的复制算子.同理,类Walsh阵的生成也需引
入新的复制算子.设生成反 Walsh 阵的复制算子为 G′,生成类 Walsh 阵的复制算子为 .根据 G,很容易推导出
G′与G 的矩阵形式如下: 
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复制算子的引入为 Walsh 方阵的复制生成奠定了基础.设 H⊗k表示 k 个算子 H 按 Kronecker 积累乘,下面
分别介绍 6种序 Walsh方阵的递推公式. 

2.2   6种序Walsh方阵的复制生成 

(1) 反 Paley 阵 :块复制 +平移复制产生反 Paley 阵 .W0→Wk 的演化步可表述为如下递推关系

式:Wk=H⊗Wk−1=H⊗2⊗Wk−2=…=H⊗k⊗W0.其中,W0=[+],表示初始矩阵,此时只有一个元素+.此公式表明,从 W0 出

发,运用复制算子 H 对矩阵 W0运算 Kronecker 积 k 次,就可以得到反 Paley 阵 Wk.反 Paley 阵 W3的复制生成如
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图 3(a)所示,以下类推. 

(2) 逆 Walsh阵:Wk=G⊗Wk−1=G⊗2⊗Wk−2=…=G⊗k⊗W0,如图 3(b)所示. 
(3) 反 Walsh阵:Wk=G′⊗Wk−1= G′⊗2⊗Wk−2=…=G′⊗k⊗W0,如图 3(c)所示. 

(4) 类 Walsh阵:Wk= G ′′ ⊗Wk−1= G ⊗W2⊗′′ k−2=…= ⊗WkG ⊗′′ 0,如图 3(d)所示. 

(5)  Walsh阵:Wk=G ⊗ Wk−1= 2⊗G ⊗ Wk−2=…= k⊗G ⊗ W0,如图 3(e)所示. 

(6)  Paley阵:Wk=H ⊗ Wk−1= 2⊗H ⊗ Wk−2=…= k⊗H ⊗ W0,如图 3(f)所示. 
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(a) Hadamard ordering (b) X ordering 
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(c) XT ordering (d) Walsh-Like ordering 
 

[ ]

+ + + + + + + + 
 + + + + − − − − 
 + + + + + + − − − − + + 
  + + + + − − + + − − + + − −    + → → →    + − + − − + + − − + + − − +    + − + − + − − + − + + −   
 + − + − − + − +
 
+ − + − + − + −  

 

[ ]

+ + + + + + + + 
 + + + + − − − − 
 + + + + + + − − + + − − 
  + + + + − − + + − − − − + +    + → → →    + − + − + − + − + − + − + −    + − − + + − + − − + − +   
 + − − + + − − +
 
+ − − + − + + −    
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Fig.3  Copy generation of six orderings of Walsh matrix 
图 3  6种序 Walsh矩阵的复制生成 

3   Walsh方阵的计算机图像 

3.1   矩阵生成算法 

分别用序码复制和矩阵复制两种方法生成矩阵.实验环境:OS 为 Windows 2000 Professional,CPU 为赛扬
2.4GHz,256M内存,VC++6.0. 

1. 序码复制算法 
(1) 分配二维数组 A[2k][2k]用于保存 Walsh矩阵,每一行的第 1个元素初始化为+1; 
(2) 对于某种序的 Walsh 函数,首先生成序码表,保存在二维数组 B[2k][k]中,B 中每一行元素对应某种序的

序码,用二进制串表示; 
(3) 扫描 B中的每一行元素,调用镜像或平移复制规则生成 A的一行元素. 
序码复制算法(以 Paley 矩阵的生成为例,其他序的矩阵生成可以类似得到)的 C 语言描述如下(其中,变量

vector_width表示当前向量的宽度): 
for (i=0;i<2k;i++)A[i][0]=1; /*初始化数组 A的每一行第 1个元素为 1*/ 
生成二进制码表,保存在数组 B中; 
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for (i=0;i<2k;i++){ 

vector_width=1; /*对于每一行,向量宽度初始化为 1*/ 
for (j=0;j<k;j++){ 

start=0; /*用于数组 A的每一列的滑动游标*/ 
for (step=0;step<vector_width;step++){ /*step表示数组 A的当前向量滑动的起始地址*/ 

if (B[i][k−j−1]==0)/*根据不同的序,执行镜像复制或者平移复制*/ 
A[i][vector_width+step]=A[i][start++]; /*偶复制或者正平移复制*/ 

else 
A[i][vector_width+step]=−A[i][start++]; /*奇复制或者反平移复制*/ 

}vector_width<<=1; /*扫描数组 B每一个元素后,向量宽度加倍*/ 
} 

} 
2. 矩阵复制算法(包括行复制和块复制两种算法) 
(1) 分配二维数组 A[2k][2k],用于保存 Walsh矩阵,初始化 A[0][0]=+1; 
(2) 根据行复制或块复制规则迭代地填充 A的所有其他元素(如图 3所示). 
行复制和块复制算法的 C语言描述如下(其种变量 matrix_width表示当前方阵的宽度): 
(a) 行复制算法(以 Walsh矩阵的生成为例). 
A[0][0]=1; /*初始化 A的第 1个元素为 1*/ 
matrix_width=1; /*初始化 A的当前宽度为 1*/ 
for (i=0;i<k;i++){ 

/*将当前欲填充的方阵分为左右两部分,首先生成左半部分的元素*/ 
for (row=matrix_width−1;row>=0;row−−) 

for (col=0;col<matrix_width;col++) 
A[2*row+1][col]=A[2*row][col]=A[row][col]; 

/*利用左边生成的元素信息,再根据镜像复制或者平移复制的两条对偶规则生成右半部分元素*/ 
for (row=0;row<matrix_width;row+=2) 

for (col=0;col<matrix_width;col++){ 
A[row][col+matrix_width]=A[row][matrix_width−col−1]; 
A[row+1][col+matrix_width]=−A[row][matrix_width−col−1]; 

} matrix_width<<=1; /*每迭代一次,当前方阵的宽度加倍*/ 
} 
(b) 块复制算法(以类 Walsh矩阵的生成为例): 
A[0][0]=1;matrix_width=1; /*初始化 A的第 1个元素为 1,初始化 A的当前宽度为 1*/ 
for (i=0;i<k;i++){ 

/*将当前欲填充的方阵均匀分为 4个小方阵,其中左上角元素是上一层矩阵元素,不必再计算*/ 
for (row=0;row<matrix_width;row++) 

for (col=0;col<matrix_width;col++){ 
A[row][col+matrix_width]=A[row][matrix_width−col−1]; /*生成右上角元素*/ 
A[row+matrix_width][col]=A[matrix_width−row−1][col]; /*生成左下角元素*/ 

} 
/*利用左下角元素,生成右下角元素*/ 
for (row=0;row<matrix_width;row++) 
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for (col=0;col<matrix_width;col++) 

A[row+matrix_width][col+matrix_width]=−A[row+matrix_width][matrix_width−col−1]; 
matrix_width<<=1; /*每迭代一次,当前方阵的宽度加倍*/ 

} 
易知,相对于序码复制法,矩阵复制法不需要计算和保存序码信息表,也消除了扫描序码表时不必要的判

断.前者是基于“一步到位”的策略,而后者基于迭代技术.虽然最终生成 A的实际计算量是相同的,但前者的辅助
操作明显大于后者.图 4是 3种算法的性能曲线比较.可以看出,块复制方法是最快的方法,行复制介于二者之间. 
k每增加 1,矩阵元素数就增加为原来的 4倍,计算量也增加为原来的 4倍. 

7           8           9           10          11          12 
                            k

200
180
160
140
120
100

80
60
40
20

0

Block copyRow copyOrder code copy 

C
PU

 ti
m

e 
(m

s)
 

Fig.4  Performance comparison of the three copy methods 
图 4  3种复制方法性能比较 

3.2   图像生成 

Walsh 矩阵生成后,通过将矩阵元素映射到计算机屏幕上,就可以得到其图像.文献[10]给出了 Hadamard 矩 

阵(设为 H)的图像,并指出从 H矩阵的性质不难得到其图像的几何性质,诸如对称性、分块的相似性;如果 图 r
2H

像占据单位正方形,面积为 1,那么,其中黑色块的面积为 0.5+1/2r+1等.由于分块过程反复运用了嵌入手续,因此, 

矩阵 的图像具有无限精细的自相似结构(r→∞).这就给出了一类有意义的分形.图 5为 6种序的 5阶和 8阶 r
2H

Walsh方阵的图像,其中,5阶图像为放大图像,使每个 8×8的像素点区域对应一个矩阵元素;8阶图像为每个像素
点对应一个矩阵元素. 
从 8 阶图像可以看出整个图像的自相似结构及对称性,从 5 阶图像可以看出其细节.图 5(1)和图 5(2)即为

Hadamard矩阵的图像.文献[11]中出现了 Hadamard阵图像(图 5(1))、Walsh阵图像(图 5(9))以及 Paley阵图像(图
5(11)),并指出:Hadamard 阵图像具有嵌套结构(nested);Walsh 阵图像的每一行的颜色变化都比前一行多一
次;Paley 阵图像的每一行对 Walsh 阵图像的相应行进行了重新排序.可以看出,Paley 阵图像具有明显的断裂现
象(图 5(11)和图 5(12)),而 Walsh 阵图像比较平滑(图 5(9)和图 5(10)).图像的对称性如下:除了逆 Walsh 序与反
Walsh 序以外,其他序的图像都关于主对角线对称;而逆 Walsh 序与反 Walsh 序的图像互为转置.逆 Walsh 序与
反Walsh序的这种不对称性是否就意味着类Walsh序更“适合”作为Walsh序的反呢?这显然需要进一步的研究.
不过,引进类Walsh阵以后,Walsh方阵的排序方式增至表 2中列出的 4种.实际上,Walsh方阵仅有表 2所列的 4
种对称的形式. 
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(1) Hadamard ordering (W5) (2) Hadamard ordering (W8) (3) X ordering (W5) (4) X ordering (W8) 

 

  
(5) XT ordering (W5) (6) XT ordering (W8) (7) Walsh-Like ordering (W5) (8) Walsh-Like ordering(W8) 

 

 
(9) Walsh ordering (W5) (10) Walsh ordering (W8) (11) Paley ordering (W5) (12) Paley ordering (W8) 

Fig.5  Images of six orderings of Walsh matrix 
图 5  6种序 Walsh矩阵的图像 

Table 2  Four symmetric Walsh matrices 
表 2  4种对称的 Walsh方阵 

      Symmetry 
Copy mode Shift symmetry Mirror image symmetry 

Row copy Paly ordering Walsh ordering 
Block copy Hadamard ordering Walsh-Like ordering 

4   结束语 

本文通过对Walsh序的逆反形式的研究,从对称性角度发现了一种新序(类Walsh序),绘制了 6种序的计算
机图像,发现Walsh函数矩阵具有分形意义上的自相似结构,并猜想类Walsh序更适合作为Walsh序的逆反形式.
类 Walsh序和历史上 3种对称的 Walsh序组成了一个非常对称、和谐的 Walsh函数系统(见表 2). 
相对于 Swick 和张其善的基于序码信息的复制技术,基于矩阵的复制技术是一种更先进的技术.因为前者

的复制是向量复制,是基于一维的复制;而后者是矩阵复制,是基于二维的复制.显然,本文的方法更适合于Walsh
函数在二维信号处理领域中的应用,如快速 Walsh 变换(FWT).Walsh 方阵的复制生成为 FWT 的设计奠定了基
础,因为这两者互为逆过程.类Walsh序的快速变换算法可以仿照 Hadamard序很方便地进行设计.对称的Walsh
函数有一个重要的优点,即由其设计的快速Walsh变换的正变换和反变换是互逆的,而逆Walsh变换和反Walsh
变换的正反变换则不互逆[8,9].我们推荐类Walsh序作为Walsh函数系统的第 4种序,正是基于这一点来考虑的. 
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