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Abstract: The basis function of n order hyperbolic polynomial uniform B-spline with shape parameter is 
constructed so that the shape of the constructed curve can be adjusted by changing the parameter value. The 
hyperbola can be represented with this basis function accurately. With elevation of the order, feasible range of the 
shape parameter value is extended. 
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摘  要: 给出了 n阶带形状参数的双曲多项式均匀 B样条基函数.由带形状参数的双曲多项式均匀 B样条基组成
的样条曲线可通过改变形状参数的取值调整曲线的形状,并且可以精确表示双曲线.随着阶数的升高,形状参数的取
值范围将扩大. 
关键词: 均匀 B样条;基函数;计算机辅助几何设计;形状参数;插值 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

在计算机辅助几何设计中,均匀B样条是一个很有用的工具,在此基础上,人们提出了各种 B样条,如均匀三
角多项式 B样条曲线[1],C-B样条曲线[2,3]等.为了调整曲线的形状或改变曲线的位置,有理 Bézier曲线和有理 B
样条曲线[4,5]中的权因子的调整可以达到这一目的,但是它们的计算比较麻烦,如求导、求积等.均匀 B样条曲线
也有不足的地方,如对给定的控制点,均匀B样条曲线的位置是确定的,如果要调整曲线的形状,需要调整控制多
边形.文献[6]中构造了带形状参数的曲线,可以在控制多边形不变时,通过调节参数大小调整曲线的形状,而形
状参数调整的范围是[−1,1].Barsky 构造了β样条曲线[7],它具有凸包性、局部性、变差缩减性等 B 样条拥有的
若干性质,并且有两个可调形状参数,可以达到 G2连续.均匀三角多项式 B 样条曲线、C-B 样条曲线、均匀 B
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样条曲线、β样条曲线都不能精确表示双曲线,本文提出的 k阶(k≥2)的带形状参数双曲多项式均匀 B样条曲线
可以精确地表示双曲线(k=3),形状参数的范围要大于[−1,1].k阶(k≥2)带形状参数双曲多项式均匀 B样条曲线有
一个可调形状参数,并且有高于β样条曲线的 G2 连续性(k>4),能够达到 Ck−2 连续.在控制多边形不变的情况下,
它能生成不同位置的曲线,同时具有与均匀 B 样条曲线相同的结构和几何性质.随着阶数的升高,带形状参数双
曲多项式均匀 B样条曲线的形状参数的可调整范围也越来越大. 

1   带形状参数双曲多项式均匀 B样条基函数的构造及其性质 

为了得到带形状参数双曲均匀 B样条基函数,构造非负函数 ),( th λ , ]2,0[∈t 满足条件: 
(1) 0)2,()0,( == λλ hh , ]2,0[∈t , )2,(),( thth −= λλ , 

(2) h(λ,t)是 0C 连续函数,h(λ,t)=asht+bsh2t,t∈[0,1], 
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其中
2
1

2
1 22 cthcth ≤≤− λ , )()( 2,02, itHtHi −= ,i=0,±1,±2,…,当 k≥3 时 , ∫ − −=

t

t kk xxHtH
 

1 1,0,0 d)()( ,i=0,±1,±2,…, 

Hi,k(t)=Hi,k(t−i). 
当 k≥2时,根据 Hi,k(t)的定义,很容易达到 Hi,k(t) ),...,2,1,0( ±±=i 所具有的性质.由于 Hi,k(t)的非零区间有 k个,

我们称 Hi,k(t) ),...,2,1,0( ±±=i 为 k阶带形状参数双曲多项式均匀基函数,其中λ为形状参数.图 1显示了 2阶带形
状参数双曲多项式均匀B样条基函数和 3~6阶的带形状参数双曲多项式均匀B样条基函数的形状图,其中,λ=2. 
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(a) 2 order basis function of hyperbolic polynomial       (b) 3~6 order basis function of hyperbolic polynomial 

B-Spline with shape parameter                     uniform B-Spline with shape parameter 

(a) 2阶带形状参数双曲多项式均匀 B样条基函数     (b) 3~6阶带形状参数双曲多项式均匀 B样条基函数 

Fig.1  All kind figures of basis function of hyperbolic polynomial uniform B-spline with shape parameter (λ=2) 
图 1  各阶形状参数双曲多项式均匀 B样条基函数的形状图(λ=2) 

性质 1. 非负性. 
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0)(, ≥tH ki , ),( +∞−∞∈t . 

证明:由 Hi,k(t)的定义,易知 0)(2,0 ≥tH ,则 0d)()(
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t
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性质 2. 局部支集性.
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这样就得到 
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性质 4. 求导公式: 
)()()( 1,11,, tHtHtH kikiki −+− −=′ . 

证明:由 Hi,k(t)的定义可知 ∫ − −=
t

t kiki xxHtH
 

1 1,, d)()( ,两边同时求导可得: 
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性质 5. 线性无关性.
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性质 6. 对称性. 

)()( ,, tiHtkiH kiki +=−+ . 

证明:当 k=2时,显然成立.假设当 k=n时, )()( ,, tiHtniH nini +=−+ ,则当 k=n+1时, 
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即 
 )()1( 1,1, tiHtniH nini +=−++ ++ . □ 

性质 7. 连续性. )(, tH ki 在整个参数空间上为 k−2阶连续. 

证明 :显然 , )(2, tHi 零阶连续 ,则 ∫ −
=

t

t ii xxHtH
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1 1,, d)()( 为 k−2阶连续. □ 

2   形状参数λ的取值范围 

本文所给出的基函数中形状参数λ的取值范围是
2
1

2
1 22 cthcth ≤≤− λ ,而实际上,随着阶数的增加,形状参数
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λ的取值范围还可以扩大,以下定理给出了 )(, tH ki 的形状参数λ的取值范围. 

引理 1. 当
2
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定理 1. 当
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12cth>λ 时,在 ),0( kt ∈ 中 )(,0 tH k′ 的零点个数为 1个或 3个. 
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因为 0)0()( ,0,0 == kk HkH , 

所以 0)(,0 ≥tH k , 0)()( ,0, ≥−= itHtH kki . 

(2) 若在 ),0( kt ∈ 中, )(,0 tH k′ 的零点个数为 3. 

若
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Table 1  The range of the shape parameter λ 
表 1  形状参数λ的取值范围 

3~6 order hyperbolic polynomial uniform B-Spline with shape parameter The range of the shape parameter λ 

3 order hyperbolic polynomial uniform B-Spline with shape parameter 926.19
2
12 ≤≤− λcth  

4 order hyperbolic polynomial uniform B-Spline with shape parameter 0899.24
2
12 ≤≤− λcth  

5 order hyperbolic polynomial uniform B-Spline with shape parameter 8939.33
2
12 ≤≤− λcth  

6 order hyperbolic polynomial uniform B-Spline with shape parameter 4662.41
2
12 ≤≤− λcth  

由定理 2 可以得到 )(, tH ki 的形状因子 λ的取值范围是
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⎠
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2
12cth−≥λ ,随着阶数 k的增加,其函数图像最终都会变成“单峰”的形状(如图 2所示).对于一个固定的 )3( ≥kk ,

当
2
12cth−≥λ , 0

2,0 <⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′′ kH k 时, )(, tH ki 的函数图像是“单峰”的形状. 

 
Fig.2  The figure of function H0,k(t) when λ=12 (k=3,4,5,6) 

图 2  当λ=12时,H0,k(t)的函数图(k=3,4,5,6) 
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3   带形状参数双曲多项式均匀 B样条曲线 

记定义在[a,b]上的 k 阶带形状参数双曲多项式均匀 B 样条空间为 ],[ bakΩ ,不妨设 1, +== nbka ,显
然, )(),...,(),( ,,2,1 tHtHtH knkk )( kn ≥ 是空间 ],[ bakΩ 的一组基(如图 3所示),因此利用函数 )(, tH ki ),...,2,1( ni = 可以

将 ],[ bakΩ 中的曲线表示如下: 

 ),()( ,
1

tHPtP ki

n

i
ik ∑

=

= 1+≤≤ ntk , kn ≥  (1) 

其中,Pi( ),...,2,1 ni = 为控制顶点, ],...,,[ 21 nPPPP = 为控制多边形. 

 
Fig.3  Set of basis )(),...,( ,,1 tHtH knk  in ]1,][,[ +nkbakΩ  

图 3  )(),...,( ,,1 tHtH knk 是空间 ]1,][,[ +nkbakΩ 的一组基 

图 4为 5阶带形状参数双曲多项式均匀 B样条曲线( 7.0=λ )和 5阶均匀 B样条曲线. 

 
Fig.4  A piece of 5 order uniform B-Spline curve (dashed line) and 5 order hyperbolic polynomial uniform 

B-Spline curve with shape parameter (solid line, λ=0.7) 
图 4  5阶均匀 B样条曲线(虚线)与 5阶带形状参数双曲多项式均匀 B样条曲线(实线,λ=0.7) 

类似于均匀 B样条曲线,带形状参数双曲多项式均匀 B样条具有如下性质: 

性质 8. 凸包性.定义在[i,i+1]上的一段曲线,即 )(tPk ),...,,1( nkiiti =+≤≤ ,位于 k个控制顶点 iki PP ,...,1+− 的凸

包 Hi内,整条曲线(1)位于这些凸包 Hi的并集 i

n

i
HH

1=
∪= 之内.这由带形状参数双曲多项式均匀 B 样条基的非负

性和权性可以得到. 
性质 9. 几何不变性.曲线(1)的形状与坐标系的选择无关. 
曲线 Pk(t)上的点都是控制顶点 Pi(i=1,…,n)的一个仿射组合,因此不依赖于坐标系的选取. 
性质 10. 局部性.改动一个控制顶点,曲线上最多只有 l(l≤k)段曲线的形状发生变化,而曲线的其余部分不

受到影响. 
性质 11. 对称性.以 nPPP ,...,, 21 为控制顶点的与以 11,...,, PPP nn − 为控制顶点的 k阶带形状参数 B样条曲线是

同一条曲线,但是方向相反,即 
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性质 12. 导数公式: 
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其中 1−−= iii PPP∆ . 
推论 1. 曲线 )(tPk )1( +<≤ ntk 的 r阶导数为 

∑
+=
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n
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r
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t 1
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d , 2,...,1,0 −= kr . 

其中 1
1 1  

−
−− −= i

r
i

r
i

r P∆P∆P∆ .这由性质 12直接可得. 

4   用带形状参数双曲多项式均匀 B样条曲线表示双曲线 

定理 3. 当 1,0 −=λ , ),(),,(),,( 000111222 yxPyxPyxP −−−−−− 不共线时,三阶带形状参数双曲多项式均匀 B样条曲
线 03,013,123,23 )()()(),()( PtHPtHPtHyxtP ++== −−−− 为双曲线一部分. 

证明: 03,013,123,23 )()()(),()( PtHPtHPtHyxtP ++== −−−− ))(())(( 103,01123,2 −−−−− −++−= PPtHPPPtH . 

当λ=0时, 
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因为 ),(),,(),,( 000111222 yxPyxPyxP −−−−−− 不共线. 

所以 0≠D . 
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显然, 0),( =yxH 为双曲线. 

当λ=−1时,同理可证. □ 
三阶带形状参数双曲多项式均匀 B 样条曲线可以表示双曲线 .取形状参数 0=λ ,控制顶点为
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03,013,123,23 )()()(),()( PtHPtHPtHyxHtP ++== −−−− . 
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此曲线在双曲线 1
1
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上,如图 5中曲线为双曲线的一部分. 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Fig.5  The hyperbola represented by hyperbolic      Fig.6  The interpolation of 3 order hyperbolic polynomial 
 polynomial uniform B-Spline with shape parameter     uniform B-Spline with shape parameter 
图 5  用带形状参数双曲多项式均匀 B样条       图 6  三阶带形状参数双曲多项式均匀 B样条曲线插值 

曲线表示双曲线 

5   三阶带形状参数双曲多项式均匀 B样条曲线的插值 

在 形 状 参 数 λ 取 值 范 围 内 给 定 λ=λ0, 三 阶 带 形 状 参 数 双 曲 多 项 式 均 匀 B 样 条 曲 线

03,013,123,23 )()()()( PtHPtHPtHtP ++= −−−− 的两个端点 02 , PP− 已经确定,要使 ),()( 0003 yxptP = ,可以通过解方程来得

到控制顶点 1−P 的坐标,即 

)(
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−
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在 测 量 插 值 点 ),( 00 yxp 过 程 中 可 能 出 现 误 差 , 记 为 ),( εεε yx , 而 实 际 要 插 值 的 是 点
),(),(),( 00 εεε yxyxpyxp ±=′′′ ,我们可以使控制顶点 012 ,, PPP −− 不变,只需要调整形状参数λ,使 

2
sin)cosh21()()(
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2

1210

22
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−−×
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就可以保证 ptP ′=)( 03 . 

如果要求三阶带形状参数双曲多项式均匀 B 样条曲线 )()( 3,
1

3 tHPtP i

n

i
i∑

=

= 插值多个点 Qi ),...,4,3( ni = ,我们

可以令 ij

i

ij
ji

n

i
i QtHPtHPtP === ∑∑

−==

)()()( 3,
2

3,
1

3 ),...,4,3,( niiti == ,这是有 n 个未知量,n−2 个方程的方程组,添加两

个端点条件有唯一解,其处理过程与文献[8]中的方法类似,在此不再详细叙述. 

6   四阶带形状参数双曲多项式均匀 B样条曲线图形实例 

与三次均匀 B 样条曲线一样,对四阶带形状参数均匀 B 样条曲线,当要求曲线以 P1和 Pn分别为起点和终

点,并且在 P1 和 Pn 处的切线分别为 P2−P1 和 1−− nn PP 时,只要增加两个顶点 210 2 PPP −= 和 11 2 −+ −= nnn PPP ,这
里 , 110 ,...,, +nPPP 为控制多边形顶点 .当要构造封闭曲线 )( 1 nPP = 时 ,只要对控制多边形多取两个顶点

3221 , PPPP nn == ++ .图 7 分别给出了λ=−4,−2,0,2,4,6 时的开曲线和闭曲线,随着λ的增大,曲线逐渐靠近其控制多

边形. 

7   结束语 

本文所给出的曲线生成方法,可以生成位于 k 阶均匀 B 样条曲线附近的不同曲线,随着形状参数取值的改
变,可以调整曲线接近其控制多边形的程度,因而具有重要的应用价值. 
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 (a) Change of petal          (b) Flower pattern    (c) Change of butterfly’s outline         (d) Swelling balloon 

 (a) 花瓣的变化              (b) 花纹           (c) 蝴蝶外形轮廓的变化            (d) 膨胀的气球 

Fig.7  Interpolating end points (left) and closed (right) curves of 
4 order hyperbolic polynomial uniform B-spline with shape parameter 

图 7  插值于端点(左边)和封闭(右边)的四阶带形状参数双曲多项式均匀 B样条曲线 

我 们 可 以 在 形 状 参 数 的 范 围
2
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2
1 22 cthcth ≤≤− λ 内 ( 当 λ<−cth2
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1,0 arccht 时 , 易 知

H0,2(t)<0, 0d)(...)(
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−

∫ ∫ xxHtH
k

t t
k

4434421
,所以我们只考虑

2
12cth−≥λ 时,形状参数λ的取值范围),选择不同的参数

值,进行曲线设计.实际上,随着阶数的升高,λ的取值范围越来越大.如对二阶带形状参数双曲多项式均匀 B 样

条 ,形状参数的范围是
2
1

2
1 22 cthcth ≤≤− λ ,对三阶带形状参数双曲多项式均匀 B 样条 ,形状参数的范围是

926.19
2
12 ≤≤− λcth ,对四阶带形状参数双曲多项式均匀 B 样条,形状参数的范围是 0899.24

2
12 ≤≤− λcth .更

一般地,对 k阶带形状参数双曲多项式均匀B样条,λ的范围是
2
12cth−≥λ , 0

2,0 ≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ kH k ,这样,带形状参数双曲多

项式均匀 B 样条曲线具有凸包性质.形状参数λ在一定范围内,带形状参数双曲多项式均匀 B 样条曲线(1)在
]1,[ +∈ iit ( nkki ,...,1, += )具有变差缩减性质. 

由于证明过程烦琐,我们将另文说明.带形状参数双曲多项式均匀 B 样条曲线与均匀 B 样条曲线有相同的
性质、结构,保持了均匀 B 样条曲线的一些实用的几何性质,并且随着阶数的升高,形状参数可调的范围也越来
越大.然而,带形状参数双曲多项式均匀B样条还有一些不足,如计算复杂度比较高,目前还只能证明它具有局部
变差缩减性等.就像世界上没有完美的事物一样,均匀 B 样条和带形状参数双曲多项式均匀 B 样条都有不足的
地方,只有互相取长补短才能物尽其用. 
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