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Abstract: Recursive functions on context-free languages (CFRF) are a kind of new recursive functions proposed 
especially for describing non-numerical algorithms used on computers. An important research aspect of this kind of 
functions is the exploration of evaluation algorithms. The paper summarizes the author’s research on this issue. 
Beginning by a discussion on possible combinations of calculation and parsing, it presents a comprehensive 
introduction to the major algorithms in an order in which the applicable ranges of the algorithms increase (this is 
also the order that the algorithms were devised). The introduction emphasizes on a new, efficient, and general 
evaluation algorithm, i.e. the tree-oriented evaluation algorithm. The paper also explains the evaluation method for 
the many-sorted recursive functions extended from CFRF. The algorithms of CFRF have been realized on computers, 
and have been validated by practice. 
Key words: context-free language; recursive function; evaluation algorithm 

摘  要: 上下文无关语言上递归函数(recursive functions on context-free languages,简称 CFRF)是为描述计算机

上用的非数值算法而提出的一种新型递归函数.该函数的一个重要研究方面是函数的求值算法研究.对此问题

的一些研究结果进行了总结.在讨论计算和语法分析的结合方式之后,对主要算法按照算法适用范围从小到大

的顺序(同时也是算法研究和提出的顺序)做了较为全面的介绍,着重介绍一种通用的新的高效求值算法,即面向

树的求值算法.同时对把 CFRF 扩充为多种类递归函数后的求值方法进行了说明.CFRF 的几个求值算法均已在

机器上实现,得到了实践的检验. 
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上下文无关语言上递归函数(recursive functions on context-free languages,简称 CFRF)是为描述计算机上用
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的非数值算法而提出的一种新型递归函数 [1,2].这是一种定义在上下文无关语言(Context-free language,简称

CFL)上的递归函数,即函数的自变量和函数值具有 CFL 结构.这种函数可以看成是字上递归函数的一个自然而

非平凡的扩展:其论域是具有短语结构的字.由此,CFRF 能够相当直接地描述结构对象的加工算法.实验表明,许
多非数值算法用这种递归函数来描述更为简捷、自然[3~7].因而 CFRF 为描述非数值算法提供了一种新的理论

工具. 
目前,CFRF 的基本理论体系已经建立.在文献[1,2]中给出了 CFRF 的基本定义形式.其中,原始递归函数

(primitive recursive functions on context-free language,简称 CFPRF,是 CFRF 的真子类)的基本定义形式是一种联

立递归式,一般函数类用极小算子定义.作为理论研究手段,这些基本定义形式已足够.在实际的应用中,可能用

到各种各样的函数定义形式.为了方便 CFRF的使用,文献[8]给出了 CFPRF的几种其他定义形式,包括另一种联

立递归式(即联立递归式-II)、多重归纳式和部分构造式,并给出它们是 CFPRF 的证明.由前述联立递归式和这

些定义形式出发,文献[8]进一步推广得到一个函数类 CFPRF+,并证明 CFPRF+与 CFRF 等价.由于 CFPRF+的定

义不使用极小算子,因此更为实用.本文的研究即针对 CFPRF+,下文中的 CFRF 是指 CFPRF+. 
为了使 CFRF 能够应用于软件研究,除了理论体系的研究,还有一个重要方面是函数的求值算法研究,即如

何由给定的参数值求函数值.其主要目标是算法的效率.在这方面,由于这种函数结构复杂,是一种新的函数,无
法套用已有的方法,因此需要采用新的方法和技术.对这种函数的求值算法已进行过一定的研究,并针对不同的

情形提出了一些方法.对于 CFPRF中的联立递归式,文献[1,2]提出了一种基于语法树剪枝的自底向上求值算法.
经过本文所述的定义式化归,这个算法可以推广到 CFPRF 的其他定义形式,因此适用于 CFPRF 函数类,但很难

推广到一般函数类.对于 CFRF,文献[9]给出的一个简单的求值算法,经本文所做的修改后,可用于只有一个递归

变元的单重归纳式.本文还给出了可用于包括多重归纳式在内的各种函数定义形式的一个基本求值算法,文献

[10]给出了该算法的一个改进版本.但它们离解决实际问题还有不少距离.为此,本文又提出了一种新的高效求

值方法.在实际应用中,CFRF 扩充为多种类递归函数往往更为有用,因此我们也研究了相应的求值算法问题.本
文对主要算法做了一个较为全面和系统的介绍,并着重介绍 CFRF 的新的高效求值方法. 

下面介绍函数的一个简单的例子,并通过这个例子介绍本文用到的一些名词术语. 
例:假设二进制数的文法定义如图 1 所示.可定义二进制数的加一函数 Inc:Bin→Bin,如图 2 所示. 
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    Fig.1  A grammar for binary numbers            Fig.2  Function Inc 
       图 1  二进制数的文法                    图 2  Inc 函数 

以上例子中的文法定义了表示二进制数的一个上下文无关语言.每个产生式的右部称为该产生式左部非

终极符 Bin 的一个项.如 0,1,Bin0,Bin1 都是 Bin 的项.不含非终极符的项称为基项,而含非终极符的项称为复合

项.Bin 的复合项中的非终极符又称为 Bin 的成分概念. 
CFRF 的定义采用结构归纳法,即对定义域中的一部分或全部上下文无关语言进行结构归纳.这些用来进

行结构归纳的语言称为函数的归纳语言,如 Inc 函数定义域中的 Bin.定义式中与归纳语言相应的参数称为函数

的递归参数.Inc 函数只对一个归纳语言进行归纳,这样的定义式又称为单重归纳式.反之,如果函数对多个归纳

语言进行归纳,则称为多重归纳式. 
本文第 1 节讨论在 CFRF 的计算中,计算和语法分析的结合.第 2 节介绍 CFPRF 的求值,包括联立递归式的

自底向上求值算法和定义式的化归.第 3 节介绍 CFRF 的求值,包括单重归纳式的一个求值算法、CFRF 的基本

求值算法以及面向树的求值方法.第 4 节进一步说明把 CFRF 扩充为多种类递归函数时的求值方法.第 5 节是总

结,其中将给出 CFRF 求值的实现情况. 
为方便读者,从文献[1,2,8]摘录相关内容作为本文附录,正文不再赘述.其中附录 A 列出 CFRF 的基本定义

形式,附录 B 列出几种其他定义形式. 
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1   计算和语法分析的结合方式 

我们先来分析 CFRF的求值过程中包含哪些内容.CFRF是定义于 CFL 上的递归函数,求值过程中包括递归

函数计算的一般性问题.CFRF 的特殊性在于,CFRF 的数据是 CFL 的句子,计算中需要进行结构的识别和分解

(即语法分析).因此,在求值过程中需要考虑计算和语法分析的结合方式.本节对此问题进行讨论. 
设有函数 ,其中 LLLLf n →×× ...: 1 i(i=1,…,n)和 L都是CFL.对于一组句子 ui∈Li(i=1,…,n),在计算 f(u1,…,un) 

时,如果 f 是构造定义的,则需要知道参数的结构才能把计算进行下去.因此在计算中需要嵌入语法分析.其实,在
其他递归函数中也存在计算和结构分析的结合,只不过 CFL 的结构比自然数集或字集更复杂. 

我们知道,在属性文法(attribute grammar,简称 AG)的实现中,属性的计算大多是在对 CFL 句子的语法分析

中完成的.也有先对 CFL 句子进行语法分析,再根据分析树进行计算的(如文献[11]).我们自然可以设想,对于

CFRF,计算和语法分析的结合也有两种可能:边分析边计算和先分析后计算.所谓边分析边计算是指,在语法分

析的同时完成相应函数的计算.先分析后计算是指先进行语法分析生成分析树,再进行函数计算.先计算后分析

是不可能的,因为计算中必须知道数据的结构;边计算边分析在原理上是可行的,但在实现中不大可能,因为这

意味着要增加结构分解原语,在递归计算的每一步,都调用这些原语对数据进行分解,而这些原语就相当于语法

分析程序,这样计算,效率是可想而知的. 
在 AG 中,一般使用 CFL 的子类,可以有较多的语法分析方法供选择.在 CFRF 中,对 CFL 无限制,可选用的

语法分析方法相对较少.因此,CFRF 的计算和语法分析的结合还依赖于所选用的语法分析方法. 
(1) 通用上下文无关文法(Context-free grammar,简称 CFG)的语法分析方法 
CFRF 不对 CFG 有任何限制,文法中可以出现空字产生式.因此需要通用的 CFG 语法分析方法,并且能够处

理空字.对于这样的分析方法,选择的余地很小,Earley 算法[12]能够满足需要.我们就采用 Earley 算法作为 CFRF
计算中句子的语法分析方法.Earley 算法以构造分析表列的方式找出句子的一个右分析序列,以产生式的编号

表示.对输入长度为 n 的句子,最差情形下分析时间为 O(n3). 
(2) 边分析边计算 
根据这种方式,数据的语法分析和函数的计算同时进行.预期的好处是由于不生成完整的分析树,空间的消

耗量可能较小. 
且不论对一般 CFRF 能否做到边分析边计算.由于是边分析边计算,因此要求在分析方法中嵌入计算过

程.Earley 算法本身并不适合于此.寻找新的通用 CFG 分析方法则有相当难度. 
(3) 先分析后计算 
在这种方式下,先进行数据的语法分析,再进行函数计算.优点是计算和语法分析的结合较简单,因为它们

的耦合程度降低了.这也为计算的优化提供了较大的空间.缺点是空间消耗比较多. 
由于通用 CFG 分析方法的选择余地很小,因此采用这种方法比较现实. 
综上所述,我们选择先分析后计算的方式. 

2   CFPRF 求值方法 

CFPRF是CFRF的真子类,计算机上用到的许多算法,都可以用这个子类中的函数来表达.同时,CFPRF具有

一个很好的性质,即函数的计算一定终止.因此,研究 CFPRF 的求值方法具有实际的意义. 

2.1   联立递归式递推求值算法 

CFPRF 的基本定义形式使用联立递归式(见附录 A).文献[1,2]中给出了联立递归式的一个求值算法.这个

算法所进行的是对分析树的求值和剪枝过程.大致过程是,对由联立递归式定义的一组联立递归函数和给定的

参数值,对函数的递归参数值进行语法分析,得到分析树,并由分析树的叶子起,自下而上由下层结点值和关联

函数值求出当前结点值和函数值(函数值由函数定义得到),并剪掉当前结点的子树树枝,使当前结点成为新的

叶子.重复此过程,直到求出树根的函数值.注意,由于联立递归式定义的一组函数具有一个相同的归纳语言,因
此上述计算过程只需要一个分析树即可. 
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我们把此方法称为函数的递推计算(或称自下而上计算),即根据句子的结构,在自下而上的归约过程中完

成计算.一些简单的分析如下. 
在函数的递推计算过程中,遇到待计算函数的定义中的已知函数 (参见附录A中 CFPRF的定义)时,需要

调用 的计算过程.如果 是用构造定义式定义的,那么在这个计算过程中往往需要建立新的分析树进行求

值和剪枝.在这种情况下,整个计算包括对多个分析树的求值和剪枝. 

Pih

Pih Pih

对于定义 CFPRF 的另一联立递归式(见附录 B),虽然各函数的归纳语言不同,但由于各函数联立递归,这些

归纳语言必然是相互依赖的,相应的非终极符都在同一分析树上.因此,上述算法可以推广到这种递归式. 
该算法的主要特点是: 
(1) 一个计算过程同时计算一组联立递归函数. 
(2) 一组联立递归函数的计算,是在对它们的归纳语言的一个分析树的剪枝过程中完成的. 
(3) 计算过程中遇到的其他已知函数的计算,在其他计算过程中完成. 
这种计算方法是以分析树为主体来控制计算过程,与 AG 自下而上计算相似,适合像 CFPRF 这样的单递归

变元的函数. 
递推计算的主要缺点如下: 
(1) 冗余计算.在计算过程中,可能计算一些后面不用的函数值,即有冗余的函数计算.冗余的函数计算会使

时间效率变低.根据 AG 的研究结果,自下而上计算中不可避免地会产生冗余计算,并且不易优化. 
(2) 空间效率.冗余的函数计算不仅会对时间效率产生影响,而且每次计算中都可能生成分析树,因此也增

加了空间消耗. 

2.2   定义式化归 

以上算法是针对联立递归式的.对于 CFPRF 的其他几种定义形式(包括多重归纳式和部分构造式),可以先

化归为联立递归式,然后采用以上算法求值.这几种定义式的化归方法在文献[8]中已有形式化的详细介绍,下面

我们只结合例子进行简单介绍. 
(1) 部分构造式 
如果函数是部分构造式,那么把它化为完全构造式(包括单重和多重归纳式).方法是根据部分构造式的定

义,构造出一个等价的完全构造式.如果这个完全构造式是单重的,即它只有一个递归参数,则它已经是联立递

归式,否则还要继续化归,见下面的(2). 
例:设有函数 f: Bin→Bin(文法如图 1 所示): 
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可以把 f 化归为以下的完全构造式 f ′: 
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(2) 多重归纳式 
如果函数是多重归纳式,那么把多个递归参数化为一个递归参数.方法是利用连接操作,把函数定义域中的

多个归纳语言合为一个语言.对于 CFL L1,…,Ln,记 
}1,|...{... 2121 niLaaaaLLL iinnL ≤≤∈== ooooo o , 

其中°为不在 Li 终极符表中的分隔符,1≤i≤n,称 L 为 L1,…,Ln 的广义连接,即带有分隔符的连接. 

例:设有二元函数 f: Bin×Bin→Bin(文法如图 1 所示): 
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由于各种 CFPRF 的定义形式都可以化归到联立递归式,它们可以采用上述求值算法.因此,CFPRF 的求值

算法可以只针对联立递归式. 
在对一个函数进行上述变换时,还要修改在各函数定义中出现的此函数的应用形式.在计算表达式时,也要

对表达式进行改造.因此,需要有函数变换的开销.由于参数在合并时需要加入分隔符,使句子长度增加,文法也

相应变复杂,因此会带来语法分析时间的增加. 

3   CFRF 求值方法 

以上讨论了 CFPRF 的求值方法.对于 CFRF,由于在等式的右端,待计算函数的参数可以是函数,能否递推计

算需要根据不同的情况来讨论.总的说来,一般情况下,函数的计算顺序与分析树的自下而上归约顺序不一致,
难以通过分析树的归约完成函数计算. 

此问题的一般性提法是研究计算顺序的反转,已有许多研究人员针对自然数上递归函数的情况进行过研

究(例如文献[13]).这些研究对一些受限形式的函数(如线性递归函数)提出了一些策略.对于 CFRF 中的函数,也
可以研究能够进行计算顺序反转的函数形式.但这并不能代替 CFRF的求值方法,而只能作为 CFRF求值方法的

一种优化.本文不打算就此问题进行深入的讨论. 
因此,对于 CFRF 需要另行寻找其他实现方法.下面我们先介绍 CFRF 中单重归纳式的求值方法,然后介绍

可用于各种函数定义形式的通用求值方法. 

3.1   单重归纳式的求值方法 

理论上,单重归纳式可定义所有函数,多重归纳式也可化归为单重归纳式,因此,研究单重归纳式的求值算

法是有意义的.由于只有一个递归参数,因此在求值上也相应地简化.文献[9]中给出了一个只有一个递归参数的

完全构造式的求值算法,此处略作修改,使该算法还可以用于部分构造式. 
设有 n 元函数 LLLg n →×× ...: 1 ,归纳语言为 L1,L1 由文法 G ),,,( 111 PXVV TN= 产生. 
对于 的一组句子 ,在计算 时,首先对 unLL ××...1 nuu ,...,1

mi...
),...,( 1 nuug 1 按 L1 的文法进行分析,得到以 P1 中产

生式编号表示的右分析序列 ,即线性表示的分析树.uii 21 1 的右分析序列有两种情况: 

① 只有一个产生式 i1.此时产生式 i1 必定是 X1→u1,从 g 的定义式中找到结构模式与 u1 对应的等式(由 g
的结构归纳定义方法,这个等式必然存在),将右端表达式 e 中的变元替换为相应的值.若表达式 e 中没有除了连

接算子以外的函数,则得到计算结果.若有这样的函数,则找到定义,继续进行计算. 
② 有多个产生式.此时产生式 i1是 X1→P,P 是 X1的复合项.从 g 的定义式中找到结构模式与 P 匹配的等式,

将右端表达式 e 中的变元替换为相应的值.并且,若与 P 匹配的是 L1的变元,则将右分析序列 i 记入此变元,
否则,设 P 中含有成分概念 ,由 容易求出 各自对应的子树的右分析序列和值 ,成分

概念的子树右分析序列分别记入表达式 e中相应变元.若表达式 e中没有除了连接算子以外的函数,则可以得到

计算结果.若有这样的函数,则找到定义,继续进行计算. 

nii ...21

R1rxx ,...,1 mii ...2 rxx ,...,1 rR,...,

设表达式 e 中有函数 g′,如果 g′的归纳语言对应于 X1 的成分概念 xi,即 g′归纳语言值为 Ri,则可用 xi 对应的
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右分析序列继续进行上述计算.如果 g′的归纳语言不对应于 X 的成分概念,则对 g′的计算需要重新进行结构分

析.对于嵌套的函数(即函数的参数是函数),外层函数也无法利用传下来的分析序列.只有内层函数才有可能用

得着传下来的分析序列.可见,在计算过程中,可能经常地调用语法分析程序对句子进行分析.另外,基本运算的

计算无须对句子进行语法分析. 
实际上,在 CFRF 中单重归纳式的计算与 AG 最为接近,因为两者最为相似.多重归纳式由于对定义域中的

多个 CFL 进行归纳,在计算中需要对付多个分析树,因此比 AG 的计算更为复杂. 

3.2   可用于多重归纳式的通用求值方法 

虽然单重归纳式具有足够强的表达能力,多重归纳式也可以化归为单重归纳式,但是在实用中还是直接使

用多重归纳式更为方便.因此,还应研究可直接用于多重归纳式的算法.从本节开始,我们研究可用于包括多重

归纳式在内的各种函数定义形式的通用求值算法. 
3.2.1   一种语言 

为方便以后的研究,我们首先定义一种表示这种函数的语言 LCFRF,作为函数的语言模型.如图 3 所示(其中

“⋅”是连接算子, p 表示模式的一个序列 p1,…,pn). 
 c       Constant 

x       Variable 
f       Function name 
e  ::=c|x|e1⋅e2|f (e1...en)   Expression 
p  ::=c|x|p1⋅p2    Pattern 
prog ::= 1,11,11 )( epf =    Program 

       
11 ,1,11 )( mm epf =  

            … 
       1  ,1, )( nnn epf =

       
nn mnmnn epf ,, )( =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Syntax of LCFRF 
图 3  语言 LCFRF 的语法 

任意 n 元函数 LLLf n →×× ...: 1 的一般形式可以表示如下: 

m
n
mm

n

eppf

eppf

=

=

),...,(

),...,(

1
1

11
1
11

M  

其中 称为 Lj
ip j 的结构模式,它或者对应于 Lj 的项(即把 中的变量替换为相应的非终极符后,就是 Lj

ip j 的一个

项),或者是类型 Lj 的变量;ei 是表达式. 
函数 f 的求值规则如下: 
当计算函数应用 时,其中 v),...,( 1 nvvf i 是 Li 的值,对 f 的等式自上而下逐个检查,选择满足下列条件的第 1

个等式(设为等式 i): 
j

ip 或者是 Lj 的变量,或者对应于 vj 的推导序列中第 1 个产生式的右部. 

以上规则即函数的结构模式匹配规则. 
对于这样的函数,在计算中需要同时有多个分析树,因此,以函数定义为主体来控制计算过程的自上而下递

归计算是比较合适的选择. 
3.2.2   基本求值算法 
 本节介绍 LCFRF 的一个基本求值算法,旨在解释求值的基本原理. 
 基本求值算法如下: 
 Eval(e,env) 
 输入:表达式 e,环境 env. 
 输出:结果表达式. 
 Begin 
 case e of  
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1. 常量,返回 e; 
2. 变量,返回 value(e,env); 
3. 连接 e1⋅e2,返回 Eval(e1)⋅Eval(e2); 
4. n 元函数应用 , ),...,( 1 neef

(a) vali=Eval(ei,env),i=1,…,n; 
(b) 对 vali 进行类型检查,i=1,…,n; 
(c) newenv=nil,vali,i=1,…,n 与函数定义中的等式进行模式匹配,得到匹配的等式,各结构变量和约束

值加入 newenv; 
(d) 设匹配等式的右部表达式为 e′,val=Eval(e′,newenv),释放 newenv; 
(e) 返回 val; 

 endcase 
 End 
其中的计算采用 eager 求值方式,或称 strict 计算,即先求参数值再计算函数值的按值调用方式.类型检查是通过

对参数进行语法分析完成的,即判断参数值是否相应 CFL 的句子.函数返回值没有进行类型检查,对于中间函数

值,可作为其他函数的参数进行类型检查,对于最终函数值,如果有必要,只需在计算结束之后再进行一次类型

检查即可.进行类型检查后,可以得到相应的分析树. 
模式匹配所进行的是比较当前分析树的形和函数定义的各等式中相应参数的结构模式,并选取匹配的等

式.分析树的形由树根和根的所有子结点决定.当函数有多个递归参数时,就需要有多个分析树,并同时对多个

分析树进行模式匹配. 
以上的方法实现了函数的递归计算,计算过程较为清晰、自然.此方法的主要优点有: 
(1) 计算的过程由函数定义驱动,没有在函数递推计算时所产生的冗余计算. 
(2)  CFRF 各种函数定义形式都可以实现,是实现 CFRF 的一种通用的方法. 
上述基本求值算法的一个改进版本参见文献[10],此处不再赘述. 

3.3   面向树的求值方法 

前述的基本求值算法是用句子计算的形式表述的.即计算的中间结果(参数值和函数值)均以字符串的形态

存在,并且用语法分析实现动态的类型检查.由于 CFL 是字符串的集合,而如前所述,该算法主要用于显示函数

的语义和求值原理方面,因此这样的计算是自然的.当用于实现时,直接采用这种句子计算存在的主要问题是,
计算中有大量的动态语法分析,从而影响计算效率.该算法产生动态语法分析的原因很多,比如一个主要原因是

函数嵌套,即一个函数的值是某个函数的参数.该算法之所以产生大量的动态语法分析,主要原因是没有利用在

函数定义中所包含的结构信息. 
为了提高计算效率,需要在上述算法的基础上,研究新的算法,减少动态语法分析次数.设计新算法的主要

依据是: 
(1) 在计算中,我们只需要最终函数计算结果的句子值.因此,只要计算过程能够继续下去,中间结果是否有

句子值并不重要. 
(2) 函数定义的表达式中存在结构信息.函数计算是结构的分解和重构过程.通过充分利用表达式中的结

构信息,可以使计算在结构的层次上进行,在许多情况下就可以避

免函数中间结果的动态语法分析. 
f(T1,…,Tn)=T 

CFRF 
evaluation 

T 

Tn

T1

Fig.4  Tree-Oriented CFRF evaluation 
图 4  面向分析树的 CFRF 计算 

基于上述考虑,我们把 CFRF 的计算视为分析树的计算.即函

数计算以一组分析树为输入,计算的结果是一个分析树,它所对应

的句子就是所需函数值.如图 4 所示.如此,在计算中所有中间结果

都以树的形式存在.计算以分析树为加工单位,通过树的分解、合

并操作完成.一个分析树对应的句子也称作分析树的值.在树的分

解、合并过程中,一般不必计算分析树的值.在需要时,也可随时计

算树的值.我们把这样的计算方法叫做面向树的求值方法.下面先

介绍这种方法的主要过程,然后介绍其中用到的关键技术. 
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3.3.1   函数计算的基本过程 
面向树的计算方法是以分析树为计算对象实现函数的递归计算.因此,此方法的关键是利用函数定义的表

达式中存在的结构信息,建立起在计算时可直接把函数计算结果表示为树的机制.亦即可以通过子树的合并和

重构,构造起与函数返回类型一致的分析树.为此,只需为表达式预先建立起满足上述需求的树结构即可.在计

算时,通过将表达式中的变量和函数值替换为相应的子树,就得到了完整的分析树.这样就减少了动态语法分析

(一般情况下不能完全避免动态类型检查,参见第 3.3.2.2 节). 
实现这种方法,首先要给出 LCFRF 的可以表示分析树结构的中间表示形式(IR).其次,要能够把原来的表示转

换为这种树结构的中间表示.然后是对这种中间表示的函数进行面向树的计算.最后要把计算结果还原为句子. 
按照这种方法,函数计算的主要步骤如下(如图 5 所示): 
(1) 表达式重构.在计算之前,根据函数的声明类型,把函数定义中的表达式重构为具有树结构的表达式.由

于表达式的重构需要根据其对应的类型进行,此问题还与类型系统密切相关. 
(2) 面向树的函数计算.进行函数计算,计算过程与上一节中的求值方法相似,只不过计算对象变成了分析

树.即在函数的递归求值过程中,通过树的结构操作完成计算.对树的结构操作主要有树的匹配、分解和合并.树
的匹配是指识别分析树的形.树的分解是指取得分析树的子树,所得子树是进一步计算的对象.树的合成是由分

析子树合成分析树,所得分析树作为当前计算的结果.计算中只在需要时才进行类型检查.计算完成后,得到一

棵作为计算结果的分析树. 
(3) 求树的值.由分析树求出句子值. 
 Function definitions 

 

Fig.5  CFRF evaluation procedure 
图 5  CFRF 计算过程 

Intermediate representation of function definitions 

Run time 

Compilation

 
Gtree value 
evaluation 

Function to 
be 
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Tree-Oriented 
function 

evaluation 

Type checking 
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Value 
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(String) 

 
Expression 
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3.3.2   关键技术 
本节介绍这种方法的一些关键技术. 

3.3.2.1   分析树和表达式的中间表示 
LCFRF 的表达式是通过连接函数形成的.这种以连接为基础的表达式非常直观,格式紧凑,使用方便,有很灵

活的表达能力.但是另一方面,这种表达式的一个基本特点是,表达式的形式反映不出它所具有的 CFL 类型.换
句话说,是一种隐式结构的表示.因此,首先需要有一种能显式表示出分析树结构的表达式的表示形式.对分析

树的表示形式有两个要求,一是使表达式能表示出树结构,二是高效.作为函数的加工对象,分析树在函数计算

中可能同时会存在多个,空间效率问题因此较为突出.有两种途径可以减小分析树的大小.一种途径是优化文

法.即通过对文法的变换达到削减分析树的目的.但是这种方法要改变文法的结构,与我们的要求不符.另一种

途径是设计高效的数据表示.分析树的表示还要有助于时间效率的提高. 
根据面向树的函数计算的特点,我们设计了分析树的一种紧凑的表示形式,称为 G 树.有关 G 树的详细介绍

参见文献[14],这里对 G 树的定义和主要特点等做一个简单介绍. 
首先,假定在一个文法中,每一个产生式对应于唯一的标识,称为产生式的标号.如果产生式 X→α的标号为

p,则记为 p:X→α. 

  



 陈海明:一种新型递归函数的求值算法 1285 

为描述方便,我们在表示树时常采用带括号的线性表示形式. 
定义 1. 对于一个 CFG ),,,( PSVVF TN= ,以下定义的树称为 F 的 G 树. 

(1) 若有产生式 p:X→a,a∈V ,则 p 是根为 X 的 G 树. *
T

(2) 若有产生式 p:X→a1X1…anXnan+1(各 ai∈ ,各 X*
TV i∈Vn),且 ti 是根为 Xi 的 G 树,i=1,…,n,则 p(t1…tn)是根为

X 的 G 树. 
(3) 除此之外,无其他 G 树. 
文法 F 的一个 G 树表示了 F 的一个非终极符的推导序列,它所对应的字称为 G 树的值. 
如果 G 树 T 的根为 S,T 的值是 w,则称 T 是 F 关于 w 的 G 树. 
G 树的主要特点是,用产生式标号代替非终极符作为树的结点,并去除了分析树中的叶结点.可见,G 树是精

简了的分析树,但并不等价于分析树,因为 G 树中忽略了一些信息,G 树和产生式一起才等同于分析树. 
G 树的结构匹配只需访问根结点,相当方便和高效;G 树的结构分解和合成也都很方便.虽然求 G 树的值不

如传统的分析树那样直接,但是在函数计算中,主要的操作是结构操作,而不是值的操作,因此 G 树正好适合.另
一方面,对于需要标记非终极符属性的情况,G 树则不像传统分析树那样方便. 

以下的算法给出了求 G 树的值的过程. 
GtreeVal(T):由 G 树 T 求 T 的值. 





∈∈→=
∈→=

++ NiTinnnnnnn

T

VXVaaXaXaXpatatattp
VaaXpap

,,...: ,)(GtreeVal)...(GtreeVal)),...,((GtreeVal
,:                                                                     , )(GtreeVal

*
1111111

*

其中

其中 . 

可见,G 树在求值时需要有产生式. 
以 G 树为基础,我们得到表达式的中间表示,称为 V 树.以下给出 V 树的定义. 
定义 2. V 树. 
(1) 类型为 X 的变量 v 是根为 X 的 V 树. 

(2) 若有产生式 p:X→a,a∈V ,则 p 是根为 X 的 V 树. *
T

(3) 若函数 XXXf n →××...: 1 ,且 ti 是根为 Xi 的 V 树,i=1,…,n,则 f(t1,…,tn)是根为 X 的 V 树. 

(4) 若有产生式 p:X→a1X1…anXnan+1(各 ai∈ ,各 X*
TV i∈Vn),且 ti 是根为 Xi 的 V 树,i=1,…,n,则 p(t1…tn)是根为

X 的 V 树. 
(5) 此外无其他 V 树. 
如果一个 V 树的根为 X,则称此 V 树的类型是 X.V 树的类型唯一,而值可以不唯一. 
当采用基于 V 树的中间表示形式时,函数计算由相对独立的两个步骤组成,即 V 树计算为 G 树以及求 G 树

的值.表达式被表示为 V 树,V 树的计算结果就是 G 树,换句话说,G 树是表达式的值的结构化表示.G 树求值方

法见上. 
3.3.2.2   类型检查和表达式表示形式的转换 

为了把表达式转换为树结构表示形式,需要根据表达式的结构和所对应的类型进行分析.这项工作可以结

合类型检查完成. 
CFL 之间可以有相等、包含或相交关系,因此含有 CFL 类型的类型系统与 Milner 系统[15]不同,而更接近于

subtyping 系统[16].然而,CFL 类型之间的相等、包含、相交关系是不可判定的.因此,含有 CFL 类型的类型系统

本质上是动态类型系统,即类型检查需在程序运行时才能完成.但是,如前所述,动态类型检查对于函数计算的

时间效率影响较大.解决 CFL 类型问题有两种方法,一是对表达式加以限制,使得对限制后的函数定义可以进行

静态类型检查.这样可以提高时间效率,但是会降低表达式的表达能力和灵活性. 
另一种方法是采用动态类型系统,同时尽可能多地进行静态类型检查.与前一种方法相比,这样会降低时间

效率,但却比完全的动态类型检查高效得多.为了保持表达能力的最大的灵活性,我们选择了这种方法,并设计

了一个实用的类型系统. 
这个类型系统的主要特点是,虽然 CFL 的包含关系不可判定,但是它的一个子集,即句型关系,是可以判定

的.因此对这个子集可以进行静态的判断,而对其余部分仍采用动态类型检查.一个CFL的句型是从此CFL的文
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法可以推导得到的任何串,这个串的字符包括文法的非终极符和终极符.根据实验统计数据,实际函数定义中的

表达式绝大部分都满足句型关系.因此,虽然静态类型检查并不完备,但是它在实际应用中可以承担绝大部分甚

至全部的类型检查工作,因此运行时间效率得到有效提高. 
进行类型检查时的一项重要工作,是进行表达式结构的重构,建立起树结构.对于可进行静态类型检查的表

达式,在静态类型检查时进行结构转换.对于其他表达式,则在运行时对表达式的值建立树结构. 
有关 CFRF 的类型系统、类型检查算法和表达式重构方法,在文献[17]中有较为详细的描述.CFRF 类型系

统的一个简单介绍参见文献[18].有关内容此处不再赘述. 
例:以图 1 和图 2 的 Inc 函数为例.重写 Bin 的文法如下: 

1:30:21:10:0 BinBinpBinBinpBinpBinp →→→→  

经过类型检查,Inc 具有如下形式: 

))((2))(3()(3))(2(
)0(2)1( 1)0(

bIncpbpIncbpbpInc
pppIncppInc

==
==  

3.3.2.3   模式匹配 
在函数计算中,模式匹配是一项基本的工作,其效率对于计算效率有很大影响.模式匹配是通过比较分析树

的形与模式的结构进行的.对于一般的分析树结构,需要比较树根结点的所有子结点,效率较低.而对于 G 树,只
需要比较根结点即可,因此可以达到较高的效率. 

CFRF 的定义方法是对定义域中的 CFL 进行结构归纳.所得函数定义中的模式是无嵌套的模式,称为简单

模式.根据 CFRF 的特点,我们提出了一种编码模式匹配方法.这种方法实现简单,对于 CFRF 一般有较好的效率.
有关这一方法的详细介绍参见文献[19].但当函数定义中的模式较为稀疏时(即大多数参数为所对应的归纳语

言的变元),编码匹配方法的效率就可能不如传统的顺序匹配方法.为此,文献[20]在保留模式编码的基础上,提
出了一种顺序匹配方法.两种方法可结合用于 CFRF 的模式匹配.此处对这两种方法不再赘述. 
3.3.3   计算过程的扩充 

对图 5 的计算过程还可以进行扩充.函数定义经表达式重构后,可以继续变换,使函数定义变换为效率越来

越高的形式.这一过程,即为函数定义的优化过程.在函数定义用原始的隐式结构表示时,函数优化极为不便.例
如,此时两个具有相同字面形式的表达式,却不一定对应于相同的分析树.函数定义重构为显式结构后,为优化

提供了广阔空间.如公共子表达式的提取、消除冗余解构-重构对等.许多已有的优化技术都可以作为参考. 
在增加函数变换后,计算过程如图 6 所示. 
 Function definitions 

Function transformation 

Intermediate representation 1 

Intermediate representation n 

Run time 

Compilation 

 
Gtree value 
evaluation 

 
Function to 

be 
evaluated 

Tree-Oriented 
function 

evaluation 

Type checking 

Expression reconstruction 

Value 

(Gtree)

IR of the 
function 

Value 

(String) 

Fig.6  CFRF evaluation procedure (with function transformation) 
图 6   CFRF 计算过程(带有函数变换) 
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4   扩充到多种类递归函数的求值方法 

以 CFRF 为基础,在 CFRF 中加入常用的一些基本类型,如数、字符、字、布尔类型,就得到一种在实际应

用中更为有用的多种类递归函数.在理论上,这种函数仍然可适用于 CFRF 理论,因为基本类型都可以用 CFL 来

表示.在算法上,则不把基本类型当作 CFL.对于多种类递归函数,在面向树的计算方法中,适当扩充,把基本类型

作为一类需要专门处理的特殊对象,在分析树中增加特殊结点,用于在计算中保存基本类型及其值,并增加专门

针对基本类型的操作,此方法即可用于这种函数.限于篇幅,具体内容此处不再赘述. 

5   总  结 

本文详细介绍了 CFRF的求值算法.其中,着重介绍了一种新的可用于 CFRF的各种定义形式的高效求值算

法,即面向树的求值算法.并介绍了把 CFRF 扩充为多种类递归函数后的求值方法.实际上,我们已把 CFRF 用作

一种可执行形式规约的基础,实现了一个形式规约获取系统 SAQ(specification acquisition)[21],其中包括对以上

介绍的数种求值算法的实现.以下对实现情况作一个简单介绍. 
SAQ 系统提供一种函数式语言 LFC(language for CFRF)[22]作为 SAQ 的形式规约语言.最初的 LFC 是基于

CFRF 的单重归纳式的,现在 LFC 则是基于多种类递归函数.LFC 语言有一个函数构造和检验系统 FC[9],它既是

SAQ 的一个子系统,又是一个可脱离 SAQ 单独运行的独立系统.FC 系统可以辅助用户进行函数定义的构造,还
带有 LFC 语言的解释器.随着算法研究的深入,LFC 的解释器也具有了几个版本.最初的版本实现了 CFRF 的单

重归纳式的求值算法[9];后来又实现了 CFRF 的一个通用求值算法[10];面向树的求值方法提出后,又得到了一个

新的版本[14,17,19].根据面向树的求值方法,还实现了 LFC 语言的一个编译器[23].已经使用 SAQ 系统和 LFC 语言

进行了许多实验,其中包括一些非平凡的例子[21].通过这些实验,对算法进行了检验.实验表明,采用面向树的求

值方法,使函数的计算效率有了显著提高.例如,在对字符串的插入排序、初等函数的形式微分和 Fibonacci 函数

等例子的实验中,采用面向树的求值方法的解释器,速度比采用前述通用求值算法的解释器提高了 2.6 倍~22.5
倍不等,平均提高 11.5 倍.计算效率的提高幅度主要与函数定义可进行静态类型检查的程度有关.静态的类型检

查越多,所需动态类型检查越少,速度提高越多.另外,采用新的中间表示和新的实现技术也使速度有不少的 
提高. 

用来描述算法的 CFRF,或其拓展成的多种类递归函数,具有丰富的数据类型,其复杂程度远远超过了自然

数的递归函数,而更接近于一个编程语言系统.因此,其求值问题已不是一个单纯的数学问题,而是一个包含许

多技术问题的综合性的语言实现问题.这正如λ-演算那样.进一步的工作,是对面向树的求值方法的完善和研究

函数求值的优化技术. 
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附录 

A  上下文无关语言递归函数的基本定义形式 

A.1  上下文无关语言原始递归函数(简称CFPRF)[1,2] 

定义. 函数 LLLf n →×× ...: 1

),,, PXVTN

是 CFPRF,如果 L1,…,Ln,L 均是 CFL,Li 由上下文无关文法 G
产生,L 由 产生,所涉及的文法均无二义;f 系由以下步骤生成,而且也只由此所生成: 

),,,( iiTNi PXVV=

(VG =

(1)  f 是基本函数:(a) 常字函数 constw(x1,…,xm)=w,w∈L;(b) 投影函数U ;(c) 连接

函数 concate(x
mixxx im

m
i ≤≤= 1,),...,( 1

1,…,xm)= . mxx ...1

(2)  f 是有穷次使用以下算子得到的: 

(a) 代入算子 . 即由 ,i=1,…,m 和 , 得到 . 其中

f(x

i
ni LLLg →×× ...: 1 LLLh m →×× ...: 1 LLLf n →×× ...: 1

1,…,xn)=h(g1(x1,…,xn),…,gm(x1,…,xn)). 
(b) 联立递归式.设要定义的是 m 个函数 LLLff nm →×× ...:,..., 11 ,L1 由 ),,,( 111 PXVVG TN= 产生,称此 m 个

函数是由联立递归式所定义的,如果对每个 P∈Term(X1)(Term(X1)表示 X1 的项的集合),有 CFPRF 类中的 m 个已

知函数 hPi,i=1,…,m,使得 
i. 当 P 中不含非终极符时,有规则组 

  (*) 



=

=
.,...,1

),...,(),...,,( 22
mi

yyhyyPf nPidfni

ii. 当 P 中含非终极符时,设 P=u0Z1u1…Zrur,其中 u0,…,ur 为终极符串(可以是空串),Z0,…,Zr 为非终极符,
则有规则组 

  (**) 




≤≤=
=

rjmki
yyZfyyZZhyyPf njknrPidfni

1;,...,1,
),...),...,,(,...,,...,,,...,(),...,,( 2212

上式 hPi 中,我们把非终极符视为与自变元等同,并在由该非终极符代表的 CFL 中取值.注意,同一个非

终极符可以多次出现,各个出现均被认为不同.hPi 式中的未知函数 fk 亦可不出现,但若出现,其首自变

元位置对应的必须是 X1. 
对所有 P∈Term(X1),分别按照上述情形取规则组(∗)或(∗∗)的全体,便是联立递归式. 
只有一个待定义未知函数的联立递归式,即 m=1 的情形,称为原始递归算子. 

A.2  上下文无关语言递归函数(简称CFRF) 

定义. 设有谓词 f: LLLL n →××× ...10 ,λ∈L(λ表示空字),则极小算子µy[f]求得的值定义为集合 

{z|z∈L0,使得 f(z,x1,…,xn)=λ} 
中长度最短或者构造最简的 z.如果集合为空,则值是未定义的. 

这样的 z 决定于 f,并且是 x1,…,xn 的函数,即µy[f(y,x1,…,xn)]定义了一个函数φ: 01 ... LLL n →×× ,z=φ(x1,…,xn),
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以后记为φ(x1,…,xn)=µy[f(y,x1,…,xn)]. 
定义. 函数 LLLf n →×× ...: 1 是 CFRF,如果满足 CFPRF 定义中的条件,此外,在 f 的构造过程中还允许使用

极小算子µy[f]. 
已证明 CFPRF 是 CFRF 的真子类,并且证明 CFRF 类与上述的递归函数类是等价的. 

B  上下文无关语言递归函数的其他定义形式 

为简化表达 ,本节采用如下记号 .用 v(α)表示α中的非终极符排列成一个序列 ,中间用逗号隔开 .即若

α=v1V1v2V2…vnVnvn+1,其中各 vi 是终极符串,各 Vi 是非终极符,则 v(α)=V1,…,Vn. 

B.1  另一形式的联立递归式 

设 有 m 个 函 数 $,i=1,...,m, 其 中 Li
nii LLLLf →××× ...: 21, i,1=L(Gi,1), ),,,,( 1,1,1, iiTNi PXVVG = Lj=L(Gj), 

,L),,,( jjTNj PXVVG = i=L( ), G ,i=1,…,m,j=2,…,n.各文法均无二义. iG ,,,( i
TN

i XVV= )iP

对于 Li,1,有 si ,α ∈Term(Xi,1),其中 s=1,…,ti,ti 为 Term(Xi,1)元素数,且当 s≤ki 时, si ,α 为基项,i=1,…,m. 

定义 fi 如下: 
对于 si ,α ∈Term(Xi,1),有已知函数 s=1,…,t,

,si
hα i,i=1,…,m, 

(1) 当 s≤ki,即 si ,α 中不含非终极符时, 




=

=
mi

yyhyyf ndfnsii si

,...,1
),...,(),...,,( 22, ,αα

. 

(2) 当 s>ki,即 si ,α 中含非终极符时, 

,1;,...,1,
),...),...,,(,...,,...,,,...,(),...,,(

,,

2212, ,,,





≤≤=
=

sisi

njknrdfnsii

rjmki
yyZfyyZZhyyf

sisisiα
α

 

其中 Z1,…, 是
sir

Z
, si ,α 中出现的各个非终极符, 式中的未知函数 f

si
h

,α k( 对应的语言是 L
sij

Z
, k,1),也可不出现. 

以上定义的 fi 称为是用联立递归式-II 定义的. 
此联立递归式与文献[1,2]中定义的联立递归式的区别是,后者定义中各函数的用来进行结构归纳的语言

(L1)相同,值域(L)也相同,而前者可以不同. 
定理 1. 如果已知函数都是 CFPRF,那么用联立递归式-II 定义的函数是 CFPRF. 

B.2  多重归纳式 

设有函数 ,其中 LLLLf n →×× ...: 1 i=L(Gi), G ,i=1,…,n.L=L(G), G .G),,,( iiTNi PXVV=
ji

jα

),,,( PXVV TN= i,G 无

二义. ∈Term(Xji
jα j),ij=1,…,mj,mj 为 Term(Xj)的元素数 ij=1,…,kj 时 不含非终极符,i=1,…,n. 

定义 f 如下: 
(1) 当 ij≤kj,j=1,…,n 时,有已知函数 , ),,( 1 niilh K

().),...,( ),,(1 1
1

n
n

iildf
i
n

i hf K=αα  

(2) 当 ij 满足下式 





≤
≤≤=<<<<=>

否则

若

   ,
1,,...,1,...1,    , 1

jj

uvjj

ki
nuuvntttjki

 

时,有已知函数 , ),,( 1 niilh K

),...),...,(),...,(),...,(),((),...,( 1),,(1
2

2
1

11
1

n
ii

t
i

iildf
i
n

i yyfvvvhf ut

ut

tt

tn
n ααααα K=  

其中, 中的未知函数 f(j=t),,( 1 niilh K v 时,yj∈{v( )},否则 yji
jα j= ,且 yji

jα j 对应的语言是 Lj,j=1,…,n),也可不出现. 

定义中引用了已知函数 h ,l(i),,( 1 niil K 1,…,in)用下式计算: 

,1,1),...,( 0
1

1

0
1 =−=∑ ∏

=

−

=

mmiiil
n

j

j

t
tjn 其中令  
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l(i1,…,in)满足 0≤l(i1,…,in)≤m1…mn−1. 
以上形式的定义等式组称为多重归纳式,因为其中对定义域的多个语言进行了归纳. 
定理 2. 如果已知函数都是 CFPRF,那么用多重归纳式定义的函数也是 CFPRF. 

B.3  部分构造式 

设有函数 ,其中 LLLLf n →×× ...: 1 i=L(Gi), G ,i=1,…,n.L=L(G), G .G),,,( iiTNi PXVV= ),,,( PXVV TN= i,G 无

二义.Term(Xj)的元素数为 mj,i=1,…,n. 
定义 f 如下,设有已知函数 hi,i=1,…,m. 
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其中: 

(1) 是类型为 Lj
iA

j
i

i 的变元,或 Xi 的项.当 是变元或 Xj
iA i 的基项时, 为空;当 是 Xj

iB j
iA i 的复合项时, 

=v( ),i=1,…,n,j=1,…,m. j
iB A

(2) 当 ,i=1,…,n 是基项时,hj
iA j 中不含 f.否则 hj 中可以含 f,且当 是变元或是 Xj

iA i 的基项时,yi= ;当 是

X

j
iA j

iA

i 的复合项时,yi∈{v( )},且 yj
iA i∈Li,i=1,…,n. 

以上定义等式组须满足如下条件: 

(1) (完备性)对于任何 Qi∈Li,i=1,…,n,等式组中必存在一个等式,设为第 u 个等式,使得 或者是类型为 Lu
iA i

的变元,或者是 Qi 的推导序列中第 1 个产生式的右部,i=1,…,n.称此等式为左端与 f(Q1,…,Qn)匹配的等式. 
(2) (一致性)等式组中任两等式的左端不相同. 
对于 Qj∈Lj,j=1,…,n,f(Q1,…,Qn)求值规则如下: 
从等式组的第 1 个等式开始,按顺序找到第 1 个左端与 f(Q1,…,Qn)匹配的等式,计算其右端表达式. 
由于在定义等式组中允许用变元替代若干结构归纳情形,以上的等式组称为部分构造式. 
定理 3. 如果已知函数都是 CFPRF,那么用部分构造式定义的函数是 CFPRF. 
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