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Abstract: Some new formulae for the derivative bounds of parametric curves, such as the general polynomial 
curves and rational polynomial curves in CAGD, are presented. Based on these new formulae, the point-by-point 
algorithm for rasterizing parametric curves is developed in this paper. To solve the problem of repetition and 
discontinuity arising from the previous algorithms, a new rule of interpolation is given. Without doubt, these results 
will remarkably improve the efficiency of modeling, intersection, approximation, rendering and rasterizing of 
curves. 
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摘  要: 对 CAGD 中常见的多项式曲线和有理多项式曲线的导矢的界提出了新的估计公式.基于这些公式,对
参数曲线的逐点绘制法进行了研究,提出了新的插值规则,较好地解决了以往绘制算法中出现的重复绘制问题

和不连续性问题.这些结果可以明显地提高曲线造型、求交、逼近、显示和绘制的效率. 
关键词: 参数曲线;导矢界的估计;逐点绘制 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

参数曲线曲面是几何设计和几何造型的常用工具,其导矢的界在很多方面有着重要作用. 
1989 年,Kala[1]的研究表明,导矢的界对曲线曲面的包围盒的大小起着决定作用.众所周知,包围盒的运用可
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大大提高曲线曲面显示及求交的速度.例如,Blinn[2],Lane[3]等人在分割算法中运用了最小包围盒技术,Hahn[4]采

用层次包围盒技术来加速多面体场景的碰撞检测,Sederberg 等人[5]用导矢的界来求得参数曲面的包围圆锥,它
们都在求交运算中发挥着积极作用.与此同时,Filip[6],Kala[1],Lane[3]等人相继指出,参数曲面的导矢的界对计算

给定误差内的分片线性逼近、构造曲面包围体的层次及计算曲面交集都非常有用.另外,参数曲线曲面的绘制

也需要估计导矢的界.有一种绘制方法[6]是逼近算法,它需要运用导矢的界来确定逼近误差;另一种绘制方法是

逐点绘制法,它需要预先估计曲线导矢的界,而绘制的点数与导矢界的大小直接相关,因而提高估计精度可以提

高绘制效率. 
由于导矢的界在计算机图形学和计算机辅助设计中有着重要作用,国内外学者对此进行了许多研究.1992

年,Floater[7]得到关于有理 Bézier 曲线导矢界的两个估计公式.随后,Hermann[8]对 2 次或 3 次情况下的 Floater
公式作了改进.但由上述方法得到的导矢界公式较难推广到曲面情形.1995 年,Saito,王国瑾和 Sederberg[9]从另

一角度得出曲线的相应公式,它与 Floater 公式相吻合,能方便地推广到曲面情形.1997 年,王国瑾,Sederberg 和
Saito[10]又得出了与上不同的有理 Bézier 曲面的两个导矢界公式. 

近年来,我们在研究参数曲线逐点绘制算法的过程中,又发现了导矢界估计的若干新公式.其基本思想是利

用升阶公式的磨光原理来得到模值较小的 Bézier 点,或是利用 次 Bernstein 基函数分解为 次和 次

基函数乘积的线性组合来求得低次曲线导矢的精确界.本文将按照这两种新思想得出估计 Bézier 曲线

和有理 Bézier 曲线的导矢界的新公式.而后,应用这些公式对参数曲线逐点绘制算法进行研究,较好地解决了以

往算法中出现的重复绘制和不连续性问题.有关结果不难进一步推广到参数曲面和有理参数曲面. 
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1   参数曲线导矢的界的估计 

为简化符号,不失一般性,本文中的向量参数曲线仅考虑其 x 方向的分量. 
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这表明,当 时,式(3)成立.于是,由数学归纳法,引理 1 得证. □ 01≥−= lk
应用引理 1 和式(1),得出 
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进一步地,根据 Bernstein 基函数的归一性,有 
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1.2   有理Bézier曲线导矢的界的估计 

设有理 Bézier 曲线为 ∑∑
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1.2.1   基于升阶公式的导矢的界 
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对式(7)连续两次运用引理 2,我们立即得到估计式 
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1.2.2   基于精确计算的导矢的界 
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再对上式连续二次运用引理 2 得 
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显然,式(12)的精度远远优于式(11).当 时,结论类似.对有理 Bézier 和三角 B-B 曲面,可用同样方法估计

导矢界. 
2=k

2   参数曲线的逐点绘制 

在曲线曲面的绘制算法中,导矢的界起到了确定逼近误差或控制绘制点数的作用.现有的绘制算法大体上

分为基于几何和基于像素这两种.基于几何的算法是用分段线性函数来逼近曲线或曲面.Filip[7]等人用分块三

角片来逼近曲面也属于此类.基于像素的算法一般只使用整数运算来逐点计算最接近曲线的像素点.对非参数

曲线,Hobby[11]和刘勇奎[12]等人提出了有效算法.对参数曲线,也有一些比较有效的逐点绘制算法[13],这些算法

都涉及步长的选取,而步长的确定是基于导矢的界.若局部取点过密则可能导致重复绘制,从而影响了曲线的生

成效率.克服这种局限性的一种解决方案是利用前面提出的新公式,将导矢界进一步减小. 
文献[13]给出了参数多项式曲线的一种快速逐点生成算法,只用加减法,故效率较高. 
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这在一定程度上保证了曲线的连续性.根据文献[13],按照上式可得出曲线上坐标为整数 的像素点的方程iX
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( 11, ++ ii YX 11 ≤−+ ii XX , 11 ≤− iY+iY .为后面讨论方便,记 , Y ,其

中 .由于在绘制算法中有基于像素点四连通和八连通的区别,而这两种算法在处理上存在一些差

别,所以下面就这两种算法分别加以讨论. 
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2.1    四连通绘制算法 

当 时,点 和 0≠iilk ( ) , ii YX ( )11, ++ ii YX 在像素级上不连续.若想保证绘制曲线的连续性,必须找出漏掉的那个

中间像素.反之,当 时,点 0=ilik ( ) , ii YX 和 ( )11, ++ ii YX 在像素级上连续.此时存在特殊情况 ,即相邻绘制

点重合( 且 ),这影响了绘制效率.下面重点解决像素点间的不连续问题. 

0== ii lk

ii XX =+1 ii YY =+1

为讨论方便,先作如下约定: ) 是指以 为原点的局部直角坐标系;点 在 中的角度是指

与

,;( yxO O Q ),;( yxO
OQ x 正半轴的夹角( Q 在 的第一、第四象限内)或与), yx;(O x 负半轴的夹角( 在 的第二、第三象

限内);点 的控制区域是指以 为中心,其边平行于坐标轴的单位正方形;像素点抽象为 x,y 坐标均为整数的

点.另外,判断一点是否在曲线上的准则为:曲线是否经过此像素点的控制区域. 

Q ),; yxO(
Q Q

当 时 ,共有 0≠iilk )1,1(),11,(),11,(),1,1(),( −−−−=ii lk
)1,1(这 4 种情况.现以 ),( =ii lk 的情况为例加以说明.这时,

曲线上参数取值为 Li )1(,Li + 的点 和 应分别在左

下方和右上方,因为 且 ,很自然地,
应取中间像素为

C D

 11 +=+ iX 11 +=+ ii YYiX
( ) , iY1iX + 或 ( ) 1, +ii YX .如图 1所示,C,D

是曲线上实际取值点,A,B 对应地为四舍五入后所得整数

点,虚线位于直线 21+= mx 或 21+= my m( 为整数)上,
现记直线 21+= Xx i 和 21+= iYy 的交点为 .在坐标

系 中 ,点 A,B 的相对坐标分别为 (−1/2,−1/2), 
(1/2,1/2).当 C,D 连线经过第二、第四象限时,可取中间像

素为(X

O
), y

;O

;( xO

i,Yi+1)或(Xi+1,Yi).为进一步得到方便的操作准则,
设在坐标系 ( 中,点 C,D 的角度为θ,ρ;相对坐标为

(−f
), yx

i/M−1/2,−gi/M−1/2),(−fi+1/M+1/2,−gi+1/ M+1/2). 易 得

tgθ=(2gi+M)/(2fi+M),tgρ=(−2gi+1+M)/ (−2fi+1+M),于是得

到如下的准则: 

C(f(i/L),g(i/L)) 

 O 

D(f(i+1)/L),g((i+1)/L) 

B(Xi+1,Yi+1) 

A(Xi,Yi) 

当 F(fi,fi+1,gi,gi+1,M)=4(figi+1−fi+1gi)+2M(gi+gi+1−fi− 

fi+1)大于、小于或等于 0 时 ,中间像素分别取 (Xi,Yi+1), 
(Xi+1,Yi)或 和)1,( +ii YX ),1( ii YX + 之中的任何一个. 

Fig.1  The discontinuous case in 4-connectivity 
point-by-point rasterization algorithm 

图 1 四连通逐点绘制算法中的不连续情况 

2.2   八连通绘制算法 

当像素点八连通时,点 ( ) , ii YX 和 在像素级上连续,此时无须解决不连续问题,只需处理重复点和

角点.当 即相邻绘制点重合时,绘制时要剔除其中一点.而当相邻三点

( 11, ++ ii YX )
 0== ii lk ( )11, −− ii YX , , 有( )ii YX , ( )11, ++ ii YX

,0  , 1 =−il11 =−ik 1=  ,0= ilik 或 ,1  ,0 1 == −il1−ik 0  ,1 == ii lk 的情况时,剔除作为角点的点 . ( )ii YX ,

2.3   结果比较 

应用本文推导的曲线导矢界公式和逐点绘制算法,我们以两条平面 Bézier 曲线(a),(b)为例进行逐点绘制,
并把文献[13]中的算法和基于本文公式(5)(取 k=4)的绘制算法作了比较,比较结果见表 1和表 2.两条五次 Bézier
曲线的控制点坐标分别为 (20,20),(130,40),(170,70),(10,50),(0,80),(100,100) 和 (120,40),(150,110),(200,240), 
(20,200),(70,120),(170,70).图 2 和图 3 分别由八连通和四连通绘制算法得出. 

Table 1  The results of rasterizating degree 5 Bézier curve in 8-connectivity algorithm (Fig.2),  
comparing to use our derivative bounds formula (5) with to use the formula from Ref.[13] 
表 1  5 次 Bézier 曲线按八连通算法用两种导矢界公式进行绘制的结果比较(图 2) 

 Using the formula from Ref.[13] Using our formula (5) 
The derivative bound of the curve (a) 800 550 
The derivative bound of the curve (b) 900 500 

在八连通算法中,曲线(a),(b)分别由 208 个和 279 个像素点组成,用文献[13]的方法所产生的点数远远大于

实际有效点数,造成了大量的重复绘制.用本文导矢界公式(5)所产生的点数比文献[13]中的点数减少近一半,虽
然仍有一些重复绘制点出现,但计算量已明显减少. 
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在四连通算法中,曲线(a),(b)分别由 281 个和 396 个像素点组成,用文献[13]的方法所产生的点数大于实际

有效点数,也造成了许多重复绘制.而用本文导矢界公式(5)所产生的点数远比文献[13]的要小,减少近一半.同时

也可以看到,导矢界的减小增加了像素点之间不连续问题产生的可能性.为克服不连续问题导致了所需插值次

数的增加,这里存在着相互制约的关系.但是,需要增加的插值次数其数量级远小于由于采用新的导矢界公式所

减少的计算点数,所以总的计算复杂性仍比文献[13]减少近一半. 

Table 2  The results of rasterizating degree 5 Bézier curve in 4-connectivity algorithm (Fig.3), 
comparing to use our derivative bounds formula (5) with to use the formula from Ref.[13] 

表 2  5 次 Bézier 曲线按四连通算法用两种导矢界公式进行绘制的结果比较(图 3) 
 The curve (a) in Fig.3 The curve (b) in Fig.3 
 Using the formula 

from Ref.13 Using our formula (5) Using the formula 
from Ref.13 Using our formula (5) 

The derivative 
bound L 800 550 900 500 

The number of 
rasterizing points 

before interpolation 
265 246 361 325 

The times n of 
repeated 

rasterization 
535 304 539 175 

The times m needed 
 for interpolation 15 36 36 74 

                                        
Curve(a)                   Curve(b)                  Curve(a)                     Curve(b) 

Fig.2  Rasterizating degree 5 Bézier curve          Fig.3  Rasterizating degree 5 Bézier curve  
             in 8-connectivity algorithm                        in 4-connectivity algorithm  

图 2  五次 Bézier 曲线按八连通算法绘制         图 3  五次 Bézier 曲线按四连通算法绘制 

3   结  论 

本文提出了求常见参数曲线导矢界的一些新的方法和公式.基于这些公式,对参数曲线和有理参数曲线的

逐点绘制进行了研究.新公式得出的界比已有的界更为紧凑,基于新公式确定的绘制曲线的步长更为合适,这在

一定程度上解决了绘制过程中出现的重复绘制问题;同时,在四连通逐点绘制算法中,较好地解决了绘制过程中

出现的不连续性问题.本文的思想和方法完全可以推广到参数曲面的导矢界公式及其绘制算法. 
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联系人：谢达  王万森  葛庆平 
联系电话：010-68416830， 68903443， 68901041 
E-mail:   xieda89@263.net;   wangwansen@263.net;   wangws@mail.cnu.edu.cn 
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