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摘要: 提出了控制 C-Bézier 曲线形状的两种方法:修改控制参数α和修改控制顶点.在分析 C-Bézier 基函数导数
曲线特性的基础上,得出了控制参数α对曲线形状的作用,提出了调节控制参数修改曲线形状的方法;另一方面,
基于控制顶点与曲线形状关系几何模型,建立了调节控制顶点修改曲线形状的算法.上述成果已应用于纸盆模
具 CAD/CAM软件设计系统的实践中,并取得了良好的效果. 
关 键 词: 曲线;形状控制;C-Bézier曲线;Bézier曲线;CAGD(computer aided geometric design);CAD/CAM 
中图法分类号: TP391      文献标识码: A 

C-Bézier是一种新颖的曲线、曲面造型方法[1~3],在保持 Bézier方法许多优点的基础上,能够方便、简洁、
精确地构造二次曲线曲面.与 NURBS(non-uniform rational B-splines)相比,C-Bézier具有算法简单、节省存储空
间、运算速度快、参数选择容易等特点,这已经在纸盆模具 CAD/CAM软件系统的实践中得到了验证. 
曲线形状修改是一直是 CAGD(computer aided geometric design)中的一项基本技术,对曲线实用化有着重

要的意义,许多学者在这一领域已做了大量的研究工作[4~7].特别是近几年来,胡事民等人[5]、Sánchez-Reyes[6]和

Juhász[7]进一步深入研究,提出了一些曲线形状修改的新方法和新思路,但是这些工作主要集中于对 NURBS 的
研究上.本文在上述研究成果的基础上,针对 C-Bézier 曲线的形状控制进行了深入的研究和分析,并提出了通过
修改控制参数和控制顶点来改变 C-Bézier曲线形状的两种有效方法. 

1   C-Bézier基函数及其性质 

C-Bézier曲线的基本思想是用[sint  cost  t  1]代替 3次 Bézier曲线中的[t3  t2  t  1],用矩阵表示为 
 Bα(t)=TDQ, 0<α≤π, 0<t≤α. (1) 
其中 T =[sint  cost  t  1], 
 Q=[q0  q1  q2  q3]T, 
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q0,q1,q2,q3为 C-Bézier曲线的 4个控制顶点. 
将式(1)中的矩阵展开,得到 C-Bézier曲线的多项式表示:  

 Bα(t)=Z0(t)q0+Z1(t)q1+Z2(t)q2+Z3(t)q3, 0<α≤π, 0<t≤α. (2) 

其中 Z0(t)= αα
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Z1(t),Z2(t),Z3(t)称为 C-Bézier基函数. 
从 C-Bézier基函数与 3次 Berstein基函

数的图形(如图 1 所示)中可以得出 C-Bézier
基函数具有以下性质: 

Bernstein basis functions 

α=π/4 
α=π/2 
α=3π/4 
α=π 

Bernstein basis functions① 

α=π/4 
α=π/2 
α=3π/4 
α=π (1) C-Bézier 基函数的图形与 Bernstein

基函数的图形类似,Z3(t)和 Z0(t),Z2(t)和 Z1(t)
是关于 t/α=1/2 的对称 ,当α的值小于 π/4
时,C-Bézier 基函数十分接近 Bernstein 基函
数. 

(2) C-Bézier 曲线分别通过控制顶点 q0

和 q3;当 t=0 和α时,Z1(t)=Z2(t)=0;C-Bézier 曲
线分别通过控制顶点 q0 和 q3;当 t=α/3 和
t=2α/3附近,Z1(t)和 Z2(t)达到最大值,C-Bézier
曲线受 q1和 q2作用最大,最靠近 q1和 q2点. 

①Bernstein基函数. 

Fig.1  The figure of C-Bézier basic functions 
图 1  C-Bézier基函数图形 

(3) 随着α的增加,对于相同的 t/α,Z0(t)和 Z3(t)增加,Z1(t)和 Z2(t)减少,曲线受 q1和 q2的作用减弱,曲线变得扁
平;当α趋近于 0时,曲线越来越凸,并接近 Bézier曲线. 

2   控制参数α的作用 

正是由于控制参数α的引入,使得 C-Bézier方法具有比 3次 Bézier方法更强的曲线表达能力.当 4个控制顶
点保持不变,α在(0,π)变化时,可获得一族 C-Bézier曲线,如图 2所示. 

①Bézier曲线. 

Fig.2  A family of C-Bézier curves with fixed control points and varied α 
图 2  控制顶点不变,α变化时得到的一族 C-Bézier曲线 
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当 k=t/α(0≤k≤1)固定,α变化 dα时,C-Bézier曲线族上的任一点 Bα(α,k)所产生位移 

dBα(α,k)= α
α
α

α
α

α
α

α
α d

d
)),((d

d
)),((d

d
)),((d

d
)),((d

3
3

2
2

1
1

0
0






 +++ qqqq kZkZkZkZ , 0<α≤π, 0≤k≤1. 

其中 
α
α

d
)),((d 0 kZ

= [ ]
2)sin(

))1sin(()1()cos1()sin)()1cos((1)(1(
αα

αααααα
−

−−−−−−−−− kkkk , 

  



 2196 Journal of Software  软件学报  2002,13(11)    

 
α
α

d
)),((d 3 kZ = 2)sin(

))sin()(cos1())cos(1)(sin(
αα

αααααα
−

−−−−− kkkk , 

 
α
α

d
)),((d 1 kZ =

αd
dM





 −

−
−− ),(

cos1
))1cos((1

0 kZk α
α

α + 

 M 





−

−
−−−−−−

α
α

α
αααα

d
),(d

)cos1(
)))1cos((1(sin))1sin(()1)(1( 0

2
kZkk


 cosk , 

α
α

d
)),((d 2 kZ =

αd
dM





 −

−
− ),(

cos1
)cos(1

3 kZk α
α
α +M 








−

−
−−−

α
α

α
αααα

d
),(d

)cos1(
))cos(1(sin)sin()cos1( 3

2

kZkkk , 

αd
dM = 2

22

)cossin2(
sin)sin1)(coscos1()cossin2)(sincos(cos

αααα
αααααααααααα

−−
+−−−−−+− . 

图 3为
α
α

d
)),((d 0 kZ
和

α
α

d
)),((d 1 kZ
关于控制参数α的特性图.根据基函数的对称性,

α
α

d
)),((d 3 kZ
与

α
α

d
)),((d 0 kZ

以及
α
α

d
)),((d 2 kZ
与

α
α

d
)),((d 1 kZ
关于α的图形是相对于 k=1/2 的对称.因为

α
α

d
)),((d 0 kZ
和

α
α

d
)),((d 1 kZ
与α有较好

的线性特征,由此可以得到α控制曲线形状的近似计算方法. 
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设 4个控制顶点固定,k=t/α为(0,1)内的任意值,m,n为相应的 Bézier曲线和α=π的 C-Bézier曲线上的点,则

可以近似地认为,以控制参数为α的C-Bézier曲线上的点 s位于连线 mn上(如图 4所示),且满足( 和 表

示

|||| ms |||| sn

ms和 sn的距离): 
 : | =(α/π)|||| ms ||| sn 2 :1−(α/π)2. (3) 
用这种近似方法表示曲线形状时所产生的误差较小,可以满足工程设计和加工的精度要求.如图 5 所示为

控制顶点坐标分别为(0,0),(0,1),(1,1),(1,0)时,近似曲线和 C-Bézier曲线上相应点的距离误差分布. 

3   调节控制参数α修改曲线形状 

控制参数α对曲线的形状有调节作用,整个曲线的调节范围是 Bézier 曲线和α=π的 C-Bézier 曲线之间的区
域.修改α可使 C-Bézier曲线通过调节范围内的任一点. 
设给定 4 个控制顶点决定的一条 3 次 Bézier 曲线为 p(k)和一条控制参数α=π的 C-Bézier 曲线为 Bπ(kπ), 

0<k<1.s 为调节范围内的任一点.为使某 C-Bézier 曲线通过 s 点,可采用对分法,通过逐步求精反求 k 值.先取
k=1/2,p(k)和 Bπ(kπ)间的直线方程满足: 
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)())()π(()( π kkk ppBpl +−= ττ , 0≤τ≤1. 

根据点 s相对于该线的位置,缩小 k值区间,直到取得容许误差范围内的参数,设为 ks值,然后以 p(ks)点为参考点,代
入式(2)得到控制参数: 

 αs=π )π()(
)(

ss

s

kk
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πBp
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−
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Bézier curve①

Approximate curves③  

C-Bézier curve with α=π② 

α=π/4 
α=π/2 
α=3π/4 

 

①Bézier曲线. 
(a) The relation between m, n and s

(a) m,n和 s的位置关系 

α=π/2 

C-Bézier curve with α=π② 

Bézier curve① 

①Bézier曲线,②α=π的 C-Bézier曲线,③近似曲线. 
(b) The comparison of approximate curves and C-Bézier curves 

(b) 近似曲线和 C-Bézier曲线的比较 

Fig.4  The function of control parameter α 
图 4  控制参数α的作用 
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Fig.5  The error distribution of the approximate method 
图 5  近似方法的误差分布 

通过控制参数α调节 C-Bézier曲线形状,不影响曲线首末端的位置和切矢方向,在多段 C-Bézier曲线 G1拼

接时,调节参数α不会破坏各段曲线间原有的连续性.与 NURBS 曲线中的权因子ωi相比,α对曲线形状的作用局
限于特征多边形内的一条狭长区域内,只能同时拉向或推离中间的两个控制点,而且式(2)给出的关系存在着一
定的误差,但通过控制参数调节曲线形状具有简单、可靠和直观的特点. 

4   控制顶点 qi的作用 

在设计和表示 C-Bézier 曲线时,也可以通过调整特征多边形的位置来修改曲线的形状,直到获得满意的结
果.设 q0,q1,q2,q3 和α决定的一条 C-Bézier 曲线 =Z)(tαB 0(t)q0+Z1(t)q1+Z2(t)q2+Z3(t)q3,在α值固定的条件下,使

q0,q1,q2,q3分别位移δ 0,δ 1,δ 2,δ 3,到 , , , ,那么曲线上 t=kα点产生位移: *
0q *

1q *
2q *

3q

 ∆Bα= −B)(* tαB α(t)=Z0(t)δ 0+Z1(t)δ 1+Z2(t)δ 2+Z3(t)δ 3. (5) 
该式的几何意义为:当控制参数α保持不变,控制顶点分别产生位移δ 0,δ 1,δ 2,δ 3时,曲线上 t=kα的点 的位置

发生变化,其位移 ∆B

)(tαB

α等于以δ 0,δ 1,δ 2,δ 3为控制顶点,以α为控制参数的 C-Bézier曲线上 t=kα的点 s*的矢量,如图
6所示分别为移动 4个、2个和 1个控制顶点来修改曲线形状的几何模型. 
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(c) Move one control point (α=π/6) 

(c) 移动 1个控制顶点(α=π/6) 
(b) Move two control points (α=π/4) 

(b) 移动 2个控制顶点(α=π/4) 
(a) Move four control points (α=π/4) 

(a) 移动 4个控制顶点(α=π/4) 

Fig.6  The geometric model of the shape modification of curve through moving control points 
图 6  移动控制顶点改变曲线形状的几何模型 

5   调节控制顶点来修改曲线的形状 

若使 C-Bézier 曲线上 t=kα点 s,产生位移 ∆Bα到 s*,可通过移动 1 个或多个控制顶点 qi(i=0,1,2,3)的方法来
实现,各控制顶点的位移矢量δ i应满足式(3).在实际应用中常见以下两种情况: 

(1) 保持首末点位置不变,使整条曲线变形较小.采用约束优化的方法[5],即在满足 
 ∆Bα=Z1(t)δ 1+Z2(t)δ 2 (6) 
的条件下,取目标函数为||δ 1||2+||δ 2||2最小,用拉格朗日乘数法作 
 L=||δ 1||2+||δ 2||2+λ⋅(∆Bα−Z1(t)δ 1−Z2(t)δ 2), (7) 

其中λ=[λ1λ2λ3]T,令
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采用约束优化的方法来移动控制顶点,两控制顶点的位移方向与曲线上给定点的移动方向相同,大小与相应的
C-Bézier基函数成正比(如图 7(a)所示). 

(2) 保持首、末点位置和切矢方向不变.由于 C-Bézier 曲线属于低次曲线,往往需要多段表示,为保证各段
曲线间的拼接 G1连续,每段曲线在形状修改时,首、末两点的位置和切矢方向都应保持不变.为此可以通过固定
两个控制端点 q0和 q3,使中间两个控制点的位移δ 1和δ 2满足以下方程组来实现: 

 , −∞<f








=+
−=
−=

α∆Bδδ
qqδ

qqδ

2211

2322

0111
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tZtZ
f
f

1, f 2<+∞. (10) 

即先沿q1−q0和q3−q2的方向,将∆Bα分解成∆Bα1和∆Bα2,然后按照δ 1=∆Bα1/Z1(t)和δ 2=∆Bα1/Z1(t)分别得到q1和q2的

位移矢量δ 1和δ 2(如图7(b)所示). 
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(a) Fixing the position of starting and ending points, make the

shape modification of curves less 
(a) 保持首、末点位置不变,使整条曲线变形较小 

(b) Fixing the position and tangent direction of the 
starting and ending points 

(b) 保持首、末点位置和切矢方向不变 

Fig.7  The shape modification of curves through moving control points 
图 7  调节控制顶点来修改曲线的形状 

6   结束语 

本文提出的通过调节控制参数α和控制顶点来修改 C-Bézier 曲线形状的方法具有简单、直观和实用的特
点,并可以进一步推广到 C-Bézier 曲面.这一曲线修改技术已应用于纸盆模具 CAD/CAM 软件系统设计的实呈
中.如图 8所示即为通过修改曲面拼接处拼接曲线的形状来控制整个曲面的实例. 

Fig.8  Control the whole surface through modifying the shape of curves in the connected position 
图 8  通过修改拼接曲线的形状来控制整个曲面 
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Abstract: In this paper, two methods of changing the control parameter α and changing control points are 
presented for the shape modification of C-Bézier curves. The relation between C-Bézier curves and the control 
parameter α is obtained based on the analysis of the derivative C-Bézier basis functions. Furthermore, the way of 
modifying the shape by the adjustment of α is introduced. On the other hand, the algorithm of shape control by 
modifying control points is given relying on the model between the shape of the curve and control points. The 
results have been applied to the CAD/CAM system for speaker cone models, which has got a good effect. 
Key words: curve; shape modification; C-Bézier curve; Bézier curve; CAGD (computer aided geometric design); 

CAD/CAM 
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