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摘要: 对可逆的线性变换进行了改造,使之成为整数到整数的变换.首先介绍了 3 类基本的整数可逆变换,在此
基础上,通过对给定线性变换的矩阵分解,给出了一个可逆线性变换整型化的充要条件及其构造方法.该整型变
换是可逆的,因此非常适合于无失真的数据处理,如语音或图像的无损压缩. 
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线性变换在数字信号处理领域里有着广泛的应用,如 DFT(discrete Fourier transform),DCT(discrete cosine 
transform),KLT(Karhumen-Loeve transform),WT(wavelet transform)等.一般来说,对数字信号进行处理时,原始数
据是整型数据,而线性变换的变换系数通常是实数或复数,变换结果又要量化为整型数据.在这一过程中通常会
产生两类误差:一类是计算机浮点运算的精度误差;另一类是浮点数据整型化时的舍入误差,它在数量级上要远
远大于浮点精度误差.这种误差破坏了变换的可逆性,因而不能保证使数据无失真地恢复.本文针对这一问题进
行了研究,实现了整数空间在实数域或复数域上的可逆变换,我们称这一过程为线性变换的整型化.必须指出的
是,这种变换已经不再是线性变换了,但是为了体现它和与其对应的线性变换的紧密联系,我们仍称其为线性变
换,请读者注意区分. 
对某几种特殊类型的线性变换的整型化问题,已有一些国家的学者对其进行了研究,提出了相应的解决办

法.在文献[1]中,Daubechies,Sweldens 采用提升的方法对小波变换进行了改造,使其成为整数到整数的小波变
换.文献[2]中提到,J.Hong 在其博士论文中已经解决了 Fourier 和 Cosine 变换的可逆性问题.闫宇松、石青云在
文献[3]中使用提升的方法,也完成了 FFT(fast Fourier transform)与DCT的可逆性构造.闫宇松、石青云在文献[2]
中针对颜色空间转换的具体问题,构造了相应的整型变换方法,但是对一般的线性变换,文献[2]只给出了一个十
分不易计算的充分条件,且没有给出变换的具体构造方法. 

本文借鉴了文献[1]所阐述的由整数到整数的可逆变换思想,给出了任一线性变换 A可整型化的充分必要

条件,即 ( ) 1det ≥A ,并且给出线性变换整型化的具体构造方法,从而将上述各种线性变换的整型化方法统一到

一个框架之中.其基本思想是分析线性变换的变换矩阵,将满足条件的变换矩阵进行分解,使其能用一系列基本

的整型可逆变换矩阵的乘积来表示,这样就可以根据该线性变换构造一个与其性能相似且整型可逆线性变换.

理论分析及实验结果表明,使用本文提出的方法所构造的整数线性变换,会使变换后数据的动态范围最小,在这

一点上本文的结果优于文献[2,3]中的结果. 
本文第 1 节介绍 3 类基本的可逆整数变换,并简述提升的基本原理和方法.第 2 节给出了任一线性变换可
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整型化的充分必要条件,并通过证明给出了该整数变换的具体构造方法.第 3 节对本文提出的算法的性能进行
了分析,并与文献[2,3]中提出的方法进行了比较.第 4节给出了结论及进一步工作的建议. 

1   基本的可逆整数线性变换 

本节将介绍几个基本的可逆整数线性变换.由于线性变换与一个矩阵相对应,本文以下将只对此矩阵进行
分析.我们首先讨论实矩阵,对于复矩阵的情况将在第 2节中加以讨论. 

(1) 置换矩阵 
置换矩阵即是单位矩阵经有限次行变换(或列变换)所形成的矩阵.由于它只改变输入数据的相对位置,故

显然是整数可逆的. 
(2) 元素的绝对值均不小于 1的对角阵 
对于如下变换: 
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其中(x1 x2 …xn)T为输入,(y1 y2 …yn)T为输出,(d1 d2 …dn)T为对角阵元素且满足 1≥id ,我们则可以构造出它所对

应的整数变换为 
  ,5.0+⋅= iii dxy  (2) 
其中 表示 x x 的整数部分,加入 0.5 是为了减小取整误差.我们从式(2)可以看出,如果输入 为整数,那么经过
计算得到的 也必定为整数.同时,我们可以得到变换式(2)的逆变换式: 
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显然,式(2)和式(3)是一对可逆变换. 
(3) 单位三角阵 
我们首先以上三角矩阵为例来构造它的整数变换形式.对于如下变换: 
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其中 为任意实数,我们可以构造它所对应的整数变换为 jia ,
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我们从式(5)可以看出,如果输入 为整数,那么经过计算得到的 也必定为整数.因此,式(5)是一个整数到整数

的变换,且它是可逆的,我们可以得到式(5)的逆变换式: 
ix iy
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式(6)所表示的是,如果我们获得了一系列整数 ,可以首先通过 重建 ,再通过 和 重建 ,这样一直
计算下去,直到 被重建.容易看出,式(6)也是整数的变换,并且这种变换相对于式(5)来说是真正可逆的.类似地,

单位下三角矩阵也能够找到它所对应的可逆整数变换.文献[1]将这种整型变换的构造方法叫作提升(lifting),并
将这种单位三角矩阵称为提升矩阵. 

iy ny nx 1−ny nx 1−nx

1x

显然,由上述 3类整数线性变换级联所形成的变换亦为整数线性变换,且可以找到它的逆变换形式.这样,如
果对于一个给定的线性变换矩阵A,如果它可以分解为若干个上述 3种类型的矩阵的乘积,则只要对其中每一个
矩阵分别找到它所对应的可逆整型变换,然后按分解顺序依次变换,就可以构造出整个变换的整型变换.下面我
们将给出变换矩阵可分解为上述 3种矩阵的乘积的条件和具体的分解方法. 

2   线性变换的整型化 

本节主要讨论线性变换整型化的条件和实现方法.我们首先在第 2.1 节中介绍实数矩阵的整型化问题,然
后在第 2.2节中将之推广到复数矩阵,最后介绍算法的实现问题. 

2.1   实数域的整型化 

定理 2.1. 给定 n 阶可逆方阵 A,总可以找到一个置换矩阵 P、一个对角阵 Q 和若干个单位上、下三角阵
L,R,使 A等于这些矩阵的乘积,其中 Q的前 n−1个对角元素为 1,记为 A=PQLmRn. 
证明:由文献[4]可知,若 A可逆,则存在一个置换矩阵 P,使 PA的各阶顺序主子式为 
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即可对 PA作 LDR分解,其中 L为单位下三角矩阵,R为单位上三角矩阵,D为对角矩阵.则 A=P−1LmDRn,其中 P−1

亦为置换矩阵.若 D能分解为 Q和若干个单位上、下三角阵 L,R的乘积,即 D=QLmRn,则定理得证. 
现用数学归纳法加以证明.D的阶数为 1时定理显然成立.现设 D的阶数为 k−1时定理成立,考虑 D的阶数

为 k时的情况.记 
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记 ,对式(10)中的第 1个矩阵可作如下分解: ∏
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式(11)中后 4个矩阵都为单位上、下三角矩阵,第 1个矩阵为 Qk,故 . □ n
k

m
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定理 2.2. 给定 n阶可逆实方阵 A,可以建立从 Rn→Rn的可逆线性变换,则可以从 A构造出从 Zn→Zn的可逆

整数变换的充分必要条件为 ( ) 1det ≥A . 

证明:先证充分性.由定理 2.1 可知,当 A 可逆时,A=PQLmRn,其中 P 为上节介绍的第 1 类整数可逆矩阵,L,R

为第 3 类整数可逆矩阵.由定理 2.1 的证明过程可知,Q 的最后一个元素为 det(A),故当 ( ) 1det ≥A 时,Q 成为第 2

类整数可逆矩阵.A为各整数可逆矩阵的乘积,故可以从 A构造出从 Zn→Zn的可逆整数变换.充分性证毕. 

再证必要性 .由 A=PQLmRn 可知 ,Q=P−1A(L−1)m(R−1)n.因为从 A 可构造出从 Zn→Zn 的可逆整数变换 ,而

P−1,L−1,R−1 仍为第 1、2 类整数可逆矩阵,故 Q 亦为整数可逆矩阵,故 Q 最后一个元素的绝对值不小于 1,即

( ) 1det ≥A . □ 
定理 2.2中的 A是实数矩阵.其实,若 A是复数矩阵,定理仍然成立,下面简要说明. 

2.2   复数域的整型化 

我们首先介绍复整数的概念.任何一个复数,如果它的实部和虚部都是整数,我们就称之为复整数.对于任
一个复数 ,定义iccc ir ⋅+=       iccc ir ⋅+= .由定理 2.2的证明过程可知,只要对第 2节介绍的 3类基本矩阵在复

数域上找到复整数可逆变换,则问题得到说明. 
显然对于第 1 类矩阵,即置换矩阵,可简单地推广到复数域.对第 3 类矩阵,即单位上三角矩阵(见式(10)),作

如下变换: 
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易见式(12)、(13)构成一对复整数型的互逆变换,对于单位下三角矩阵可得类似的结果.对于第 2类矩阵,即元素
的绝对值均不小于 1的对角阵(见式(1)),记 
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,式(14)满足定理 2.2的条件,可找到可逆的整型变换,所以第 2类矩阵在复数域上亦可

找到可逆的整型变换.故定理 2.2可推广到复数域. 

2.3   算法的实现 

由定理 2.1、定理 2.2可知,并不是所有的可逆矩阵 A都可以得到整型变换,当给定的线性变换 A不满足定

理 2.2的条件时,就必须对它进行改造;另外,为了数据的后续处理,通常应使变换后数据的动态范围尽量地小,故

也需对给定的线性变换 A进行改造.由定理 2.2可知,要使 A成为整数可逆的,则 ( ) 1det ≥A ,而为了使变换后数据
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的动态范围尽量地小,要求 ( )Adet 尽量地小,所以对 A进行改造的目标是使 ( ) 1det =′A ,这里 A′是由 A改造而得

到的线性变换 .对 A 改造的方法是用一个扩展因子 A ′′ 左乘或右乘 A,通常取 A ′′ 为对角矩阵 ,且满足

)det(1)det( AA =′′ ,这样做既满足可逆的条件,又使变换后数据的动态范围尽量小,而且简单易行.下面对整型变

换算法的基本过程作简要介绍: 

( ) =′A

1
1
0

(1) 对于给定的线性变换 A,如是常见的正交变换,则进行(2),否则对其进行改造,使 1det . 

(2) 按定理 2.1的证明过程,将 A′分解为 3类基本矩阵. 

(3) 对于每一个基本矩阵,构造其整数变换,获得整数输出. 

(4) 由于每一步都有相应的逆变换,所以,整个变换的逆变换可以相应地获得. 

(5) 对于多维可分离的线性变换,正变换可以逐维地计算;为了保证逆变换对多维数据的完全重建,应严格

按照与正变换相反的次序进行逆变换. 

3   算法的性能 

本节主要对上节提出的算法的性能进行分析,并与文献[2,3]中提出的方法进行比较. 
评价一个可逆变换 ,我们主要从两方面来进行:一是变换以后数据的动态范围要小 ,二是算法的复杂性 

要小. 

3.1   数据的动态范围 

与文献[2,3]所提出的方法相比,用本文提出的算法所得到的数据的动态范围是最小的.对于正交变换,影响

输出数据动态范围的因素只有数据取整时的舍入误差.文献[3]利用提升的方法构造 FFT与 DCT相对应的整型

变换,除取整时的舍入误差外,还将输出数据范围增大 2 倍.对于 ( ) 1det >A 的线性变换,本方法可构造一个动

态范围扩展因子,压缩数据的动态范围.对于 ( ) 1det <A 的线性变换,本方法可构造一个最小的动态范围扩展因

子 .文献[2]针对 RGB 到 YCbCr 颜色空间转换这一具体问题 ,求出的动态范围扩展因子为 041667.1=Yα , 

173913.2=Cbα , 631579.2=Crα ,三者的乘积为 5 . 9 5 9 2 .用本方法求出的动态范围扩展因子为 1=Yα , 

0572.2=Cbα , 0572.2=Crα ,三者的乘积为 4.2323,要小于文献[2]近 30%.附录给出用本算法求出的整型化结果. 

3.2   算法复杂性 

用本算法来计算整数到整数的线性变换,虽然要用到大量的矩阵,但它们都是稀疏矩阵,故其复杂性可由其
中的非零元素的数量来度量.在最坏情况下,其乘法次数为(N+3)(N−1),加法次数为(N+4)(N−1).然而在给定变换
A 的情况下,算法可作进一步的优化,即在将对角矩阵 D=diag(d1,d2,…,dN)分解的时候,如先将其元素进行分组,
使每一组内各元素的乘积为 1(或−1),则在这一组内分解的最后一步得到 
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其乘法次数减少 3(K−1),加法次数减少 4(K−1),其中 K为能分组的数目.具体地,对于计算 8点的 DCT,本算法的

乘法次数为 57,文献[3]采用 FFT计算 DCT,在将数据范围增大 2 的条件下,乘法次数减少到 47次.如用常用的

DCT浮点算法(2N点 FFT),则需用 32log2
2 =n

n
次复数乘法,相当于 128次实数乘法.可见当 N数值比较小时,本

算法的运算次数还是比较少的. 

4   结  论 

本文使用矩阵分解的方法,对可逆的线性变换进行了改造,使之成为整数到整数的可逆变换.本文给出了任

一线性变换 A可整型化的充分必要条件,即 ( ) 1det ≥A ,并且给出线性变换整型化的具体构造方法,从而将各种
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线性变换的整型化方法统一到一个框架之中.变换本身是可逆的,因此非常适合于无失真的数据处理,如语音或

图像的无损压缩等领域.由定理 2.1 的证明过程可知,对于一个给定的线性变换,构造出的整型变换有其多样性,

而这些整型变换与原线性变换在性能上的差异将是我们下一步研究的内容. 
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附录 

文献[2]所讨论的颜色空间转换的形式如下: 

 . (A1) 
0813.04187.05000.0

5000.03313.01687.0
1140.05870.02990.0

































−−
−−=

















B
G
R

C
C
Y

r

b

用本文的算法将其整型化,结果如下: 
(1) 引入扩展因子 diag(1,2.0572,2.0572)后,式(A1)变为 
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 (2) 对上式的矩阵进行分解,写成如下形式:T1T2T3T4T5T6,其系数见表 1. 
Table 1  Result of matrix decomposition of color space transform 

表 1  颜色空间转换矩阵的分解结果 
0 0 1 1 0 0 1 −1.0286 0 
0 1 0 −0.3375 1 0 0 1 0 T1: 
1 0 0 

T2: 
0.2907 −0.861

3 1 
T3: 

0 0 1 

1 0 0 1.0286 1 0 1 −0.8374 −0.1626 
0.9722 −1 0 1 0 0 0 −1 1 T4: 
0 0 1 

T5: 
0 0 1 

T6: 
0 0 1 

 (3) 对表中每一个矩阵构造可逆的整数变换,则整个可逆变换的构造完成. 
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Abstract: In this paper, a method to construct an integer version of the linear transform is presented so that the 
integers of input data can be mapped to integers. Based on the introduction of three kinds of basic integer reversible 
transform, by means of matrix decomposition, the sufficient and essential condition that a linear transform can be 
rebuilt into integer version and its construction method are proposed. The transform is reversible, so it is suitable to 
the lossless data processing such as the lossless digital audio or image compressions. 
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