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摘　要: 图神经网络 (graph neural network, GNN)是一种利用深度学习直接对图结构数据进行表征的框架, 近年来

受到人们越来越多的关注. 然而传统的基于消息传递聚合的图神经网络 (messaging passing GNN, MP-GNN)忽略

了不同节点的平滑速度, 无差别地聚合了邻居信息, 易造成过平滑现象. 为此, 研究并提出一种线性结构熵的图核

神经网络分类方法, 即 KENN. 它首先利用图核方法对节点子图进行结构编码, 判断子图之间的同构性, 进而利用

同构系数来定义不同邻居间的平滑系数. 其次基于低复杂度的线性结构熵提取图的结构信息, 加深和丰富图数据

的结构表达能力. 通过将线性结构熵、图核和图神经网络三者进行深度融合提出了图核神经网络分类方法. 它不

仅可以解决生物分子数据节点特征的稀疏问题, 也可以解决社交网络数据以节点度作为特征所产生的信息冗余问

题, 同时还使得图神经网络能够自适应调整对图结构特征的表征能力, 使其超越 MP-GNN 的上界 (WL 测试). 最

后, 在 7个公开的图分类数据集上实验验证了所提出模型的性能优于其他的基准模型.
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Abstract:  Graph  neural  network  (GNN)  is  a  framework  for  directly  characterizing  graph  structured  data  by  deep  learning,  and  has  caught
increasing  attention  in  recent  years.  However,  the  traditional  GNN  based  on  message  passing  aggregation  (MP-GNN)  ignores  the
smoothing  speed  of  different  nodes  and  aggregates  the  neighbor  information  indiscriminately,  which  is  prone  to  the  over-smoothing
phenomenon.  Thus,  this  study  proposes  a  graph  kernel  neural  network  classification  method  KENN  based  on  linear  structural  entropy.
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KENN  firstly  adopts  the  graph  kernel  method  to  encode  node  subgraph  structure,  determines  isomorphism  among  subgraphs,  and  then
utilizes  the  isomorphism  coefficient  to  define  the  smoothing  coefficient  among  different  neighbors.  Secondly,  it  extracts  the  graph  structural
information  based  on  the  low-complexity  linear  structural  entropy  to  deepen  and  enrich  the  structural  expression  capability  of  the  graph
data.  This  study  puts  forward  a  graph  kernel  neural  network  classification  method  by  deeply  integrating  linear  structural  entropy,  graph
kernel  and  GNN,  which  can  solve  the  sparse  node  features  of  biomolecular  data  and  information  redundancy  generated  by  leveraging  node
degree  as  features  in  social  network  data.  It  also  enables  the  GNN  to  adaptively  adjust  its  ability  to  characterize  the  graph  structural
features  and  makes  GNN  beyond  the  upper  bound  of  MP-GNN  (WL  test).  Finally,  experiments  on  seven  public  graph  classification
datasets verify that the proposed model outperforms other benchmark models.
Key words:  graph classification; structural entropy; graph kernel; message passing aggregation; graph neural network (GNN)

图是由节点和边组成的连通网络, 这种类型的图结构数据可以用来描述复杂的关系或网络. 在日常生活的各

个方面都有广泛的应用, 如物联网、药物发现, 电路设计等. 在机器学习和数据科学中, 基于图的学习和推理一直

是最热门的研究课题. 基于图的表示是复杂系统建模的一种强大工具, 数据类型从生物分子化合物到点云再到社

交网络等. 在图的数据分析中, 一个基本的挑战是如何将图结构转换为特征向量表示.
过去的 30年, 最经典的图结构分析方法可以分为两类, 即 (1)图嵌入方法 [1]和 (2)图核方法 [2,3]. 第 1类的方法

旨在将图转换为向量空间中的元素, 用标准的机器学习算法可直接用于图数据分析. 然而这些嵌入方法在低维模

式空间中仅近似表达图的特征属性, 易导致部分结构信息丢失. 为了克服这一缺点, 使用图核方法在高维 Hilbert
空间中刻画图结构, 从而更好地保留结构信息. 但由于当前大多数图核方法无法像深度学习类的方法一样进行多

轮迭代训练, 所以在精度上存在一定的劣势.
近年来, 由于深度学习在机器学习中的巨大成功, 人们越来越有兴趣将深度卷积神经网 (convolution neural

network, CNN) 推广到图领域 [4−6], 而最经典且最具有代表性的图深度方法当属图神经网络. 目前大多数 GNN 模

型主要基于: 谱域 [7−9], 空域 [10,11], 以及时空域. 最初的空域 GNN的发展是从谱网络向空间网络发展起来的, 2014
年 Bruna等人提出了基于卷积定理的 Spectral CNN[12], 他们通过多层叠加, 加入非线性激活函数, 以及在每一层都

定义了图卷积核, 进而构造出一个图卷积神经网络, 由于运算都是在节点的谱域上完成, 因此称为 Spectral CNN.
但 Spectral CNN有着不可忽略的缺点, Spectral CNN的计算依赖于拉普拉斯矩阵分解, 显式地使用了特征向量矩

阵, 而这个分解, 以及矩阵相乘的计算时间复杂度均较高. 又由于是基于拉普拉斯矩阵分解, 导致卷积核不是局部

化的, 也即是一个节点的信息聚合不是来自其邻居, 而是所有节点. 为了解决 Spectral CNN卷积核非局部化问题,
2016年 NeurIPS上发表的 ChebyNet[13]通过参数化核卷积和特征矩阵的多项式组合, 经过一些简单运算, 大大减少

了参数量, 降低了计算的复杂度, 使得谱方法在 GNN中得到了成功的应用. 谱方法的优势在于它具备平移不变性,
对节点排列的顺序不敏感, 能够处理无序图. 此外, 谱图神经网络基于图信号处理理论, 拥有坚实的数学基础和理

论支撑, 可以利用频域变换和滤波器对图上的信号进行处理和学习.

v ∈ V

谱域 GNN通常是处理整个图, 难以并行或扩展到大图上, 且重视节点数据的特征信息, 忽略图数据的空间结

构信息. 这对拥有大量特征的节点任务来说是可行的, 而对于具有丰富空间信息且节点特征稀少的图分类任务来

说存在不足. 由于谱方法存在抽象性、计算复杂度高和缺乏解释性等挑战, 这导致谱方法的发展相对缓慢. 随着基

于空域 GNN的快速发展. 这些方法通过聚集近邻节点的信息, 直接在图结构上进行卷积. 在 ChebyNet的基础上,
2017年 Kipf等人提出的图卷积神经网络 (graph convolutional network, GCN)[14]简化了更多参数, 呈现出轻量化的

模型结构, 最终将谱方法与空间方法进行了统一. 基于空间的 GCN将图卷积表示为从邻域聚合特征信息, 当图卷

积网络的算法在节点层次运行时, 图池化模块可以与图卷积层交错, 将图分解为信息表达能力更强的子结构,
GCN 是第一个出现的基于空间的图神经网络, 在此后的一段时间, 所出现的 GNN 都以 GCN 为先驱, 在 GCN 的

基础上进行探索. 基于 GCN提出的模型都有一个共同点, 它们都是基于消息聚合的图神经网络, 采用消息传递聚

合方案来学习图中节点的低维向量空间表示. 设 G=(V, E)是一个图, 对于每个节点   , 消息传递聚合方案递归

地聚合了 V 的邻域中的节点的特征向量, 并将聚合的信息与 V 本身的特征向量进行融合获得具有邻居与自身特

征的节点表示. 由于节点上没有自然排序, 因此通常要求这种消息传递聚合方案是排列不变的.
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总的来说, 当前的图神经网络在图分类任务中还存在以下问题: (1)图分类数据不同于节点分类数据具有丰富

的特征信息, 特别在社交网络数据中不含节点标签, 这导致即使只使用少量层数的图神经网络, 节点区分也并不明

显. (2)消息聚合过程中无差化的聚合所有邻居, 忽略不同节点平滑速度 [15]的差异性, 导致多层网络后所引起的过

平滑问题. 为了解决以上问题, 同时提高 GNN的表达能力, 本文在节点特征中引入结构熵, 通过结构信息编码, 以
增强节点的表达性, 增大节点间的差异性, 以及增强节点之间的关联性. 同时, 本文将图核与图神经网络进行融合,
利用图核将相邻节点子图投射至希尔伯特空间, 进行结构相似性质编码, 从而通过结构相似度为不同节点自适应

的地赋予平滑权重.
本文的主要贡献包括以下 3个方面.
贡献 1: 本文将线性冯·诺依曼熵应用到图核方法中, 并通过节点特征赋值的方式在 WL 核上进行实现. 实验

表明, 基于线性冯·诺依曼熵的WL核与传统的WL核相比, 具有更高的结构表达性.
贡献 2: 本文将图核应用到图神经网络中, 通过图核来表征图的结构特征, 并将结构特征运用到传统的消息聚

合中, 解决了传统图神经网络对图拓扑特征利用率不高问题.
贡献 3: 基于改进后的 WL 核与结构消息聚合框架, 本文提出了基于线性冯·诺依曼结构熵的图核神经网络

KENN, 并在 7个公开数据集上进行图分类实验. 实验结果表明, KENN模型要优于其他图分类基准方法, 且突破

了MP-GNN的上界. 

1   空域图神经网络的相关工作

近几年, 图神经网络在节点分类、图分类以及链路预测方面得到了快速发展, 并在实际应用中得到了广泛的

运用和令人瞩目的成果 [16−19]. 然而, 这种快速发展也带来了一些挑战, 在图分类领域, 过去的研究表明, MP-GNN
在区分图同构问题上的能力有一定的限制, 其无法超越WL测试. 针对如何超越 GNN性能的上界, 人们已经做了

大量工作, 主要可以分为两个方面, 分别是: 注入随机属性和注入确定性距离属性. 下面将介绍如何达到 GNN 的

上界, 并探讨一些突破该上界的相关工作.
Xu等人提出对任意两个非同构图 G1 和 G2, 如果存在一个图神经网络将图 G1 和 G2 映射到不同的嵌入向量

中, 那么通过WL测试可以确定 G1 和 G2 是非同构图. 这表明依赖消息聚合框架的 GNN结构的上限是WL测试.
为此作者通过构造单射的聚合函数与读出函数, 实现达到图神经网络的上限, 即图同构网络 (graph isomorphism
network, GIN)[20]. 但是模型的上限并不是一成不变的, 当清晰地认识到模型上限所对应的前提条件并突破它时, 相
应的上限也就不存在了.

MP-GNN的表达能力受限制的主要原因是MP-GNN不跟踪节点的身份, 具有相同属性的不同节点将以相同

的向量表示进行初始化, 提高MP-GNN表达能力的一种方法是为每个节点注入一个独特的属性. Murphy等人考

虑将节点的随机分配顺序作为其额外属性并用 ZRP 表示, 提出了关系池化 GNN (relational pooling GNN, RP-GNN)[21]

模型. ZRP 是从所有可能的排列矩阵中均匀抽样的, 随机选取一个双射 (排列) π: V(G)→V(G), 如果 j=π(i), 则设计排

列矩阵 [ZRP]ij=1, 否则为 0. 而 Sato等人通过设置从几乎均匀的离散概率分布中抽样每个节点的附加属性来泛化

RP-GNN, 并提出了随机图同构网络 (random graph isomorphic network, RGIN)[22]. 与 RP-GNN的主要区别在于, 两
个节点的附加属性被设置为相互独立的. 而在 RP-GNN 中, 由于排列组合的原因, 不同节点的一次性随机属性是

相关的.
MP-GNN 在测量不同节点之间的距离和区分有属性的正则图的能力方面是有限的, 这些限制基本上是从

WL 测试中继承下来的. 如果能将 MP-GNN 与一些距离信息结合起来, 那么复合模型必定实现更强的表达能力.
例如 Li等人考虑使用节点之间的距离编码作为节点的额外属性, 提出了距离编码 GNN (distance encoding GNN,
DE-GNN)[23]. 而Wijesinghe等人提出图结构神经网络 (graph structure neural network, GSNN)[24], 它定义了子图同

构、重叠同构、子树同构 3种同构等级, 并证明任意两幅图若存在子图同构则必将重叠同构, 存在重叠同构则必

将子树同构, 反之则不成立. 同时还提出了满足以上定理的同构系数计算方法, 在保证消息聚合、池化, 以及图读
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出过程满足单射性的基础上, 通过子图重叠的程度引入了具有结构信息的距离属性, 并证明通过此方式构造的图

神经网络将突破WL测试的上限.
然而, 这些方法大多数是利用浅层的结构信息, 忽略了邻接关系的结构相似度. 针对上面的问题, 本文提出线

性结构熵的图核神经网络模型, 从结构信息角度学习图的表征, 既通过熵引入了多层属性信息, 同时利用图核定义

了节点间的距离. 具体来说: (1)利用结构熵提取节点周围结构信息作为节点的特征, 在丰富节点表达的同时, 弥补

了图分类数据中节点特征稀疏的问题. (2) 通过图核将相邻子图映射到希尔伯特空间, 利用图核来判断图同构性,
寻找相邻节点的同构系数. 

2   线性结构熵的图核神经网络

尽管基于消息聚合的 GIN模型相对于只考虑节点特征的谱 GNN, 加强了节点间的邻接关系对图表征的影响,
使之更具有空间信息, 并且在图分类领域可达到和最优的WL测试相同的表现, 但是经历多层消息聚合后的节点

特征难以分辨, 且严重破坏了图的结构信息. 本节介绍了一种线性结构熵的图核神经网络, 将图核强大的空间结构

表征能力与 GIN优秀的节点特征提取能力相结合, 同时在图核的基础上引入了冯·诺依曼熵的概念, 弥补了图核在

处理原始图数据时节点特征单一的不足. 

2.1   线性冯·诺依曼图熵

熵是信息论中一个十分重要的概念, 能够用于刻画信源的平均信息量, 和经典的信息论中的香农熵不一样, 量
子信息中信源的不确定性需要使用冯·诺依曼熵来进行刻画. 同时, 冯·诺依曼熵在纠缠判别、纠缠度刻画等方面

也具有十分重要的地位. 系统的冯·诺依曼熵在量子系统中的定义如公式 (1)所示: 

S � −tr(ρlnρ) (1)

ρ ρ其中, tr表示迹,    是系统的密度矩阵, 运用密度矩阵的本征态向量分解表达式, 将   定义如下: 

ρ =
∑

i

ωi |ψi⟩ ⟨ψi| (2)

ρ将   代入公式 (1), 可以得到: 

S = −
∑

i

ωi lnωi (3)

n G = (V,E) V E A = {Ai j}n×n
(i, j)∈V

D = diag(d1,d2, . . . ,dn)

对于具有   个节点的图   , 其中   和   表示其节点集和边集, 进一步可以得到邻接矩阵 

和度矩阵   . 因此, 图 G 的拉普拉斯矩阵定义为: 

LM = D−A (4)

O(n3)冯·诺依曼图熵 (von Neumann graph entropy, VNGE) [25]是具有立方复杂度    的一种结构熵, 公式如下: 

Hs(G) = −tr(LMN ln LMN) (5) 

LMN = LM/tr(LM) (6)

LMN ρ

O(n)

公式 (6) 中   符合式 (2) 中矩阵   的上述属性. 但因为 VNGE 需要计算拉普拉斯矩阵的所有特征值. 对于

生物分子和社交网络数据, 相应的无向图具有大量节点, 并且由于需要为每个节点多次计算图熵, 因此计算的复杂

度被进一步扩大. 特别是对于大规模的数据, 庞大的计算使得熵的结构难以有效提取甚至无法完成. 为了减少计算

复杂度, 本文应用快速增量冯·诺依曼图熵 (FINGER-H)[26], 该形式将冯·诺依曼熵计算近似为具有线性复杂度的简

单表达式. 采用此种方法可以使模型在熵的计算过程中仅使用图的节点数和边数, 使得复杂度降低至   . 本文

定义的线性 VNGE如下: 

H̃s(Gi) = −Qi · ln(di,max) (7)
 

Qi = 1− (ci)2

 n∑
r=1

(di,r)2 + 2
n∑

p=1

n∑
q=1

(εi,(p,q))2

 (8)

ci = 1/tr(Di) di,r Di di,max Di εi,(p,q)其中,    ,    表示度矩阵   中的对角线元素,    表示度矩阵   中的最大对角元素,    表示邻接矩
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Ai阵   中的元素. 

2.2   基于线性冯·诺依曼熵的 WL 图核

vi loi vi k {V1
i ,

V2
i , . . . ,V

k
i } gi gi vi k {A1

i ,A
2
i , . . . ,A

k
i } k [H̃s(g1

i ), H̃s(g2
i ), . . . , H̃s(gk

i )]
T

i lei i li k

基于第 2.1节的分析, 本文尝试将熵的概念应用到图核中, 通过熵来提取每个节点的子图特征, 进而丰富节点

信息, 加强空间结构对图的特征表征的影响. 设节点   原始标签为   , 对节点标签重新赋值. 由节点   的   阶邻居 

 构造子图   . 对   以   为中心通过   阶邻接矩阵   求其   阶图熵   ,

以图熵表示的节点   的特征为   , 重新赋值后的节点   特征为   .    阶线性 VNGE的提取方式如图 1所示.
  

k=1

k=2

k=3

k图 1　   阶线性 VNGE提取图
 

li当图核的输入为向量时, 节点 i 的特征向量   定义如公式 (9), 公式 (10) 所示, 通过加权拼接的方式重新构造

节点特征: 

li =Connect(∂ · loi, (1−∂) · lei) (9) 

lei = [H̃s(g1
i ), H̃s(g2

i ), . . . , H̃s(gk
i )] (10)

li当图核的输入为标量时, 节点 i 的特征标签   定义如公式 (11), 公式 (12)所示, 通过加权求和的方式重新构造

节点特征: 

li = ∂ · loi+ (1−∂) · lei (11) 

lei = H̃s(g1
i )+ H̃s(g2

i )+ . . .+ H̃s(gk
i ) (12)∑

i

⊆
∑

i∑
0

∑
i

Σi = {σi1, . . . ,σi|Σi |} ci : {g,g′}×
∑

i

→ N ci(g,σi j) σi j

g g′

定义 1. 设 g 和 g'是图, 定义   为在 Weisfeiler-Lehman (WL) 算法的第   次迭代结束时, 在 g 或 g'中作

为节点标记至少出现 1次的集合. 设   为 g 和 g'的节点标记集, 假定所有   是两两不相交的, 在不丧失一般性

的情况下, 假定每个   是有序的. 定义一个映射   , 使得   是图 g 中字母 

的出现次数 [27]. 图   与   上具有 H 层的WL子树核为: 

Kh
WLentropy(g,g

′) =
⟨
ϕh
WLentropy(g),ϕh

WLentropy(g
′)
⟩

(13)
 

ϕh
WLentropy(g) = (c0(g,σ01), . . . ,c0(g,σ0|∑0|), . . . ,c0(g,σh1), . . . ,c0(g,σh|∑h|)) (14)

 

ϕh
WLentropy(g

′) = (c0(g′,σ01), . . . ,c0(g′,σ0|∑0|), . . . ,c0(g′,σh1), . . . ,c0(g′,σh|∑h|)) (15)

即WL子树核计算两个图更新后具有熵属性的公共节点标签以及多层迭代后的压缩标签, 基于线性冯·诺依

曼熵的WL图核结构图后文如图 2所示 [28]. 

2.3   KENN 模型设计

虽然在之前的 GNN中使用了特征平滑操作对于大型图表示学习是可扩展的, 但它会导致节点的表示不是最

优秀的. 由于不同结构属性的节点具有不同的平滑速度, 因此像之前的 GNN 那样对所有节点不加区别地执行特

征平滑是不合理的, 必须采用节点自适应特征平滑 (即不同节点具有不同的平滑级别或机制) 来满足每个节点对
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平滑级别的不同需求. 本文定义了一种通用的消息传递图神经网络框架, 它可以根据相邻节点所在不同子图的结

构相关性将局部结构信息注入聚合方案中, 通过图核的方式, 评估所有节点的平滑水平, 增大节点间的区别性, 并
根据不同节点间的平滑权重进行邻域聚合. KENN框架图如图 3所示.
 
 

(a) G and G′, i.e.h=0

Entropy

(b) 熵提取 (c) 排序的多重集 (d) 哈希函数映射 (f) G 和 G' 的特征向量表示

Multiset Hash

(e) h=1

ϕ(G)=[4   3  3  2  0  0   1   0  0  1 ]

ϕ(G')=[4   3  2   l   1   1   0   l    l   0 ]

图 2　基于线性冯·诺依曼熵的WL图核结构图
 
 

子图提取 核值特征映射 平滑权重分配

eT

eT

eN

gi

eN

e1

e1

k gi+1

(v1, v2) ∈e1

(vi, vi+1) ∈eT

(vi, vi+1) ∈eT

ωT=KWLentropy (gi, gi+1)

ωT

ωT

ωN

ω1

ωT

KWLentropy(g1, g2)=<ϕWLentropy(g1), ϕWLentropy(g2)>=<Em1, Em2>

(vn−1, vn) ∈eN
eN

ei

e1 Em1 Em2

Emi Emi+1

Emn−1 Emn

k

h hk k kk

KWLentropy(gi, gi+1)=<ϕWLentropy(gi), ϕWLentropy(gi+1)>=<Emi, Emi+1>
h h hk k kk

KWLentropy(gn−1, gn)=<ϕWLentropy(gn−1), ϕWLentropy(gn)>=<Emn−1, Emn>
h hk k h k

h k k

k

gn−1
k gn

k

g1
k g2

k

··· ···

······

···

···

···

······

···

0

Weighting matrix W

0

图 3　KENN结构系数提取框架图
 

SG = {gkv
v |v ∈ V} ψ Ai j = ψ(vi,v j)

gi

vi v j vi gi ki v j g j

k j

ki k j

设   是提取图的节点对应子图集合. 定义每个顶点 v 及其邻居的结构系数   , 使得   ,

对相邻节点需要提取相邻子图对, 而以每个节点为中心的子图   的大小是不固定的, 受与之相邻的邻居节点所在

的子图影响. 当   与   互为邻居时, 要确定以   为中心的子图   的阶数大小   , 以及以   为中心的子图   的阶数

大小   . 当 k 过小时, 无法有效表达节点周围结构信息, 而当 k 过大时, 相邻节点结构属性无法区分. 为防止以上现

象, 同时也为了避免两个图的能量的极差差别太大, 本文定义了能量函数, 利用邻居节点间的能量差来确定   和 

的大小, 构造出总体能量相差较小的两个图. 

argmin(ki ,k j){Energy(gki
i )−Energy(gk j

j )|ki,k j ⩽ kmax} (16)
 

Energy(g) =
n∑

t=1

d(vt) (17)

gki
i vi ki vt gki

i其中,    表示以节点   为中心选取   阶邻居所构造的子图,    代表子图   内的节点, 通过公式 (16) 和公式 (17)

提取两个图内节点总度数相差较小的子图.

ψ ψ设计   的方法是多样的, 导致具有不同表达能力的 GNN, 本文使用基于熵的WL核来设计   . 利用图核良好

的结构化表述能力, 寻找相邻节点所构造子图间的结构相关度, 如公式 (18)所示. 

ψ(vi,v j) = ψ(gki
i ,g

k j

j ) = Kh
WLentropy(g

ki
i ,g

k j

j ) (18)

W = (Wi j)i, j∈V = (ψ(vi,v j))i, j∈V A

A′ = A+ W̄ W̄ W

这个定义可以为图 G 构造一个权重矩阵    , 利用权重矩阵 W 与邻接矩阵    构造

加权邻接矩阵   , 其中   为权重矩阵   进行 Softmax归一化处理后的矩阵, 目的是平衡权值与邻接矩
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A′ Ā N(i)阵的占比. 为了比较不同节点间的结构系数, 继续将    通过 Softmax 归一化为    ,    表示节点 i 的一阶邻居

集合. 

Āi j =
A′i j∑

j∈N(i)
A′i j

(19)

而对于上述的归一化方法也可以使用Min-Max, Z-score等方法, 基于结构熵的图核提取结构信息的算法描述

见算法 1.

算法 1. 基于 VNGE的图核提取结构信息.

输入: Graph G(V, E);

Ā输出:    .

ei1. For     in E:
(vi,v j) ∈ ei2.　  

gi g j3.　 Find subgraphs    ,  

argmin(ki ,k j){Energy(gki
i )−Energy(gk j

j )|ki,k j ⩽ kmax}4.　  

Energy(g) =
∑n

i=1
d(vi)5.　  

vt gi g j6.　 For     in     and    :
7.　　 Switch (choice)
8.　　　 Case 0:

lt =Connect(∂ · lot, (1−∂) · let)9.　　　　  
let = [H̃s(g1

t ), H̃s(g2
t ), . . . , H̃s(gk

t )]10.　　　　  

11.　　　 Case 1:
lt = ∂ · lot + (1−∂) · let12.　　　　  
let = H̃s(g1

t )+ H̃s(g2
t )+ . . .+ H̃s(gk

t )13.　　　　  

ψ(vi,v j) = ψ(gki
i ,g

k j

j ) = Kh
WLentropy(g

ki
i ,g

k j

j )14.　  

Kh
WLentropy(g

ki
i ,g

k j

j ) =
⟨
ϕh
WLentropy(g

ki
i ),ϕh

WLentropy(g
k j

j )
⟩

15.　  

Wi j = ψ(vi,v j)16.　  

W̄ = Softmax(W)17.  

Ā = Softmax(A+ W̄)18.  

基于以上方法得出的结构加权邻接矩阵和带有结构熵的 GIN框架, 本文提出了一个通用的消息传递框架, 它
能够利用图核对相邻子图进行特征映射到希尔伯特空间, 进而计算结构相似度, 同时将局部结构融入聚合方案中.
KENN的消息传递框架如下所示: 

a(t)
i = AGGREGATE(t)({(Āi j,h

(t−1)
j )| j ∈ N(i)}) (20)

 

h(t)
i = COMBINE(t)(h(t−1)

i ,a(t)
i ) (21)

 

hG = READOUT({h(T )
v |v ∈G}) (22)

h(t)
i h(0)

i = xi N(i)

h(T )
v

hG vi ∈ V

其中,    是节点 i 在第 t 次迭代的特征向量. 初始化   , xi 为节点 i 的输入特征,    是与 i 相邻的节点集合.

在进行了 T 轮特征融合后得到每个节点更新后的特征   , KENN采用求和的 READOUT 函数得到最终的图表征

 , 以保证特征映射过程的单射性. 对每个顶点   , 第 t 层的特征向量由公式 (23)计算: 

h(t)
i =MLP(t)

γ(t−1)

∑
j∈N(i)

Āi j+1

h(t−1)
i +

∑
j∈N(i)

(Āi j+1)h(t−1)
j

 (23)
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N(i)

h(t)
i

t−1

其中, γ(t) 是一个可学习的标量参数. 由于   是指节点 i 的一跳邻域, 因此可以堆叠多层来处理多阶. 特别地, 为
了防止因结构系数过大而导致消息聚合阶段节点自身特征被忽略, 在公式 (23)的第 1项和第 2项中加 1, 这种设

计对于提升 KENN的特征表达是至关重要的. 总的来说, 节点 i 在第 t 次迭代中的特征向量   是通过图核构造的

加权邻接矩阵将节点 i 及其邻居在第   层的特征进行聚合, 并将聚合结果输入到多层感知机 (multi-layer perceptron,
MLP)进行学习而得到的. 

2.4   复杂性分析

KENN 在计算上是高效的, 其算法的时间复杂度为 O(kmfh), 内存复杂度为 O(m), 与图中边的数量为线性关

系. 这里的 m 表示图数据中的边数, k 表示图神经网络的层数, 而 f 和 h 分别表示输入和输出特征向量的维度. 通
过使用WL图核来计算邻接子图的平滑系数, 其时间复杂度是 O(dtn2), 其中 d 为图数据的平均度数, t 为WL图核

的迭代次数, n 为图中的节点数. 而使用线性冯·诺依曼熵为节点赋予结构特征的操作可以以线性时间复杂度在所

有节点上并行计算. 平滑系数和熵特征可以预先计算并在 KENN训练阶段直接调用, 从而提高了计算效率. 

3   实验结果与分析

在本节中, 将进行实验验证 KENN在图分类任务中的分类能力. 本节从数据集的介绍、基于不同熵的图核对

比试验、KENN与基准方法的对比实验、同类模型间的对比实验、过平滑分析、熵有效性分析、可视化分析以

及鲁棒性分析 8个方面进行实验验证与分析. 所有实验都是在单个 NVIDIA 3090 24 GB GPU上训练/测试的. 

3.1   实验数据

本文使用 7 个公开的图分类数据集: 5 个生物信息学数据集 (MUTAG[29], COX2[30], PROTEINS[31], PTC[32],
BZR[27]) 和 2个社交网络数据集 (IMDB_B, IMDB_M)[33]. 一般情况下, 图核以及图神经网络对生物信息学图数据,
采用节点的类别标签作为节点特征, 而对于社交网络这种无节点标签的数据则一般采用节点度的 one-hot编码作

为节点特征. 这种方法易造成图节点的虚拟种类过于冗余, 网络表征不够准确. 而本文方法对于无节点标签的图数

据可提取节点所在 k 阶子图的 k 层熵作为节点特征进行处理, 与传统的对社交网络数据集采用节点度作为节点特

征的方法相比更加有效. 数据集统计信息汇总在表 1中.
 
 

表 1　实验数据集详细信息
 

Dataset Graphs Classe Max node Avg node Avg edge Node labels
MUTAG 188 2 28 17.93 19.79 7
COX2 467 2 56 41.22 43.45 35

PROTEINS 1 113 2 620 39.06 72.82 3
PTC 344 2 64 14.29 14.69 18
BZR 405 2 57 35.75 38.36 53

IMDB_B 1 000 2 136 19.77 96.53 －

IMDB_M 1 500 3 89 13 72.82 －
  

3.2   不同图核对比实验

本文在 WL 核中尝试融入不同的熵进行实验它们分别是基于香农熵的 WL 图核 (Sh-WL)[34], 基于瑞丽熵的

WL 图核 (Ré-WL)[35]和基于线性冯·诺依曼熵的 WL 图核 (LVN-WL)[26], 并对基于不同熵的 WL 核和原始 WL 核

在 7个数据集上的分类精度进行了对比分析.
本文使用 LIBSVM中的标准支持向量机 (C-SVM)[36]来进行 10折交叉验证, 并计算了分类精度. 实验部分对

训练数据进行交叉验证, 为每个模型寻找最优参数. 基于 10折交叉基础上, 对每种方法和数据集重复实验了 10次
并取平均值作为最终实验结果, 在表 2中展示了平均分类精度和标准误差. 其中, 表 2中WL核与基于 3种不同熵

的WL核均在相同的设备环境下执行实验.
实验结果及分析: 表 2与图 4表明, 所提出的 Sh-WL、Ré-WL和 LVN-WL在图分类任务中的性能显著优于
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原始WL核. 具体而言, 在生物网络数据的 PROTEINS和MUTAG上, 基于不同熵的WL核与原始WL相比, 提升

最为明显, 分类精度平均提升了 2.48% 和 2.32%. 而在生物网络数据 BZR、PTC 和 COX2 上, 基于不同熵的 WL

核与原始WL核相比也具有一定的提升, 分类精度平均提升了 0.83%、0.46和 2.32%. 在社交网络数据 IMDB_B

和 IMDB_M上, 基于熵的WL核与原始WL核相比, 精度分别提升了 0.70%与 0.75%, 这也证明了通过将熵作为

节点特征的方法与传统的采用度作为节点特征的方法相比更加有效. 在 3种基于熵的WL核之间, LVN-WL在生

物网络数据 MUTAG、PROTEINS、PTC、BZR 和所有社交网络数据上的分类精度都超越了 Sh-WL 与 Ré-WL,

LVN-WL 仅在 COX2 数据上的分类精度与 Sh-WL 相似并优于 Ré-WL. 总的来说, 基于不同熵的 WL 核与原始

WL核相比, 更具有效性的原因主要有以下两个方面.
 
 

表 2　图核实验结果
 

Method MUTAG COX2 PROTEINS PTC BZR IMDB_B IMDB_M
WL 84.50 78.07 73.11 59.90 83.60 72.28 49.13

Sh-WL 86.07 78.20 75.20 60.12 84.35 72.80 49.62
Ré-WL 86.10 78.15 75.45 60.26 84.30 73.06 49.44
LVN-WL 88.30 78.20 76.12 60.70 84.64 73.10 50.60
平均增量 2.32 0.11 2.48 0.46 0.83 0.70 0.75
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图 4　基于不同熵的图核实验结果
 

(1) 在生物分子数据集中, 通过对不同数据集的大小和节点标签等基础属性对比发现, MUTAG和 PROTEINS

的节点标签类别较少, 本文通过将节点子图熵赋值到节点标签中的操作增强了节点类别的表达能力, 丰富了图数

据的结构信息, 所以基于熵的WL核在MUTAG和 PROTEINS中具有优异的表现. 相反, 由于 PTC数据中边的稀

疏性, 导致 PTC数据的图结构单一化, 这导致图熵无法像在其他数据集上一样有效地提取 PTC的结构信息, 不能

区分不同节点子图结构信息的差异.

k

(2) 在社交网络数据集中, 原有的方案一般是采用节点的度作为节点标签进行处理, 如此操作易引入过多的无

效特征, 导致特征的冗余. 而本文采用   阶图熵提取节点标签的方案使得节点标签代表性更强, 可有效地表征节点

周围的结构信息. 社交网络数据集上图中边的数量要远超生物分子数据集, 这样复杂的结构更有利于图熵的结构

特征提取, 但同时要求图熵的提取层数要保持一定的数量, 从而防止过平滑现象的出现.

为了探究 3种不同熵所带来的差异, 将 Sh-WL, Ré-WL和 LVN-WL同原始的WL核进行对比, 图 5呈现了基

于 3种不同熵的WL图核在 7种数据上相对于原始WL图核的增长值. LVN-WL在MUTAG、PROTEINS、BZR、

IMDB_B和 IMDB_M数据上的精度较原始WL核的提升与 Sh-WL与 Ré-WL相比最为明显, 而在 COX2上, LVN-WL

的精度提升与 Ré-WL相似, 并超越了 Sh-WL, 最后在 PTC上, 3种基于熵的WL核精度提升基本持平.
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图 5　基于不同熵的WL图核同原始WL图核的精度提升对比分析
  

3.3   不同分类方法的对比实验

本文比较了 12个基准方法: (1) 基于图核的方法: WL子树核 [27], GNTK[37], WWL[38]和 FGW[39]; (2) 基于 GNN
的方法: GCN[14]、DGCNN[40]、GraphSAGE[41]、GIN[20]、GCKN[42]、GSNN[24]、SLIM[43]和 AdaSNN[44].

为保证实验的公平性, 使用 10 折交叉验证, 选取 90% 作为训练集和 10% 作为测试集, 并展示最佳平均准确

率. 遵循与 GSNN在图分类任务上相同的实验设置, 选取 Adam优化器, 批处理大小 64, 隐藏维度 64, 0.009的权

重衰减, 具有批处理归一化的 2层 MLP, 500代训练测试, 0.6的节点丢弃, 以及在所有数据集上 γ = 0.1. 使用 GIN
中的 SUM读出函数, 拼接所有层的特征以获得最终图的特征.

表 3 展示了 KENN 和其他基准方法的分类精度, 可以看到, 与这些图核以及图神经网络方法相比, 本文的方

法表现优异. 在生物分子数据集内对比基准方法中所有的图核模型, 本文的模型在 MUTAG, COX2, PROTEINS,
PTC, BZR上分别比最高精度的图核模型提升了 5.78%, 9.82%, 3.64%, 4.75%, 7.49%. 与不同数据集上最高精度的

图神经网络方法相比, 也分别提升了 1.08%, 1.82%, 0.84%, 0.25%, 1.49%. 在社交网络数据集上, 对比表现最优的

图核方法 GNTK, 本文的模型在 IMDB_B, IMDB_M上分别提升了 1.90%, 2.33%. 与图神经网络方法中的 GSNN
相比, KENN在 IMDB_B上提升了 0.80%, 而与 SLIM相比, KENN在 IMDB_M上提升了 1.83%.
 
 

表 3　KENN在图分类数据上运行 10次的平均分类精度同基准方法的对比结果 (%)
 

Method MUTAG COX2 PROTEINS PTC BZR IMDB_B IMDB_M
WL 84.5 78.0 73.1 59.9 83.6 72.7 49.1
WWL 87.2 ± 1.5 78.2 ± 0.4 74.2 ± 0.5 66.3 ± 1.2 84.4 ± 2.0 74.3 ± 0.8 －

FGW 88.4 ± 5.6 77.2 ± 4.8 74.5 ± 2.7 65.3 ± 7.9 85.1 ± 4.1 63.8 ± 3.4 48.0 ± 3.2
GNTK 90.0 ± 8.5 － 75.6 ± 4.2 67.9 ± 6.9 83.6 ± 2.9 76.9 ± 3.6 52.8 ± 4.6
GCN 85.6 ± 5.8 － 76.0 ± 3.2 64.2 ± 4.3 － 74.0 ± 3.4 51.9 ± 3.8

DGCNN 85.8 ± 1.6 － 75.5 ± 0.9 58.6 ± 2.4 － 70.0 ± 0.8 47.8 ± 0.8
GraphSAGE 85.1 ± 7.6 － 75.9 ± 3.2 63.9 ± 7.7 － 68.8 ± 4.5 49.9 ± 5.0

GIN 89.4 ± 5.6 － 76.2 ± 2.8 64.6 ± 7.0 － 75.1 ± 5.1 52.3 ± 2.8
GCKN 91.6 ± 6.7 － 76.2 ± 2.5 68.4 ± 7.4 － 76.5 ± 5.7 53.3 ± 3.9
GSNN 94.7 ± 1.9 86.2 ± 3.3 78.4 ± 2.7 70.5 ± 3.1 91.1 ± 3.0 78.0 ± 2.8 －

SLIM 93.2 ± 3.3 － 77.4 ± 4.3 72.4 ± 6.9 － 77.2 ± 2.1 53.3 ± 4.0
AdaSNN 87.2 ± 5.0 － 76.5 ± 2.6 60.2 ± 6.4 － 74.2 ± 2.5 51.9 ± 4.7
KENN 95.78 ± 2.1 88.02 ± 3.2 79.24 ± 4.4 72.65 ± 3.3 92.59 ± 1.5 78.80 ± 2.8 55.13 ± 4.0

 

为探究模型的稳定性, 绘制了模型迭代训练中的损失与精度随训练迭代次数变化的折线图, 如图 6所示. 通过

分析 COX2, PROTEINS, PTC, IMDB_B图示可以得出, 训练损失普遍在模型训练的初期高于测试损失, 但随着训
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练迭代次数的叠加, 训练损失大致在 100–200 epoch间低于测试损失, 随后训练与测试损失将会保持相似的步调缓

慢下降, 直到 300–400 epoch时达到平衡. 同样地, 精度与损失的变化趋势有着相似之处, 在 200 epoch前精度上升

趋势明显, 200–300 epoch 模型逐渐收敛, 精度缓慢提升, 300 epoch 后模型趋于平衡, 精度开始上下浮动. 再分析

MUTAG与 BZR数据, 观察图 6发现, 训练损失虽也在 100–200 epoch间下降趋势超越测试损失, 但在之后的训练

过程中, 测试损失与训练损失存在多次交叉, 这也间接导致精度在 300 epoch后还存在较大的浮动变化, 这说明模

型在MUTAG与 BZR数据上的拟合效果略低于其余 4个数据集, 但这不影响本文模型优异的图的表征能力.
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图 6　KENN在 6种数据集上的训练和测试的损失精度图
  

3.4   同类模型间的对比实验

由于本文的模型与 GSNN相似, 同是在邻接矩阵内进行平滑权重的分配, 但通过不同的方式为邻居之间赋予

权值, 为了探究 KENN与 GSNN相比是否具有更强的表现, 本节绘制了实验对比箱型图如图 7所示, 图中展示了

KENN与 GSNN在 6个公共数据集上分别运行 10次后的结果, 在图中 PROTEINS缩写为 PRO.
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图 7　KENN与 GSNN 10折交叉实验结果分布箱线图
 

由图 7 可以看出, 在 PTC, BZR, IMDB_B 数据上, 本文的方法无论是最大值还是最小值都超越了 GSNN. 在
MUTAG, PROTEINS 上最大值和最小值虽然与 GSNN 基本持平, 但 KENN 预测的平均准确率更高, 中位线以及

2440  软件学报  2024年第 35卷第 5期



平均值都超越了 GSNN. 而在 COX2数据中, 虽然 KENN在精度最大值方面的表现低于 GSNN, 但在平均值以及

数据结果的中位线上均优于对比方法. 所以总的来说, KENN在图分类数据集上表现优异. 

3.5   过平滑分析

{0.001,0.002, . . . ,0.009}

为了探究 KENN是否会产生过度平滑现象, 本节使用节点分类任务来分析模型深度 (层数)对节点特征嵌入

的影响, 并选取 GCN[14], GIN[20], DFNet[7]作为对比模型. 在 Cora (节点分类)数据集上, 采用了 Adam优化器, 学习

率为 0.001, 训练了 200个 epoch在权重衰减的取值范围   中选择了最佳值, 并使用隐藏单位

{64, 128, 256, 512}. 每个层的 dropout设置为 0.9. Cora数据集的划分方法遵循了文献 [14]中的标准划分, 即每个

类别使用 20个节点进行训练, 500个节点用于验证, 1 000个节点用于测试.
表 4表明, 随着模型深度的增加, KENN除在第 3层略逊于 DFNet之外, 在其余的每一层中, 性能都优于基线

模型. 这是因为 KENN利用图核定义的同构系数捕获了目标顶点与邻居之间的结构连接, 强化了消息在邻居之间

的传递. 因此, 结构连接较强的邻居能够向目标顶点传递更多的信息, 从而有助于缓解过平滑问题.
  

表 4　过平滑实验在 Cora数据集上运行 10次的平均分类精度 (%)
 

GNN layers GCN GIN DFNet KENN
1 79.5 ± 0.6 74.2 ± 1.4 80.5 ± 0.9 80.6 ± 0.6
2 81.5 ± 0.4 77.6 ± 1.3 81.6 ± 0.7 82.9 ± 0.8
3 80.9 ± 0.5 76.1 ± 1.7 82.3 ± 0.4 82.1 ± 0.7
4 78.3 ± 0.8 50.6 ± 2.2 80.5 ± 0.7 81.7 ± 1.2
5 75.2 ± 1.2 42.3 ± 1.8 74.8 ± 0.4 81.2 ± 1.5
6 36.5 ± 1.6 38.1 ± 2.3 66.3 ± 1.2 77.5 ± 1.1
7 32.7 ± 0.9 29.5 ± 2.1 60.9 ± 1.5 75.9 ± 1.3
8 20.6 ± 1.2 25.4 ± 1.8 54.2 ± 1.4 76.7 ± 0.9

  

3.6   熵有效性分析

为了验证熵的有效性, 本节采用了一系列实验来评估不同层数的熵对图分类任务的影响. 本节选择与第 3.3
节图分类任务相同的数据集作为测试数据, 并在生物分子数据与社交网络数据上进行详尽的实验比较. 通过逐步

增加熵的层数, 从 0层到 8层, 并分别评估每个层数下的模型性能.
表 5的结果表明 (表中 E layers代表熵的层数), 在生物分子数据集上, 4层熵的表现最佳. 这可能是因为生物分

子数据集中的图结构相对简单, 通过堆叠多层熵可以更好地表征顶点周围的结构信息. 相反, 在社交网络数据集上,
2层熵的效果最好. 这是因为社交网络数据集中的图结构更加复杂, 顶点的邻居数量较多, 而较少的熵层数能更有效

地捕捉到局部的图结构信息. 同时, 在部分数据集上提取过多层数的熵会引入冗余信息, 从而导致模型性能下降.
  

表 5　引入不同层数熵的 KENN在图分类数据上运行 10次的平均分类精度的对比结果 (%)
 

E layers MUTAG COX2 PROTEINS PTC BZR IMDB_B IMDB_M
0 92.2 ± 3.2 86.1 ± 3.2 77.9 ± 3.4 70.2 ± 3.1 90.7 ± 3.2 77.2 ± 3.0 53.8 ±3.1
2 93.5 ± 2.6 87.4 ± 4.3 78.5 ± 3.0 71.3 ± 4.7 92.4 ± 2.8 78.8 ± 2.8 55.1 ± 4.0
4 95.7 ± 3.7 88.0 ± 2.3 79.2 ± 4.4 72.6 ± 3.3 92.5 ± 1.5 78.2 ± 3.2 54.5 ± 3.2
6 95.2 ± 4.5 87.5 ± 2.8 78.1 ± 4.2 71.5 ± 5.1 91.8 ± 3.1 77.4 ± 3.5 54.1 ± 3.6
8 93.5 ± 4.2 86.0 ± 4.2 77.5 ± 5.2 69.7 ± 5.2 91.2 ± 2.8 77.1 ± 2.7 53.5 ± 4.2

 

综上所述, 本节的实验结果表明熵在图神经网络分类任务中是有效的. 因为多层熵可以提取数据集的局部结

构特征, 所以选择适当的熵层数对不同类型的数据集而言是至关重要的. 在未来的研究中, 可以进一步探索其他图

结构属性和熵之间的关系, 以提高图分类任务的性能和鲁棒性. 

3.7   可视化分析

为了更好地验证 KENN在识别图结构信息方面的有效性, 本节探讨 KENN与 GIN对多层平滑后的MUTAG
数据节点特征的差异性. 如图 8所示, 通过图核为节点融入结构信息, 定义不同邻居间平滑权重后的节点特征差异
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性要明显高于不带图核的网络. 这表明, KENN一方面增强了节点的特征表达能力, 另一方面, 节点特征差异性增

大后也会减少多层网络带来的过平滑现象.
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图 8　利用图核融入结构信息的MUTAG数据集
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如图 9所示, 给出两个非同构的 6-正则图 (图 9(a)). 传统信息聚合图神经网络通过标签子树对节点进行编码

的过程将对应节点映射到相同的子树上 (图 9(b)), 导致节点   和   的不同无法被区分. 同样地, 经过信息聚合后图

(图 9(a))中的其余对应节点均形成相同的特征编码. 这说明传统图神经网络没有区分类似的正则图的能力. 相反,
KENN将图熵赋予到节点特征中, 并利用图核判断邻接子图同构性的方式构造邻接权重矩阵 (图 9(c)). 在信息聚

合阶段, 节点   和   利用邻接权重生成权重标签子树进行编码 (图 9(d)), 从而生成不同的节点特征. 同理, 当对应

的正则图内所有节点经过信息聚合后, 生成的图特征是可以被区分的.
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图 9　KENN与传统信息聚合图神经网络的比较
  

3.8   鲁棒性分析

为了评估 KENN 的鲁棒性, 本实验通过在数据集 IMDB_B 中分别删除边和增加边来生成新数据集. 具体来

说, 对于每个图, 随机删除 (如果有边)或增加 (如果无边) 25%、50%和 75%的边. 图 10展示了普通 GCN、最具

竞争力的基线 GSNN和本文方法的结果, 其中实线是平均精度, 阴影区域是 5次运行的标准差, x 轴表示删除或增

加边的比例.
如图 10 所示, 所有方法的准确率都随着噪声程度的增加而下降, 其中 GCN 的准确率下降最为明显. 由于
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GSNN和 KENN可以构造带有结构信息的边, 它们比 GCN具有更好的鲁棒性, 本文的 KENN在性能退化较少的

情况下仍能取得较好的结果.
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图 10　在 IMDB_B数据上, 边干扰情况下的测试精度 (±标准差)
  

4   总　结

本文提出线性结构熵的图核神经网络模型 (KENN). 首先将线性冯·诺依曼熵应用到图核方法中, 加强了图核

对图特征提取的结构表达性, 解决了生物分子数据节点特征稀疏的问题, 以及社交网络数据以节点度为特征所产

生的信息冗余问题. 然后将基于线性结构熵的图核与消息聚合图神经网络相结合, 利用图核强大的图结构信息表

征能力为图中不同邻居节点间定义不同的平滑权重, 丰富了图节点嵌入后的特征信息. 在真实数据集上的对比实

验表明, 本文模型对比所有的基准方法在图分类任务上表现优异. 将来, 可考虑利用随机游走算法对子图进行提

取, 通过学习来提取出图中例如苯环等特殊结构的完整表示, 加强节点结构属性的准确度.
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