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摘　要: 知识空间理论使用数学语言对学习者进行知识评价与学习指导, 属于数学心理学的研究范畴. 技能与问题

是构成知识空间的两个基本要素, 深入研究两者之间的关系是知识状态刻画与知识结构分析的内在要求. 在当前

的知识空间理论研究中, 没有明确建立技能与问题之间的双向映射, 从而难以提出直观概念意义下的知识结构分

析模型, 也没有明确建立知识状态之间的偏序关系, 不利于刻画知识状态之间的差异, 更不利于规划学习者未来的

学习路径. 此外, 现有的成果主要集中在经典的知识空间, 没有考虑实际问题中数据的不确定性. 为此, 将形式概念

分析与模糊集引入知识空间理论, 建立面向知识结构分析的模糊概念格模型. 具体地, 分别建立知识空间与闭包空

间的模糊概念格模型. 首先, 建立知识空间模糊概念格, 并通过任意两个概念的上确界证明所有概念的外延构成知

识空间. 引入粒描述的思想定义技能诱导的问题原子粒, 由问题原子粒的组合判定一个问题组合是否是知识空间

中的一个状态, 进而提出由问题组合获取知识空间模糊概念的方法. 其次, 建立闭包空间模糊概念格, 并通过任意

两个概念的下确界证明所有概念的外延构成闭包空间. 类似地, 定义问题诱导的技能原子粒, 由技能原子粒的组合

判定一个技能组合是否是闭包空间中某一知识状态所需的技能, 进而提出由技能组合获取闭包空间模糊概念的方

法. 最后, 通过实验分析问题数量、技能数量、填充因子以及分析尺度对知识空间与闭包空间规模的影响. 结论表

明知识空间模糊概念不同于现有的任何概念, 也不能从其他概念派生而来. 闭包空间模糊概念本质上是一种面向

属性单边模糊概念. 在二值技能形式背景中, 知识空间与闭包空间中的状态具有一一对应关系, 但这种关系在模糊

技能形式背景中并不成立.
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Abstract:  Knowledge  space  theory,  which  uses  mathematical  language  for  the  knowledge  evaluation  and  learning  guide  of  learners,
belongs to the research field of mathematical psychology. Skills and problems are the two basic elements of knowledge space, and an in-depth
study  of  the  relationship  between  them  is  the  inherent  requirement  of  knowledge  state  description  and  knowledge  structure  analysis.  In  the
existing  knowledge  space  theory,  no  explicit  bi-directional  mapping  between  skills  and  problems  has  been  established,  which  makes  it
difficult  to  put  forward  a  knowledge  structure  analysis  model  under  intuitive  conceptual  meanings.  Moreover,  the  partial  order  relationship
between  knowledge  states  has  not  been  clearly  obtained,  which  is  not  conducive  to  depicting  the  differences  between  knowledge  states  and
planning  the  learning  path  of  learners.  In  addition,  the  existing  achievements  mainly  focus  on  the  classical  knowledge  space,  without
considering  the  uncertainties  of  data  in  practical  problems.  To  this  end,  this  study  introduces  formal  concept  analysis  and  fuzzy  sets  into
knowledge  space  theory  and  builds  the  fuzzy  concept  lattice  models  for  knowledge  structure  analysis.  Specifically,  fuzzy  concept  lattice
models  of  knowledge  space  and  closure  space  are  presented.  Firstly,  the  fuzzy  concept  lattice  of  knowledge  space  is  constructed,  and  it  is
proved  that  the  extents  of  all  concepts  form  a  knowledge  space  by  the  upper  bounds  of  any  two  concepts.  The  idea  of  granule  description
is  introduced  to  define  the  skill-induced  atomic  granules  of  problems,  whose  combinations  can  help  determine  whether  a  combination  of
problems  is  a  state  in  the  knowledge  space.  On  this  basis,  a  method  to  obtain  the  fuzzy  concepts  in  the  knowledge  space  from  the  problem
combinations  is  proposed.  Secondly,  the  fuzzy  concept  lattice  of  closure  space  is  established,  and  it  is  proved  that  the  extents  of  all
concepts  form  the  closure  space  by  the  lower  bounds  of  any  two  concepts.  Similarly,  the  problem-induced  atomic  granules  of  skills  are
defined,  and  their  combinations  can  help  determine  whether  a  skill  combination  is  the  skills  required  by  a  knowledge  state  in  the  closure
space.  In  this  way,  a  method  to  obtain  the  fuzzy  concepts  in  the  closure  space  from  the  skill  combinations  is  presented.  Finally,  the  effects
of  the  number  of  problems,  the  number  of  skills,  the  filling  factor,  and  the  analysis  scale  on  the  sizes  of  knowledge  space  and  closure
space  are  analyzed  by  some  experiments.  The  results  show  that  the  fuzzy  concepts  in  the  knowledge  space  are  different  from  any  existing
concept  and  cannot  be  derived  from  other  concepts.  The  fuzzy  concepts  in  the  closure  space  are  attribute-oriented  one-sided  fuzzy  concepts
in  essence.  In  the  formal  context  of  two-valued  skills,  there  is  one-to-one  correspondence  between  the  states  in  knowledge  space  and
closure space, but this relationship does not hold in the formal context of fuzzy skills.
Key words:  formal concept analysis; knowledge space theory; granular computing; granule description; fuzzy concept lattice
 

1985年, 数学心理学家 Doignon等人提出了知识空间理论 (knowledge space theory), 旨在用数学语言对学习

者进行知识评价与学习指导 [1−3]. 知识空间理论能够有效地了解学生群体对解决特定学科领域中具体问题的情况,
最初主要用于数学学科, 目前已扩展到物理学、化学、医学等其他学科 [4−8]. 知识结构是知识空间理论中最重要的

基本概念之一, 主要用于评估学习者的知识并指导其未来的学习. 知识状态刻画与知识结构分析是知识空间理论

的重点研究课题, 同时也是进一步有效地规划学习路径的前提和基础.
技能与问题是知识空间的两个基本要素, 深入研究两者之间的关系是知识状态刻画与知识结构分析的内在要

求. 围绕这一核心问题, 已经有众多学者提出了各自的想法. Rusch等人 [9]建立了知识空间理论与形式概念分析之

间的联系, 提出了由形式背景构造知识空间的方法. Spoto等人 [10]论述了知识结构分析的两种模型, 并提出了一种

从原始数据迭代构建技能形式背景的方法. Doignon[11]提出了一种由技能映射诱导知识状态的方法, 并定义了极小

技能映射, 以消除知识结构分析中存在的冗余信息. Stefanutti等人 [12]将知识空间理论扩展到错误概念的建模, 并
利用多层次技能图刻画认知过程中的不确定性. Sun等人 [13]研究了模糊技能背景的知识状态, 并提出了一种通过

技能映射获取知识结构的算法. Heller等人 [14]提出了学习者的技能评定的一个充要条件. Stefanutti等人 [15]提出了

一种基于知识空间理论的学习能力评价方法, 建立了学习者的能力状态与绩效状态的对应关系. 最近, Sun等人 [16]

在分析不同技能的重要性的基础上, 提出了一种利用模糊技能构建多分知识结构的方法. 孙晓燕等人 [17]将程序性

知识的评价结果用于构建项目状态空间, 进而构造了多分知识结构.
综上所述, 在当前的知识空间理论下, 虽然建立了技能与问题之间的联系, 提出了若干技能评估的方法, 但是

仍存在以下不足: (1)没有明确建立技能与问题之间的双向映射, 从而难以提出直观概念意义下的知识结构分析模

型. (2)没有建立知识状态之间的偏序关系, 不利于刻画知识状态间存在的差异, 也不利于规划学习者未来的学习

路径. (3)面向大规模数据的知识结构分析尚未得到深入研究. (4)现有的成果主要集中在经典的知识空间, 没有考

虑实际问题中存在的不完备性与模糊性. 简言之, 目前面向大规模数据的知识结构分析研究在可解释性与效率等

方面仍有很大的提升空间.
粒计算 (granular computing)是现代大规模数据分析的有力工具. 自 1979年被提出以来, 其思想得到了国际上
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众多研究人员的关注 [18−20]. 信息粒化是粒计算的核心机制, 本质上是对问题空间进行划分. 粒计算解决复杂问题的

思路是研究多粒度空间中信息粒之间的转换与推理, 从粒度的变换中寻求问题的解决方案. 粒描述是粒计算领域

中公认的重要问题之一, 主要研究粒的独有特征的刻画, 并注重概念语义下粒描述的可解释性 [19−21]. 研究表明, 从
数学的角度来看, 知识空间是一种偏序结构 [22], 这与问题空间的结构完全一致, 因此采用粒计算实现知识状态刻

画与知识结构分析是合理且可行的.
形式概念分析的数学基础是格论与序论, 是粒计算最有效的理论工具之一 [23]. 概念格是形式概念分析的核心

数据结构, 直观地刻画了概念间的多重继承关系, 是对同一领域内客观事物及其内在联系的高度抽象与描述, 已经

在人工智能领域中广泛应用 [24,25]. 由于概念格的构造是一个 NP-hard问题, 如何有效快速地建立概念格, 并进行保

持某种特定结构不变的约简始终是形式概念分析领域的重要课题, 众多学者提出了各自的方法 [26−30].
此外, 粒计算的思想也逐步融入到形式概念分析这一领域, 更加注重粒在构造复杂概念系统中的作用, 在粒概

念、粒规则、粒约简等方面取得了一系列研究成果 [31−37]. 例如, Zhi等人 [38]将粒描述的思想融入到概念的建模, 提
出了一种融合共同属性与必然属性的概念.

为了满足不确定性数据分析的需求, 研究者还提出了面向属性概念 [39]、面向对象概念 [40,41]等概念. 对这些概

念做进一步研究吸引了有关学者的兴趣. Medina[42,43]建立了概念格、面向对象概念格与面向属性概念格三者之间

的内在联系. Ma 等人 [44]提出了一种获取面向对象概念的方法. 一些学者还提出了面向对象概念格与面向属性概

念格框架下的属性约简方法 [45,46].
为了明确建立技能与问题之间的双向映射, 获得知识状态之间的偏序关系, 并考虑数据的不确定性 [47], 本文

将形式概念分析与模糊集 [48]引入知识空间理论, 建立面向知识结构分析的模糊概念格模型. 具体地, 首先建立析

取模型下知识空间的模糊概念格模型, 研究由问题原子粒获得知识空间模糊概念的方法; 其次, 建立合取模型下闭

包空间的模糊概念格模型, 研究由技能原子粒获得闭包空间模糊概念的方法; 然后, 讨论模糊技能形式背景与二值

技能形式背景的知识结构的联系; 最后, 总结全文, 并指出今后需要进一步研究的问题.

 1   基础知识

为了本文内容的完整性以及方便读者阅读, 本节介绍下文中即将涉及的基本概念.

 1.1   知识结构与模糊技能形式背景

知识空间理论的基本概念可参考文献 [1−3]. 问题是知识空间的一个基本要素, 知识状态与知识结构是知识空

间理论的核心概念. 集合论是形式化表述这些基本概念的用力工具.
Q K K

∅ Q K Q Q K
问题可以表示为一个有限非空集合   , 它的任意一个子集就是一个知识状态, 记为   ; 进一步, 若   是一个知

识状态的集合, 且包含   和   , 则称   为   上的一个知识结构. 若已经明确问题集   , 则可用   直接表示一个知

识结构.
∀Ki,K j ∈ K Ki∪K j ∈ K K Ki∩K j ∈ K K对于   , 若   成立, 则称   为知识空间 (knowledge space); 若   成立, 则称   为闭

包空间 (closure space).
S在知识空间理论中, 技能是与问题紧密联系的又一基本要素, 可以表示为一个有限非空集合   .

τ(q) q T ⊆ S T K = {q ∈ Q|τ(q)∩
T , ∅} S K

令   表示能够解决问题   的所有技能. 对技能子集   ,    在析取模型下确定的知识状态为 

 , 且遍历   的子集所确定的知识状态构成的集族   为知识空间.
T K = {q ∈ Q|τ(q) ⊆ T } S L此外,     在合取模型下确定的知识状态为    , 由    的子集诱导的知识状态    形成了闭包

空间.
U F̃ U [0,1] F̃ ={

F̃(u)
u

∣∣∣∣∣∣u ∈ U
}

U [0,1]U U 2U

X×Y ∈ 2U ×2V X Y X×Y [0,1]

模糊集可视为分明集的推广 .  给定一个论域     ,  一个模糊集      是从      到      的一个映射 ,  记作    

 . 此外, 在下文中    上的全体模糊集记为    . 若不考虑模糊性, 则    的全体子集记为    . 令

 , 则   与   之间的模糊二元关系是一个从   到   的一个映射.
F̃1 F̃2 F̃1 F̃2 u ∈ U F̃1(u) ⩽ F̃2(u) F̃1 ⊆ F̃2设   与   是两个模糊集, 称   包含于   当且仅当若对于任意的   有   , 记作   . 此外,
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F̃1 F̃2定义   和   的交与并运算如下:

F̃1∩ F̃2 =

{
F̃1(u)∧ F̃2(u)

u

∣∣∣∣∣∣u ∈ U
}
,

F̃1∪ F̃2 =

{
F̃1(u)∨ F̃2(u)

u

∣∣∣∣∣∣u ∈ U
}
.

Π̃ = (Q,S , Ĩ) Q S Ĩ

Q S

定义 1. 称三元组   是一个模糊技能形式背景, 其中   是问题的有限集合,    是技能的有限集合,  

是   与   之间的模糊二元关系.
Π̃例 1: 一个模糊技能形式背景   包含 5个问题和 4个技能, 如表 1所示.

 
 

Π̃表 1    模糊技能形式背景  
问题 s1  s2  s3  s4 

q1  0 0.6 0.8 0
q2  0.8 0 0.7 0.6
q3  0 0.7 0 0
q4  0 0.5 0.9 0
q5  0 0 0.7 0

 

q& =

{
Ĩ(q, s)

s

∣∣∣∣∣∣ s ∈ S
}

q q&
Π̃

Π̃ q1
& =

{
0.6
s2
,
0.8
s3

}利用   表示能够解决问题   的所需技能. 直观地,    表示模糊技能形式背景   的一行. 例

如, 对于表 1的模糊技能形式背景   有   .

 1.2   面向对象概念格与面向属性概念格

为了利用形式概念分析的基本理论建立知识空间与闭包空间的模糊概念格模型, 本节简要介绍相关的基本

概念.
Π = (G,M,R) M R G a a∗

b b∗
一个形式背景   是用一组属性   通过二元关系   刻画一组对象   . 记对象   拥有的全体属性为   ,

拥有属性   的全体对象为   .
Π = (G,M,R) A ⊆G B ⊆ M定义 2[39,40]. 在形式背景   中, 设   ,    . 记:

A□ = {b ∈ M|b∗ ⊆ A},

B♢ = {a ∈G|a∗∩B , ∅}.
A = B♢ B = A□ (A,B)如果   且   , 则称二元组   是一个面向对象概念.

Π = (G,M,R)
♢ □

形式背景   的所有面向对象概念通过层次序构成一个完备格, 称为面向对象概念格. 类似地, 定义

对象集上的   运算与属性集上的   运算, 可以得到如下的面向属性概念与面向属性概念格.
Π = (G,M,R) A ⊆G B ⊆ M定义 3[39]. 在形式背景   中, 设   ,    . 记:

A♢ = {b ∈ M|b∗∩A , ∅},

B□ = {a ∈G|a∗ ⊆ B}.
A = B□ B = A♢ (A,B)如果   且   , 则称二元组   是一个面向属性概念.
Π = (G,M,R)形式背景   的所有面向属性概念通过层次序构成一个完备格, 称为面向属性概念格.

G Q

M S

从数学上, 技能背景与形式背景是完全一致的. 区别仅在于形式背景中的对象集   被替换为   , 以表示知识

空间理论中的问题集, 同时将属性集   替换为   , 以表示知识空间理论中的技能集. 因此, 在不影响理解的前提下,
下文中不区分技能背景与形式背景.

 2   知识空间模糊概念格

本节定义知识空间模糊概念格, 并采用粒描述的思想给出识别知识空间中知识状态的方法.
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Π̃ = (Q,S , Ĩ) q ∈ Q s ∈ S A ⊆ Q (q, s)↓ = {q′|0 < Ĩ(q′, s) ⩽ Ĩ(q, s),q′ ∈ Q}
∆(A, s) = {q|∅ , (q, s)↓ ⊆ A,q ∈ Q}

定义 4. 设   是一个模糊技能形式背景,    ,    ,    . 定义   ,
 .

Π̃ = (Q,S , Ĩ) A ∈ 2Q B̃ ∈ [0,1]S定义 5. 设   是一个模糊技能形式背景,    ,    . 定义:

f (A) =
{
α

s

∣∣∣∣∣ s ∈ S
}
,α =

 max
q∈∆(A,s)

Ĩ(q, s),∆(A, s) , ∅,

0,∆(A, s) = ∅,

g(B̃) =
∪
s∈S

{q ∈ Q|0 < Ĩ(q, s) ⩽ B̃(s)}.

f (A) = B̃ g(B̃) = A (A, B̃)若   且   , 则称   是一个知识空间模糊概念.

f (A) A A从语义上看,    表示能够解决   中问题, 但不能解决   之外任一问题的技能.
Π̃ A = {q1,q2,q3,q4} (q1, s3)↓ = {q1,q2,q5} (q2, s3)↓ = {q2,q5}

(q3, s3)↓ = ∅ (q4, s3)↓ = {q1,q2,q4,q5} (q5, s3)↓ = {q2,q5} ∆(A, s3) = ∅ ∆(A, s1) = {q2} ∆(A, s2) = {q1,

q3,q4} ∆(A, s4) = {q2} f (A) =
{

0.8
s1
,
0.7
s2
,
0.6
s4

}
例 2: 对于表 1 中的模糊技能形式背景    , 令    . 由于    ,     ,

 ,    ,    , 可知   . 类似地, 可得   ,  

 ,    . 因此,    .

B̃ =
{

0.8
s1
,
0.7
s2
,
0.6
s4

}
0 < Ĩ(q2, s1) ⩽ B̃(s1) 0 < Ĩ(q1, s2), Ĩ(q3, s2), Ĩ(q4, s2) ⩽ B̃(s2) 0 < Ĩ(q2, s4) ⩽ B̃(s4)

g(B̃) = {q1,q2,q3,q4}

令    . 由于    ,     ,     , 所

以有   .(
{q1,q2,q3,q4},

{
0.8
s1
,
0.7
s2
,
0.6
s4

})
综上, 可知   是一个知识空间模糊概念.

A,A1,A2 ∈ 2Q B̃, B̃1, B̃2 ∈ [0,1]S命题 1. 对于   和   , 下面的命题成立:

A1 ⊆ A2⇒ f (A1) ⊆ f (A2) B̃1 ⊆ B̃2⇒ g(B̃1) ⊆ g(B̃2)(1)    ,    .

g( f (A)) ⊆ A f (g(B̃)) ⊇ B̃(2)    ,    .

f (A1∩A2) = f (A1)∩ f (A2) g(B̃1∪ B̃2) = g(B̃1)∪g(B̃2)(3)    ,    .

f g (2Q,⊆) ([0,1]S ,⊆)(4) 算子   和   在   与   之间形成一个 Galois连接.
(g( f (A)), f (A)) (g(B̃), f (g(B̃)))(5)    与   是两个知识空间模糊概念.

A1 ⊆ A2 s ∈ S ∆(A1, s) ⊆ ∆(A2, s) max
q∈∆(A1 ,s)

Ĩ(q, s) ⩽ max
q∈∆(A2 ,s)

Ĩ(q, s) f

f (A1) ⊆ f (A2)

证明: 1) 若   , 则对任意的   有   , 进而   . 根据函数   的定

义可得   .
B̃1 ⊆ B̃2 g g(B̃1) ⊆ g(B̃2)同理, 若   , 根据函数   的定义可证   .

q ∈ g( f (A)) s0 ∈ S 0 < Ĩ(q, s0) ⩽ ( f (A))(s0) 0 < Ĩ(q, s0) ⩽ max
q′∈∆(A,s0)

Ĩ(q′, s0) q0 ∈
∆(A, s0) 0 < Ĩ(q, s0) ⩽ Ĩ(q0, s0) q ∈ A (q0, s)↓ ⊆ A q0 < ∆(A, s0) g( f (A)) ⊆ A

B̃(s) > 0 g(B̃(s)) = {q ∈ Q|0 < Ĩ(q, s) ⩽ B̃(s)} g(B̃) =
∪

s∈S ,B̃(s),0
g(B̃(s)) B̃(s) ∈ {Ĩ(q, s)|q ∈ Q}

B̃(s) = max
q′∈g(B̃(s))

Ĩ(q′, s) s ∈ S B̃(s) = 0 B̃(s) ⩽ ( f (g(B̃)))(s) B̃(s) > 0 ( f (g(B̃)))(s) = max
q∈∆(g(B̃),s)

Ĩ(q, s) ⩾ max
q′∈g(B̃(s))

Ĩ(q′, s) = B̃(s) s ∈ S B̃(s) ⩽ ( f (g(B̃)))(s) B̃ ⊆ f (g(B̃))

2)  对任意     ,  存在    使得     ,  即     ,  故存在  

 使得   , 由此可知   . 否则   不成立, 推出   , 矛盾. 所以   .

对于任意    , 记    , 则    . 注意    , 因此

 . 对于任意    , 若    , 则显然    . 若    , 则  

 . 综上, 对于任意   , 都有   , 即   .

f g3) 根据函数   和   的定义, 易证此命题成立.
4) 根据 (1)、(2)以及 Galois连接的定义可知此命题成立.

f g (2Q,⊆) ([0,1]S ,⊆) f (g( f (A))) = f (A) g( f (g(B̃))) = g(B̃)5) 算子   和   在   与   之间形成一个 Galois 连接, 所以   与   成

立. 再根据知识空间模糊概念的定义可知此命题成立. 证毕.
⩽定义知识空间模糊概念之间的偏序关系   如下:

(A1, B̃1) ⩽ (A2, B̃2)⇔ A1 ⊆ A2⇔ B̃1 ⊆ B̃2,

KSL(Π̃)则模糊技能形式背景的所有知识空间模糊概念在此偏序关系下构成一个层次结构, 记作   , 其结构由下面的

定理 1确定.
Π̃ = (Q,S , Ĩ) KSL(Π̃) (A1, B̃1) (A2, B̃2)定理 1. 设   是一个模糊技能形式背景, 则   是一个完全格, 且任意两个概念   和 

的上确界与下确界如下:
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(A1, B̃1)∨ (A2, B̃2) = (A1∪A2, f (g(B̃1∪ B̃2))),

(A1, B̃1)∧ (A2, B̃2) = (g( f (A1∩A2)), B̃1∩ B̃2).

Q S KSL(Π̃) KSL(Π̃) KSL(Π̃)证明: 由   与   的有限性可知,    是有限的. 因此, 要证明   是一个完全格, 只需要证明   是

一个格.
(A, B̃) g(B̃) = A A1∪A2 = g(B̃1)∪g(B̃2)

g(B̃1)∪g(B̃2) = g(B̃1∪ B̃2) (A1∪A2, f (g(B̃1∪ B̃2))) = (g(B̃1∪ B̃2), f (g(B̃1∪ B̃2))) (g(B̃1∪ B̃2),

f (g(B̃1∪ B̃2))) (A1∪A2, f (g(B̃1∪ B̃2)))

一方面, 对于任意一个知识空间模糊概念   都有   , 因此有   . 又根据命题 1
(3)    , 可得   . 根据命题 1 (5)可知 

 是一个知识空间模糊概念, 进而得到   是一个知识空间模糊概念.

A1∪A2 A1 A2 (A1∪A2, f (g(B̃1∪ B̃2))) (A1, B̃1) (A2, B̃2) (A1, B̃1)

(A2, B̃2) (A1, B̃1) (A2, B̃2) (A, B̃) A ⊇ A1∪A2 (A, B̃) ⩾

(A1∪A2, f (g(B̃1∪ B̃2))) (A1∪A2, f (g(B̃1∪ B̃2))) (A1, B̃1) (A2, B̃2)

另一方面, 由于   包含   与   , 可知   是   和   的父概念, 也就是 

和   的一个上界. 此外, 对于   和   的任意一个上界   , 都有   . 据此可推断 

 成立, 进而可知   是   和   的最小上界.

(A1, B̃1)∨ (A2, B̃2)= (A1∪A2, f (g(B̃1∪ B̃2))) (A1, B̃1)∧ (A2, B̃2)= (g( f (A1∩A2)), B̃1∩ B̃2)综上两方面, 可得   . 另一个式子 

同理可证. 证毕.
Π̃ = (Q,S , Ĩ) KSL(Π̃) Π̃给定一个模糊技能形式背景   , 称   为   的知识空间模糊概念格.

(A1, B̃1) (A2, B̃2) (A1∪A2, f (g(B̃1∪ B̃2)))

Π̃

定理 1 指出了知识空间模糊概念格的结构, 同时   和   的上确界为   也表明

此模糊概念格中概念的外延构成了   的知识空间.
Π̃例 3: 表 1中   诱导的知识空间模糊概念格如图 1所示, 其中节点信息如下:

C1 :
(
{q1,q2,q3,q4,q5},

{
0.8
s1
,
0.7
s2
,
0.9
s3
,
0.6
s4

})
C2 :

(
{q1,q2,q3,q4},

{
0.8
s1
,
0.7
s2
,
0.6
s4

})
C3 :

(
{q1,q2,q4,q5},

{
0.8
s1
,
0.6
s2
,
0.9
s3
,
0.6
s4

})
C4 :

(
{q1,q3,q4},

{
0.7
s2

})
C5 :

(
{q1,q2,q4},

{
0.8
s1
,
0.6
s2
,
0.6
s4

})
C6 :

(
{q2,q4,q5},

{
0.8
s1
,
0.5
s2
,
0.7
s3
,
0.6
s4

})
C7 :

(
{q1,q2,q5},

{
0.8
s1
,
0.8
s3
,
0.6
s4

})
C8 :

(
{q1,q4},

{
0.6
s2

})
C9 :

(
{q2,q4},

{
0.8
s1
,
0.5
s2
,
0.6
s4

})
C10 :

(
{q2,q5},

{
0.8
s1
,
0.7
s3
,
0.6
s4

})
C11 :

(
{q4},

{
0.5
s2

})
C12 :

(
{q2},

{
0.8
s1
,
0.6
s4

})
C13 : (∅,∅)
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Π̃ = (Q,S , Ĩ) Ĩ(q, s) = t > 0
(
g
( t

s

)
, f

(
g
( t

s

))) t
s

g
( t

s

) t
s

定义 6. 设   是一个模糊技能形式背景. 若   , 则称   是技能   诱导的知识

空间模糊概念, 简称技能诱导概念, 并称   为技能   诱导的问题原子粒, 简称原子粒.

Π̃例 4: 表 1中   的所有问题原子粒见表 2.
在形式概念分析理论中, 直观图是粒度转换和识别不可约元的有力工具 [49]. 下面将直观图的概念推广到模糊

技能形式背景.

Π̃ = (Q,S , Ĩ) Σ =

{(
g
( t

s

)
,

t
s

)
|Ĩ(q, s) = t > 0

}
(Σ,⩽)

(
A1,

t1

s1

)
⩽

(
A2,

t2

s2

)
A1 ⊆ A2

定义 7. 设   是一个模糊技能形式背景,    为全体原子粒及其诱导技能.

称   为原子粒直观图, 其中   当且仅当   .

Υ ⊆ Σ Υ Υ (Σ,⩽)设   , 若   中任意两个元素都是可比的, 则称   是原子粒直观图   中的一个链.
Π̃ (Σ,⩽)例 5: 表 1中   的原子粒直观图   如图 2所示.

  
{q1, q2, q4, q5}, 

0.9
s3

{q1, q2, q5}, 
0.8
s3

{q2, q5}, 
0.7
s3

{q2},       或 
0.8
s1

0.6
s4

{q1, q3, q4}, 
0.7
s2

{q1, q4}, 
0.6
s2

{q4}, 
0.5
s2

Π̃ (Σ,⩽)图 2　   的原子粒直观图 
 

下面借鉴粒描述中判定可定义粒的思想 [21]来讨论一个问题组合是否是知识空间中的一个状态.

Π̃ = (Q,S , Ĩ) A ∈ 2Q At(t ∈ T ) Σ
∪
t∈T

At = A A Π̃∪
t∈T

j(At) j(At) At

定理 2. 设   ,    ,    是   的问题原子粒且   , 则   是   的知识空间的一个知识状

态, 且有对应技能   , 其中   是   的一个诱导技能.

 

C1

C2
C3

C4 C5
C6

C7

C10C9
C8

C11
C12

C13

KSL(Π̃)图 1　知识空间模糊概念格 

Π̃表 2       的问题原子粒
 

技能 问题原子粒 技能 问题原子粒

0.8
s1

 
{q2} 

0.7
s3

 
{q2,q5} 

0.5
s2

 
{q4} 

0.8
s3

 
{q1,q2,q5} 

0.6
s2

 
{q1,q4} 

0.9
s3

 
{q1,q2,q4,q5} 

0.7
s2

 
{q1,q3,q4} 

0.6
s4

 
{q2} 
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∑
At (At, f (At)) Π̃

(
∪
t∈T

At, f
(
g
(
∪
t∈T

f (At)
)))

Π̃ A =
∪
t∈T

At

(
A, f

(
g
(
∪
t∈T

f (At)
)))

Π̃ A

Π̃

证明: 显然, 对   中的原子粒   ,    是   的一个知识空间模糊概念. 由定理 1可得 

也是   的一个知识空间模糊概念. 又   , 则   是   的一个知识空间模糊概念, 进而可知   是

 的一个知识状态.

(At, f (At)) f
(
g
(∪

t∈T
f (At)

))
= f

(∪
t∈T

At

)
= f (A) g

(∪
t∈T

f (At)
)
=

A At g
(∪

t∈T
j(At)

)
= A A ∪

t∈T
j(At)

根据命题 1 (3) 以及   是一个知识空间模糊概念可得   , 故 

 . 又因为   是一个问题原子粒, 所以有   , 即   有对应技能   . 证毕.

根据以上论述, 下面提出知识空间中知识状态的判定算法.

算法 1. 知识空间中知识状态的判定.

Π̃ = (Q,S , Ĩ) A ∈ 2Q输入: 模糊技能形式背景   ,    ;
A输出: 判定   是否是一个知识状态, 若是则进一步输出它对应的一个技能.

(Σ,⩽)(1)建立问题原子粒直观图   ;
Θ Θ = ∅(2)用   表示技能的集合, 并令   ;

(Σ,⩽) Υ
(
g
( t

s

)
,

t
s

)
∈ Υ g

( t
s

)
⊆ A

t
s

Θ(3)遍历   中的每一个链   , 找出最大的   使得   , 并将   加入   ;

A ,
∪
t
s ∈Θ

g
( t

s

)
A Π̃(4)若   , 则   不是   的一个知识状态, 算法结束;

A =
∪
t
s ∈Θ

g
( t

s

)
A Π̃ A Θ(5)若   , 则   是   的一个知识状态, 且   有一个对应的技能组合   , 算法结束.

Π̃ = (Q,S , Ĩ) n (Σ,⩽) n

(Σ,⩽) n

若   中包含   个非零的取值, 则问题原子粒直观图   中最多包含   个元素. 又因为算法 1 至多

一次访问   中的全部元素, 所以算法 1访问的元素个数不超过   个.

Π̃ A = {q2,q4,q5} Θ =

{
0.5
s2
,
0.7
s3

}
g
(

0.5
s2

)
∪

g
(

0.7
s3

)
= {q2,q5}∪ {q4} = A {q2,q4,q5} Π̃

0.5
s2

0.7
s3

例 6: 对于表 1 中的模糊技能形式背景    , 令    . 根据算法 1 可得,     , 且  

 . 因此,    是   的一个知识状态, 且存在对应的技能   和   .

算法 1得到的知识状态及其对应技能并不一定是一个内涵完备的知识空间模糊概念. 下面定义伪知识空间模

糊概念, 并讨论如何由不完备的知识空间模糊概念获取完备的知识空间模糊概念.
Π̃ = (Q,S , Ĩ) A ∈ 2Q

Π̃ g(C) = A (A,C)

C A

定义 8. 设   ,    是   的一个知识状态. 如果   , 那么称   是一个伪知识空间模糊概

念. 为了得到知识空间模糊概念, 需要对已有属性   进行扩充, 从而获得   的完备技能.

Π̃ = (Q,S , Ĩ) (A,C) Π̃ ens(C) =C∪
{

Ĩ(q, s)
s

∣∣∣∣∣∣ (q, s)↓ ⊆ A,

Ĩ(q, s)
s
<C

}定义 9. 设   ,    是   的一个伪知识空间模糊概念. 定义技能扩充 

 .

(A,C) (A,ens(C))

Π̃

由知识空间模糊概念的定义容易验证, 伪知识空间模糊概念   通过技能扩充, 得到的二元组   是

 的一个知识空间模糊概念.
值得注意的是, 上述过程提供了一种构造知识空间模糊概念的有效方法. 该方法可分为以下 3个步骤.
(1) 找出所有知识状态, 并计算对应的技能.
(2) 对获得的伪知识空间模糊概念进行技能扩充从而获得知识空间模糊概念.
(3) 基于外延或内涵之间的包含关系对获得的知识空间模糊概念进行排序, 进而建立知识空间模糊概念格.

 3   闭包空间模糊概念格

本节定义闭包空间模糊概念格, 并采用粒描述的思想给出判定技能组合是否是闭包空间中某一知识状态所需

技能的方法.
Π̃ = (Q,S , Ĩ) A ∈ 2Q B̃ ∈ [0,1]S定义 10. 设   是一个模糊技能形式背景,    ,    . 定义:
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u(A) =
{
α

s

∣∣∣∣∣ s ∈ S
}
,α =max

q∈A
(Ĩ(q, s)),

v(B) = { q|q& ⩽ B,q ∈ Q} .

u(A) = B̃ v(B̃) = A (A, B̃)若   且   , 则称   是一个闭包空间模糊概念.

Π̃ A = {q1,q2,q3,q5} u(A) =
{

0.8
s1
,
0.7
s2
,
0.8
s3
,
0.6
s4

}
例 7: 对于表 1中的模糊技能形式背景   , 令   , 可得   .

B̃ =
{

0.8
s1
,
0.7
s2
,
0.8
s3
,
0.6
s4

}
v(B̃) = {q1,q2,q3,q5}令   , 则有   .(

{q1,q2,q3,q5},
{

0.8
s1
,
0.7
s2
,
0.8
s3
,
0.6
s4

})
Π̃综上, 可知   是   的一个闭包空间模糊概念.

A,A1,A2 ∈ 2Q B̃, B̃1, B̃2 ∈ [0,1]S命题 2. 对于   和   , 下面的命题成立:

A1 ⊆ A2⇒ u(A1) ⊆ u(A2) B̃1 ⊆ B̃2⇒ v(B̃1) ⊆ v(B̃2)(1)    ,    .

v(u(A)) ⊇ A u(v(B̃)) ⊆ B̃(2)    ,    .

u(A1∪A2) = u(A1)∪u(A2) v(B̃1∩ B̃2) = v(B̃1)∩ v(B̃2)(3)    ,    .

u v (2Q,⊆) ([0,1]S ,⊆)(4) 算子   和   在   与   之间形成一个 Galois连接.
(v(u(A)),u(A)) (v(B̃),u(v(B̃)))(5)    与   是两个闭包空间模糊概念.

A1 ⊆ A2 s ∈ S max
q∈A1

(Ĩ(q, s)) ⩽max
q∈A2

(Ĩ(q, s)) u u(A1) ⊆ u(A2)证明: 1) 若   , 则对任意的   都有   成立. 根据函数   的定义可得   .

B̃1 ⊆ B̃2 v v(B̃1) ⊆ v(B̃2)同理, 若   , 根据函数   的定义可证   .

q ∈ A s ∈ S q&(s) ⩽ (u(A))(s) q& ⩽ u(A) q ∈ v(u(A)) v(u(A)) ⊇ A2) 对任意   ,    , 有   . 故   , 所以有   . 因此   得证.

s ∈ S
t
s
∈ u(v(B̃)) t =max

q∈v(B̃)
(Ĩ(q, s)) q ∈ v(B̃) q& ∈ B̃

s ∈ S max
q∈v(B̃)

(Ĩ(q, s)) ⩽ B̃(s) t ⩽ B̃(s) u(v(B̃)) ⊆ B̃

对于任意    , 假设    , 则有    . 另一方面, 对任意    , 有    , 所以对任意

 ,    . 因此,    , 即   .

u v3) 根据算子   和   的定义, 易证此命题成立.
4) 根据 (1)、(2)以及 Galois连接的定义可知此命题成立.

u v (2Q,⊆) ([0,1]S ,⊆) u(v(u(A))) = u(A) v(u(v(B̃))) = v(B̃)5) 算子    和    在    与    之间形成一个 Galois 连接, 所以    与    成

立. 再根据闭包空间模糊概念的定义可知此命题成立. 证毕.
Π̃ CSL(Π̃) ⩽记   的全体闭包空间模糊概念为   , 并定义其上的偏序关系   如下:

(A1, B̃1) ⩽ (A2, B̃2)⇔ A1 ⊆ A2⇔ B̃1 ⊆ B̃2.

Π̃ = (Q,S , Ĩ) CSL(Π̃) (A1, B̃1) (A2, B̃2)定理 3. 设   是一个模糊技能形式背景.    是一个完全格, 且任意两个概念   和 

的上确界与下确界如下:

(A1, B̃1)∨ (A2, B̃2) = (v(u(A1∪A2)), B̃1∪ B̃2),

(A1, B̃1)∧ (A2, B̃2) = (A1∩A2,u(v(B̃1∩ B̃2))).

Q S CSL(Π̃) CSL(Π̃) CSL(Π̃)证明: 由   与   的有限性可知,    是有限的. 因此, 只要证明   是一个格就可以得到   是一个

完全格.
(A, B̃) u(A) = B̃ B̃1∪ B̃2 = u(A1)∪u(A1)

u(A1∪A2) = u(A1)∪u(A2) (v(u(A1∪A2)), B̃1∪ B̃2) = (v(u(A1∪A2)),u(A1∪A2)) (v(u(A1∪A2)),

u(A1∪A2)) (v(u(A1∪A2)), B̃1∪ B̃2)

一方面, 对于任意一个闭包空间模糊概念   都有   , 因此有   . 根据命题 2 (3) 有
 , 可得   . 根据命题 2 (5)可知 

 是一个闭包空间模糊概念, 这意味着   也是一个闭包空间模糊概念.

B̃1∪ B̃2 B̃1 B̃2 (v(u(A1∪A2)), B̃1∪ B̃2) (A1, B̃1) (A2, B̃2) (A1,

B̃1) (A2, B̃2) (A1, B̃1) (A2, B̃2) (A, B̃) B̃ ⊇ B̃1∪ B̃2 (A, B̃) ⩾

(v(u(A1∪A2)), B̃1∪ B̃2) (v(u(A1∪A2)), B̃1∪ B̃2) (A1, B̃1) (A2, B̃2)

另一方面, 由于    包含    与    , 可知    是    和    的父概念, 也就是  

 和   的一个上界. 此外, 对于   和   的任意一个上界   , 都有   . 据此可推断 

 成立. 因此, 可知   是   和   的最小上界.

(A1, B̃1)∨ (A2, B̃2) = (v(u(A1∪A2)), B̃1∪ B̃2) (A1, B̃1)∧ (A2, B̃2) = (A1∩A2,u(v(B̃1∩ B̃2)))综上两方面, 可得   . 另一个式子 

同理可证. 证毕.
Π̃ = (Q,S , Ĩ) CSL(Π̃) Π̃给定一个模糊技能形式背景   , 称   为   的闭包空间模糊概念格.
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(A1, B̃1) (A2, B̃2) (A1∩A2,u(v(B̃1∩ B̃2)))定理 3 指出了闭包空间模糊概念格的结构, 同时   和   的下确界为   也表明

此模糊概念格中概念的外延构成了闭包空间.
Π̃例 8: 表 1中   的闭包空间模糊概念格如图 3所示, 其中节点信息如下:

C1 :
(
{q1,q2,q3,q4,q5},

{
0.8
s1
,
0.7
s2
,
0.9
s3
,
0.6
s4

})

C2 :
(
{q1,q2,q3,q5},

{
0.8
s1
,
0.7
s2
,
0.8
s3
,
0.6
s4

})

C3 :
(
{q1,q2,q4,q5},

{
0.8
s1
,
0.6
s2
,
0.9
s3
,
0.6
s4

})

C4 :
(
{q1,q3,q4,q5},

{
0.7
s2
,
0.9
s3

})

C5 :
(
{q2,q3,q5},

{
0.8
s1
,
0.7
s2
,
0.7
s3
,
0.6
s4

})

C6 :
(
{q1,q2,q5},

{
0.8
s1
,
0.6
s2
,
0.8
s3
,
0.6
s4

})

C7 :
(
{q1,q3,q5},

{
0.7
s2
,
0.8
s3

})

C8 :
(
{q2,q4,q5},

{
0.8
s1
,
0.5
s2
,
0.9
s3
,
0.6
s4

})

C9 :
(
{q1,q4,q5},

{
0.6
s2
,
0.9
s3

})

C10 :
(
{q2,q5},

{
0.8
s1
,
0.7
s3
,
0.6
s4

})

C11 :
(
{q3,q5},

{
0.7
s2
,
0.7
s3

})

C12 :
(
{q1,q5},

{
0.6
s2
,
0.8
s3

})

C13 :
(
{q4,q5},

{
0.5
s2
,
0.9
s3

})

C14 :
(
{q5},

{
0.7
s3

})

C15 :
(
{q3},

{
0.7
s2

})
C16 : (∅,∅)

与第 2节类似, 也可以引入原子粒直观图, 并借鉴粒描述的思想来判定一个技能组合是否是闭包空间中某一

个知识状态所需的技能.
Π̃ = (Q,S , Ĩ) q ∈ Q (v(u(q)),u(q)) q

u(q) q

定义 11. 设   是一个模糊技能形式背景,    . 称   是问题   诱导的闭包空间模糊概念,
简称问题诱导概念, 并称   为问题   诱导的技能原子粒, 简称原子粒.

Π̃例 9: 表 1中   的问题诱导概念与技能原子粒见表 3.
Π̃ = (Q,S , Ĩ) E =

{
(u(q),q) |q ∈ Q

}
(E,⩽) (B̃1,q1) ⩽ (B̃2,q2) B̃1 ⊆ B̃2

定义 12. 设   是一个模糊技能形式背景,    为全体技能原子粒及其诱导问题. 称
 为技能原子粒直观图, 其中   当且仅当   .
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E′ ⊆ E E′ E′ (E,⩽)设   , 若   中任意两个元素都是可比的, 则称   是直观图   中的一个链.
Π̃ (E,⩽)例 10: 表 1中   的原子粒直观图   如图 4所示.

  
,      ,       ,{q2}

0.8
s1

0.7
s3

0.6
s4

,       ,{q1}
0.6
s2

0.8
s3

,       ,{q4}
0.5
s2

0.9
s3

  ,{q5}
0.7
s3

  ,{q3}
0.7
s2

Π̃ (E,⩽)图 4　   的技能原子粒直观图 
 

Π̃ = (Q,S , Ĩ) B̃ ∈ [0,1]S Bt(t ∈ T ) E ∪
t∈T

B̃t = B̃ B̃ Π̃∪
t∈T

w(B̃t) w(B̃t) B̃t

定理 4. 设   ,    ,    是   的技能原子粒且   , 则   是   的闭包空间的一个知识

状态的所需技能, 并且这个技能诱导的知识状态包含问题   , 其中   是   的一个诱导问题.

E B̃t (v(B̃t), B̃t) Π̃(
v
(
u
(∪

t∈T
v(B̃t)

))
,
∪
t∈T

B̃t

)
Π̃ B̃ =

∪
t∈T

B̃t

(
v
(
u
(∪

t∈T
v(B̃t)

))
, B̃

)
Π̃

B̃ Π̃

证明: 对于   中任意的技能原子粒   , 根据问题概念的定义可知   是   的一个闭包空间模糊概念. 由

定理 3可得   也是   的一个闭包空间模糊概念. 又   , 则   是   的一个

闭包空间模糊概念, 进而可知   是   的闭包空间的一个知识状态的所需技能.

(v(B̃t), B̃t) v
(
u
(∪

t∈T
v(B̃t)

))
= v

(∪
t∈T

B̃t

)
= v(B̃) u

(∪
t∈T

v(B̃t)
)
=

B̃ B̃t u
(∪

t∈T
w(B̃t)

)
= B̃

∪
t∈T

w(B̃t)

根据命题 2 (3)以及   是一个闭包空间模糊概念可得   , 所以有 

 . 又因为   是一个技能原子粒, 则可知   , 即这个知识状态包含问题   . 证毕.

根据上面的论述, 算法 2给出闭包空间中知识状态所需技能的判定方法.

算法 2. 判定一个技能组合是否是闭包空间中某一知识状态的所需技能.

Π̃ = (Q,S , Ĩ) B̃ ∈ [0,1]S输入: 模糊技能形式背景   ,    ;
B̃输出: 判定   是否是闭包空间中某一知识状态的所需技能, 若是, 则进一步输出此技能诱导的知识状态包含的一个

问题组合.

(E,⩽)(1)建立技能原子粒直观图   ;

Π̃表 3       的问题诱导概念与技能原子粒
 

问题 问题诱导概念 技能原子粒

q1  C12 

{
0.6
s2
,
0.8
s3

}
 

q2  C10 

{
0.8
s1
,
0.7
s3
,
0.6
s4

}
 

q3  C15 

{
0.7
s2

}
 

q4  C13 

{
0.5
s2
,
0.9
s3

}
 

q5  C14 

{
0.7
s3

}
 

 

C1

C5

C2
C3 C4

C9C8C7C6

C10 C11 C12 C13

C15C14

C16

Π̃ CSL(Π̃)图 3　   的闭包空间模糊概念格 
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Ω Ω = ∅(2)用   表示问题的集合, 并令   ;
(E,⩽) E′ (u(q),q) ∈ E′ u(q) ⊆ B̃ q Ω(3)遍历   中的每一个链   , 找出最大的   使得   , 并将   加入   ;

B̃ ,
∪
q∈Ω

u(q) B̃ Π̃(4)若   , 则   不是   的某个知识状态的所需技能, 算法结束;

B̃ =
∪
q∈Ω

u(q) B̃ Π̃ B̃ Ω(5)若   , 则   是   的一个知识状态的所需技能, 且   诱导的知识状态包含   , 算法结束.

Π̃ = (Q,S , Ĩ) n (E,⩽) n

(E,⩽) n

若   中包含   个问题, 则技能原子粒直观图   中最多包含   个元素. 又因为算法 2 至多一次访

问   中的全部元素, 所以要判定闭包空间中一个知识状态的所需技能需要访问的直观图元素个数不超过   个.

Π̃ B̃ =
{

0.8
s1
,
0.7
s2
,
0.7
s3
,
0.6
s4

}
Ω = {q2,q3}

u(q2)∪u(q3) =
{

0.8
s1
,
0.7
s3
,
0.6
s4

}
∪

{
0.7
s2

}
= B̃ B̃ Π̃

q2 q3

例 11: 对于表 1 中的模糊技能形式背景    , 令    . 根据算法 2 可得,     , 且

 . 因此,    是   的一个知识状态的所需技能, 且其诱导的知识状态包含问

题   和   .
算法 2得到了闭包空间中某一知识状态的所需技能, 以及此技能诱导的知识状态包含的问题. 但两者并不构

成一个闭包空间模糊概念, 而是一个伪闭包空间模糊概念.
Π̃ = (Q,S , Ĩ) A ∈ 2Q B̃ ∈ [0,1]S Π̃ u(A) = B̃

(A, B̃)

定义 13. 设   ,    ,    是   的闭包空间中某一知识状态的所需技能. 如果   , 那么

称   是一个伪闭包空间模糊概念.
A为了得到闭包空间模糊概念, 需要对已有问题集   进行扩充, 从而获得一个完备问题集.

Π̃ = (Q,S , Ĩ) (A, B̃) Π̃ enq(A) = A∪
{
q
∣∣∣q& ⊆ B,q < A

}
定义 14. 设   ,    是   的一个伪闭包空间模糊概念. 定义问题扩充   .

(A, B̃) (enq(A), B̃)

Π̃

由闭包空间模糊概念的定义容易验证, 伪闭包空间模糊概念   通过问题扩充, 得到的二元组   是

 的一个闭包空间模糊概念.
综上所述, 从计算知识状态的所需技能出发可以构造闭包空间模糊概念格:
步骤 1. 找出知识状态的所需技能, 并计算技能诱导的知识状态包含的问题.
步骤 2. 对获得的伪闭包空间模糊概念进行问题扩充从而获得闭包空间模糊概念.
步骤 3. 对获得的闭包空间模糊概念基于外延或内涵之间的包含关系进行排序, 建立闭包空间模糊概念格.

 4   实验分析

本节研究问题数量、技能数量、填充因子以及分析尺度对知识空间与闭包空间规模的影响. 为了方便分析,
先介绍两个度量模糊技能形式背景的重要指标: 填充因子与分析尺度.

填充因子 (fill ratio)指的是模糊技能形式背景中非零元素所占比例, 即:

r =
|{Ĩ(q, s)|Ĩ(q, s) , 0, Ĩ(q, s) ∈ Ĩ}|

|Ĩ|
.

Ĩ(q, s) {0,0.2,0.4,0.6,0.8,1} Ĩ(q, s)

{0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1}

分析尺度 (analysis scale)指填充数据的非零精度取值个数. 例如, 若取分析尺度为 5, 即考虑 5个分析层次, 则
 的取值范围为   . 又比如, 若取分析尺度为 10, 即考虑 10 个分析层次, 则   的取值范

围为   .
实验采用随机的方式生成不同规模的模糊形式背景. 此外, 为了更加客观, 每个规模的模糊形式背景重复生

成 20次, 以获取模糊概念数量取均值.
(1) 问题数量对知识空间与闭包空间规模的影响

这一部分研究问题数量与知识空间及闭包空间规模的关系. 具体地, 保持技能数量、填充因子以及分析尺度

不变, 仅仅改变问题数量, 随机生成模糊形式背景, 记录不同规模模糊形式背景中问题数量与规模的关系.
在实验中, 固定技能数量为 10, 填充因子为 0.5, 取分析尺度为 10, 逐渐增大问题数量. 问题数量与知识空间及

闭包空间规模的关系如图 5所示. 实验结果表明, 随着问题数量的增加, 知识空间与闭包空间的规模逐渐增大, 并
且问题数量越大, 知识空间与闭包空间的规模增长的速度越快.
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(2) 技能数量对知识空间与闭包空间规模的影响

这一部分研究技能数量与知识空间及闭包空间规模的关系. 具体地, 固定问题数量为 15, 填充因子为 0.5, 且
取分析尺度为 10, 逐渐增大技能数量, 采用随机的方式生成模糊形式背景, 记录不同规模模糊形式背景中技能数

量与规模的关系.
技能数量与知识空间及闭包空间规模的关系如图 6所示. 实验结果表明, 随着技能数量的增加, 知识空间与闭

包空间的规模逐渐增大, 并且技能数量越大, 知识空间与闭包空间的规模增长的速度越快.

(3) 填充因子对知识空间与闭包空间规模的影响

这一部分研究填充因子与知识空间及闭包空间规模的关系. 实验中问题数量取 15, 技能数量取 15, 且分析尺

度取 10, 逐渐增大填充因子, 采用随机的方式生成模糊形式背景.
填充因子与知识空间及闭包空间规模的关系如图 7所示.
实验结果表明, 当填充因子小于 0.5 时, 随着填充因子的增加, 知识空间与闭包空间的规模快速增大; 当填充

因子大于 0.5时, 知识空间与闭包空间的规模不再持续增大, 且有波动和下降的趋势.
(4) 分析尺度对知识空间与闭包空间规模的影响

这一部分研究分析尺度与知识空间及闭包空间规模的关系. 实验中问题数量、技能数量与填充因子分别取

10、10与 0.5, 逐步增大分析尺度, 以研究分析尺度对规模的影响.
分析尺度与知识空间及闭包空间规模的关系如图 8所示. 实验结果表明, 在初始阶段, 即分析尺度小于 10时,

知识空间与闭包空间的规模迅速增大. 当分析尺度大于 10小于 25时, 知识空间与闭包空间的规模保持增大, 但增

长趋势减缓. 当分析尺度大于 25时, 知识空间与闭包空间的规模不再增大.
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图 5　问题数量与知识空间及闭包空间规模的关系
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图 6　技能数量与知识空间及闭包空间规模的关系
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图 7　填充因子与知识空间及闭包空间规模的关系
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图 8　分析尺度与知识空间及闭包空间规模的关系
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通过上述分析可以得到以下 3个结论.
(1) 问题数量与技能数量和知识空间与闭包空间的规模之间呈正向关联, 问题数量与技能数量越大, 知识空间

与闭包空间的规模也越大.
(2) 当填充因子取 0.5左右时, 知识空间与闭包空间的规模最大.
(3) 增大分析尺度可以增大知识空间与闭包空间的规模, 但是分析尺度达到一定数量之后, 知识空间与闭包空

间的规模趋于稳定.

 5   面向知识结构分析的模糊概念格模型与经典模糊概念格模型之间的联系

面向知识结构分析的模糊概念格模型包括知识空间模糊概念格与闭包空间模糊概念格, 这两种模糊概念格均

是单边模糊概念格. 所谓单边模糊概念格是指在构成概念的外延与内涵中, 其中有一元是模糊集, 另一元是经典集 [34].
Z̃ = (G,M, R̃) X̃ G Ỹ M [0,1]G [0,1]M

#,P,N,D

设三元组   是一个模糊形式背景,    是   上的模糊集,    是   上的模糊集. 定义从   到 

的 4个运算   如下: 

X̃#(m) = ∧
g∈G

(X̃(g)→ R̃(m,g))

X̃P(m) = ∨
g∈G

(X̃(g)∗ R̃(g,m))

X̃N(m) = ∧
g∈G

(R̃(g,m)→ X̃(g))

X̃D(m) = ∨
g∈G

(∼ X̃(g)∗ ∼ R̃(g,m))

[0,1]M [0,1]G #,P,N,D对偶地, 定义从   到   的 4个运算   如下:

Ỹ#(g) = ∧
m∈M

(Ỹ(m)→ R̃(g,m))

ỸP(g) = ∨
m∈M

(Ỹ(m)∗ R̃(g,m))

ỸN(g) = ∧
m∈M

(R̃(g,m)→ Ỹ(m))

ỸD(g) = ∨
m∈M

(∼ Ỹ(m)∗ ∼ R̃(g,m))

#,P,N,D通常, 称   分别为充分性算子、可能性算子、必然性算子和对偶充分性算子.
利用这些算子, 可定义经典模糊概念、面向对象模糊概念、面向属性模糊概念, 以及对偶模糊概念. 关于这些

算子和模糊概念的讨论, 可参考文献 [50]. 此外, 这 4种模糊概念均可以建立对应的格结构, 即模糊概念格, 这里不

再赘述.
下文中, 在不引起歧义的情况下, 统称这 4种模糊概念为模糊概念. 下面仅简要讨论与本文相关的两种模糊概

念, 也就是面向对象模糊概念与面向属性模糊概念.
Z̃ = (G,M, R̃) X̃N = Ỹ ỸP = X̃ (X̃, Ỹ) Z̃定义 15. 设   是一个模糊形式背景. 若   且   , 则称二元组   是   的一个面向对象模

糊概念.
X̃P = Ỹ ỸN = X̃ (X̃, Ỹ) (X̃, Ỹ) X̃

Ỹ

此外, 若   且   , 则称二元组   是一个面向属性模糊概念. 模糊概念   的第一元   和第二元

 分别称为模糊概念的外延和内涵.
单边模糊概念是模糊概念的特例. 外延为经典集合, 内涵为模糊集的面向属性单边模糊概念如下.

Z̃ = (G,M, R̃) X ∈ 2G G Ỹ ∈ [0,1]M M定义 16. 设   是一个模糊形式背景,    是   上的经典集,    是   上的模糊集. 定义运

算如下:
XP(m) =max

g∈X
R̃(g,m),

ỸN = {g ∈G|∀m ∈ M, R̃(g,m) ⩽ Ỹ(m)}.
XP = Ỹ ỸN = X (X, Ỹ) Z̃若   且   , 则称二元组   是   的一个面向属性单边模糊概念.

N

显而易见, 闭包空间模糊概念是一个面向属性单边模糊概念. 那么, 是否存在与知识空间模糊概念实质等价的

面向对象单边模糊概念呢？经过简单分析, 答案是否定的. 要得到外延是经典集, 内涵是模糊集的面向对象单边模

糊概念, 首先要考虑从外延到内涵的必然性算子   .
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[0,1]G [0,1]M N如前文所述, 从   到   的必然性算子   的定义为:
X̃N(m) = ∧

g∈G
(R̃(g,m)→ X̃(g)).

2G [0,1]M N X̃(g) {0,1} X̃(g) R̃(g,m)→ X̃(g)

X̃(g) g 2G [0,1]M

N

要得到从   到   的必然性算子   , 实质上是限制   从   取值. 当   取 1时,    恒等

于 1. 当   取 0时, 意味着   不属于要分析的对象集. 因此, 可知无法定义有意义的从   到   的必然性算子

 , 从而也无法定义外延是经典集, 内涵是模糊集的面向对象单边模糊概念.
综上所述, 可得以下结论.
(1) 知识空间模糊概念不同于现有的任何概念, 也不能从其他概念派生而来, 是一种具有独特结构的概念.
(2) 闭包空间模糊概念本质上是一种面向属性单边模糊概念.

 6   模糊技能形式背景与二值技能形式背景的知识结构之间的联系

模糊技能形式背景可以通过对问题与技能之间的模糊二元关系设置阈值取截集, 将模糊技能形式背景转化为

二值技能形式背景.
Π̃ λ = 0.5 Π例 12: 对于表 1的模糊技能形式背景   , 取   得到的二值技能形式背景   如表 4所示.

  

Π表 4    二值技能形式背景  
问题 s1  s2  s3  s4 

q1  0 1 1 0
q2  1 0 1 1
q3  0 1 0 0
q4  0 1 1 0
q5  0 0 1 0

 

Π = (Q,S ,R) f g对于一个二值技能形式背景   , 定义 5中的算子   与   退化为:
f (A) = { s ∈ S | s∗ ⊆ A} ,

g(B) = {q ∈ Q |q∗∩B , ∅ } .
依照上述算子计算出所有知识空间概念, 得到的知识空间概念格如图 9所示.

Π = (Q,S ,R) u v同样, 对于一个二值技能形式背景   , 定义 10中的算子   与   退化为:
u(A) = { s ∈ S | s∗∩A , ∅} ,

v(B) = {q ∈ Q|q∗ ⊆ B}.
依照上述算子计算出所有闭包空间概念, 得到的闭包空间概念格如图 10所示.

 

({q1, q2, q3, q4, q5}, {s1, s2, s3, s4})

({q1, q2, q4, q5}, {s1, s3, s4}) ({q1, q2, q3, q4}, {s1, s2, s4})

({q2}, {s1, s4}) ({q1, q3, q4}, {s2})

(Ø, Ø)

Π KSL(Π)图 9　   的知识空间模糊概念格 

 

({q1, q2, q3, q4, q5}, {s1, s2, s3, s4})

({q1, q3, q4, q5}, {s2, s3}) ({q2, q5}, {s1, s3, s4})

({q3}, {s2}) ({q5}, {s3})

(Ø, Ø)

Π CSL(Π)图 10　   的闭包空间模糊概念格 
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Q S Π Π Π

Π

实际上, 若将   与   分别视为对象集与属性集, 则   的知识空间概念格等同于   的面向对象概念格, 而   的

闭包空间概念格等同于   的面向属性概念格.
A Π (Q−A)

Π

由同一形式背景上面向对象概念格与面向属性概念格的关系可知, 若   属于   的知识空间, 则   一定属

于   的闭包空间. 换言之, 对于同一个二值技能形式背景, 若已经知识空间的结构, 则可以直接得到闭包空间的

结构.
Π̃ Π̃ Π̃但是, 依据   的知识空间模糊概念格与闭包空间模糊概念格,    的知识空间中的状态与   的闭包空间中的状

态不存在一一对应关系, 二值技能形式背景的上述结论在模糊技能形式背景中不成立.

 7   结　论

本文引入模糊集与形式概念分析理论, 构造面向知识结构分析的模糊概念格模型, 讨论了面向知识结构分析

的模糊概念格模型与现有模糊概念格模型之间的联系, 以及模糊技能形式背景与二值技能形式背景的知识结构之

间的联系. 知识空间模糊概念不同于现有的任何概念, 也不能从其他概念派生而来, 是一种具有独特结构的概念.
闭包空间模糊概念本质上是一种面向属性单边模糊概念. 此外, 从语义上看, 知识空间模糊概念格可以视为一种广

义的面向对象模糊概念格, 而闭包空间模糊概念格是一种面向属性单边模糊概念格. 对于面向知识结构分析, 二值

形式背景上成立的结论在模糊形式背景上不成立.
面向知识结构分析的模糊概念格模型可以直接服务于学习者的知识状态的精准评测, 在技能与问题之间建立

了近似推理关系, 提高了知识状态刻画与知识结构分析能力, 而且对基于模糊概念的不确定数据分析也具有参考

价值和借鉴意义.
为了更好地实现面向大规模数据的知识状态刻画与知识结构分析, 在可解释性与计算效率等方面需要进一步

研究的工作如下.
(1) 知识空间模糊概念格的渐进式构造.
(2) 知识空间模糊概念格与闭包空间模糊概念格之间的联系、区别和转换机制.
(3) 不完备模糊技能形式背景的知识空间模糊概念格构造.
(4) 基于知识空间模糊概念格的迭代深度概念挖掘.
(5) 知识空间模糊概念格的技能约简.
(6) 知识空间模糊概念格与概念认知学习的结合机制.
此外, 鉴于实际应用中数据的快速增长与模态的多样性 [47], 利用多粒度、多层次 [51]、概念认知学习 [52]的思想

开展知识结构的刻画与分析同样也是值得深入研究的重要课题.
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