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摘  要: 在大数据治理应用中, 数据分析是必不可少的一环, 且具有耗时长、计算资源需求大的特点, 因此, 优化

其执行效率至关重要. 早期由于数据规模不大, 数据分析师可以利用传统的矩阵计算工具执行分析算法, 然而随

着数据量的爆炸式增长, 诸如 MATLAB 等传统工具已无法满足应用需求的执行效率, 进而涌现出了一批面向大

数据分析的分布式矩阵计算系统. 从技术、系统等角度综述了分布式矩阵计算系统的研究进展. 首先, 从发展成

熟的数据管理领域的视角出发, 剖析分布式矩阵计算系统在编程接口、编译优化、执行引擎、数据存储这 4 个层

面面临的挑战; 其次, 分别就这 4 个层面展开, 探讨、总结相关技术; 最后, 总体分析了典型的分布式矩阵计算系

统, 并展望了未来研究的发展方向. 
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Abstract: As an essential part of big data governance applications, data analysis is characterized by time-consuming and large hardware 

requirements, making it essential to optimize its execution efficiency. Earlier, data analysts could execute analysis algorithms using 

traditional matrix computation tools. However, with the explosive growth of data volume, the traditional tools can no longer meet the 

performance requirements of applications. Hence, distributed matrix computation systems for big data analysis have emerged. This study 

reviews the progress of distributed matrix computation systems from technical and system perspectives. First, this study anal yzes the 

challenges faced by distributed matrix computation systems in four dimensions: programming interface, compilation optimization, 

execution engine, and data storage, from the perspective of the mature data management field. Second, this study discusses an d 

summarizes the technologies in each of these four dimensions. Finally, the study investigates the future research and development 

directions of distributed matrix computation systems. 
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矩阵计算作为解决数据分析领域问题的有力工具, 具有悠久的发展历史. 最初, 矩阵的出现是用于求解

方程组, 其概念最早可追溯到中国汉代时期的《九章算术》 , 其中提到了使用数组来表达、求解线性代数方

程组, 即类似于线性代数中矩阵求解的思路. 而“矩阵”这一正式专业术语, 最早则是由 James Joseph Sylvester

在 1850 年提出[1], 从此广为使用. 当时, 矩阵仅作为一种表示方程组的工具存在, 各式各样的算法通过矩阵

变换来求解方程组. 而后, 随着 Arthur Cayley 提出了抽象矩阵运算[2], 矩阵也逐渐成为独立于方程组的数据

分析工具. 

在 20 世纪末, 矩阵计算已成为数据分析算法中必不可少的一部分. 在诸多企业与科学研究领域, 数据分

析师需要为他们的数据自行设计分析算法. 这些算法通常可以通过线性代数符号表示出来, 其中, 数据就成

为矩阵, 而数据分析操作就由矩阵计算所组成. 如图 1 所示, 为便于数据分析算法的开发, 业内出现了一系列

经典的线性代数工具(如 R, SAS, MATLAB). 这些工具支持丰富的矩阵计算操作, 能够覆盖几乎所有的数据分

析算法需求. 

 

图 1  矩阵计算解决方案 

随着 21 世纪互联网行业的兴起, 数据的规模和潜在的价值均呈现出爆炸式增长. 为了充分管理、利用大

数据, 经济决策、生物医药、图像处理、信息推送等诸多技术领域的大数据分析算法发展迅速 , 相关大数据

治理应用也逐渐渗透进了社会的方方面面. 由于这些应用需要管理、分析海量数据, 因此往往需要长时间的

运行. 其中, 矩阵计算作为数据分析的基础工具, 其效率就成为关键问题[3,4] (例如, 信息推送中往往需要花费

大量时间用支持向量机对数据做特征分类). 然而, 之前的线性代数工具主要关注于功能的全面, 无法扩展到

计算机集群上, 难以处理规模大于单节点内存空间的数据集, 因此, 面向大数据分析的分布式矩阵计算系统

应运而生. 

现如今, 在大数据上支持统计和机器学习算法已成为现代矩阵计算系统的主流要求 [5]. 这类系统分为两

大类. 

 第 1 类系统(如 TensorFlow[6]、PyTorch[7])面向的是神经网络相关应用, 其特点在于并非批量处理整个

数据集, 而是重复采样数据子集. 

 第 2 类系统(如 MADlib[8]、Apache SystemDS[9]、Spark MLlib[10]、Apache Mahout Samsara[11]、LA on 

SimSQL[12])面向的是批量线性代数工作负载, 其特点是一次性批量处理整个数据集 , 一个常见的例

子是使用最小二乘法做回归分析. 

两类系统所考虑的上层应用和底层的计算框架均有显著的区别,因此, 本文仅调研其中第 2 类分布式矩阵

计算系统. 这类系统的出现, 让用户不再需要手动处理分布式数据的分配与通信. 通常, 它们会提供一种基于

线性代数的语言或嵌入 Python, Scala 或 SQL 的接口, 用户通过简单的线性代数符号, 即可操作集群磁盘或内

存中的大规模数据. 目前, 分布式矩阵计算系统相关研究技术已日趋成熟, 系统数量众多. 而现有矩阵计算相

关综述中更关注于算法而非系统本身[13,14], 因此, 本文旨在综述系统方向的进展, 为相关研究和用户提供参

考. 

本文第 1 节将从数据管理系统的视角分析分布式矩阵计算系统面对的挑战及对应的相关技术. 第 2 节

第 5 节分别从编程接口、编译优化、执行引擎、数据存储介绍相关技术. 第 6 节探讨未来值得关注的研究方

向. 第 7 节总结全文. 
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1   数据管理视角的分布式矩阵计算系统 

矩阵计算是一种特殊的数据处理任务, 本文将从数据管理系统的视角来剖析分布式矩阵计算系统. 本节

首先从一个矩阵计算应用出发, 介绍分布式矩阵计算系统的相关技术分类. 

图 2 展示了一个利用矩阵计算分析广告数据的应用案例. 在该例中, 用户想要根据历史数据中的广告支

出金额与财务收益金额, 构建两者之间的关系, 以服务于未来的广告投入决策. 首先, 用户端需要提供相关历

史数据, 并根据系统提供的用户接口编写分析广告数据的脚本; 其次, 分布式矩阵计算系统会按照脚本要求

对数据进行处理、分析, 并在最后输出分析结果, 供用户使用. 其中, 系统执行用户脚本的具体流程分为 4 个

部分. 

(1) 系统通过词法、语法分析将用户脚本编译为便于系统处理的数据结构, 例如语法树,并基于此生成执

行计划. 

(2) 为了避免数据分析的时间过长, 系统需要对执行计划进行优化, 例如调整计划中算子的执行顺序. 

(3) 由执行引擎具体实施优化后的执行计划. 

(4) 在执行引擎实施执行计划的过程中需要不断地访问、组织矩阵数据, 包括用户提供的数据以及脚本

中新生成的中间数据. 

由此可见, 从数据管理的角度来看, 分布式矩阵计算系统包括编程接口、编译优化、执行引擎、数据存

储这 4 个层面. 

值得注意的是, 这 4 个层面是紧密相关的: 编程接口作为编译优化的上层输入, 其抽象程度决定了优化

规则的复杂程度; 编译优化中的决策判断则依赖于底层执行引擎的运行开销和数据存储的方式 . 为了能够清

晰地梳理、比较, 本文按照系统执行用户脚本的执行流程, 将编程接口、编译优化、执行引擎、数据存储这 4

个层面的相关技术独立出来, 分别介绍它们所面临的挑战和解决方案. 

 

图 2  矩阵计算应用的例子 

1.1   研究挑战 

本节从编程接口、编译优化、执行引擎、数据存储这 4 个层面分析了分布式矩阵计算系统所面临的挑战. 

 在编程接口层面, 如何权衡编程难度以及表达能力. 

影响一套编程接口是否好用的关键因素在于编程难度以及表达能力 . 一方面, 编程接口越接近于线性代

数表达式, 就意味着编程难度越小, 即用户的开发成本越低. 一个直观的、编程难度低的例子是, 用户可直接

向系统提供单机的 R 语言脚本, 而无须考虑该脚本中的运算逻辑如何扩展到分布式环境下执行. 但是在追求

编程难度低的同时, 高度抽象的编程接口会导致用户无法根据一些经验知识对脚本中部分地方的执行进行调

整、设置, 也就更依赖系统本身在编译过程中的判断才能保障最终的执行效率. 另一方面, 编程接口要足够灵

活, 让用户能够表达自己所需要的计算逻辑或数据组织方式 , 但是这往往又会导致编程接口暴露过多关于分

布式计算的细节, 用户需要自行了解分布式矩阵计算系统的相关原理, 加大了用户使用的门槛. 由此可见, 分

布式矩阵系统的编程接口需要在编程难度以及表达能力这两者之间进行权衡. 
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 在编译优化层面, 如何生成最优的执行计划. 

编译优化技术对于提升系统性能至关重要. 尤其是在数据分析领域, 算法中往往包含复杂的运算逻辑, 

用户难以在编写脚本程序时就采用最佳的执行顺序或方案. 因此, 直接根据该脚本生成的执行计划通常是次

优的, 甚至会由于存储空间不足等问题导致系统崩溃. 此时, 系统就依赖于编译优化来解决执行效率问题. 然

而, 不同于传统数据库中的查询优化, 复杂的线性代数算法导致生成的执行计划中算子数量多、类型多, 且计

划的结构复杂. 因此,执行计划的潜在优化空间更大, 相关技术也更为关键. 

 在执行引擎层面, 如何根据自身定位选择合适的执行引擎. 

如今, 无论在高性能计算、云平台还是数据库等领域, 分布式通用计算框架都已发展成熟. 分布式矩阵计

算系统大多无须自行重新设计执行引擎, 而是将已有的通用计算框架作为底层的执行引擎. 然而, 目前通用

计算框架种类繁多, 各自的性能表现在不同情况下也截然不同. 故不同定位的分布式矩阵计算系统所需的执

行引擎自然也有所不同. 举例来说, 系统需要考虑所面向的硬件环境(如高性能计算框架对硬件要求高)或用

户的使用习惯与倾向(如用户工作流中数据存放在数据库中). 因此, 系统需要结合多方面因素来选择最合适

的执行引擎. 

 在数据存储层面, 如何设置节省内存占用且提升性能的数据存储方式. 

在分布式矩阵计算系统中, 数据存储方式直接决定了数据的内存占用, 同时, 该方式也会影响执行过程

中产生的数据传输开销, 因此也间接决定了系统性能的优劣. 除此之外, 在矩阵计算应用中, 需要处理的数据

(包括输入数据与中间数据)的特征情况复杂, 例如矩阵的长宽、稀疏度、非零项分布等. 不同特征的矩阵对应

的最优存储方式也截然不同, 需要系统能够结合运行时情况自适应地选择合适的数据存储方式. 

1.2   相关技术分类 

如图 3 所示, 本节从以下 4 个层面归纳了数据管理视角的分布式矩阵计算系统相关技术. 

 

图 3  分布式矩阵计算系统相关技术 

 编程接口 

数据管理系统已针对接口的编程难度提出了自己的解决方案, 其中最具代表性的包括公认最通用的 SQL

语言标准以及如 JDBC 这样的通用编程语言接口. 为了提高接口的表达能力, 不同的数据管理系统各自对

SQL 进行拓展(如可选择连接操作的实现方式), 供用户灵活调整查询的执行. 类似地, 为了降低编程难度, 分
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布式矩阵计算系统的编程接口要么是基于数据分析师所熟悉的 R语言或 SQL语言的, 要么是基于通用编程语

言的, 并且同样有系统会通过拓展的方式提供更灵活的接口, 以提高表达能力. 

 编译优化 

分布式矩阵计算系统中的编译优化问题可视作数据管理系统中传统查询优化问题的变种 ,其解决方案的

思路是共通的, 分为优化计划拓扑和优化算子两方面: 首先, 在计划拓扑方面的一个典型例子是多表连接, 

数据管理系统需要调整查询计划中连接的顺序以提升执行效率, 类似的问题同样出现在矩阵计算中的矩阵连

乘链上; 其次, 在算子方面的一个典型例子是数据管理系统领域中的连接算子 , 其实现方式多样, 分别适用

于不同的情形, 而在矩阵计算中, 矩阵乘法算子也与其类似, 不同的实现方式各有优劣. 

 执行引擎 

根据自身定位的不同, 数据管理系统的执行引擎也具有不同的特点, 例如, 面向分析的系统执行引擎善

于处理多谓词的复杂查询, 而面向事务的系统执行引擎则善于处理高并发的数据更新 . 对应地, 分布式矩阵

计算系统同样有不同的定位, 例如, 面向超级计算机的系统采用的执行引擎是高性能计算系统. 

 数据存储 

在数据管理系统中, 往往要对大规模结构化数据进行分布式存储, 其中涉及分割结构化数据、设置分割

后数据单元的存储格式以及对数据单元进行分区. 而矩阵就是一种特殊的结构化数据, 对应的相关技术即包

括矩阵单元分割、矩阵单元格式和矩阵分区方式. 

综上所述, 这 4类相关技术分别着眼于解决一批相对独立的分布式矩阵计算系统的问题. 接下来, 本文将

就这 4 项技术分类展开介绍目前的研究进展. 

2   编程接口 

分布式矩阵计算系统的一项重要功能是向上层用户隐藏底层的并行运算逻辑, 降低利用集群资源实现矩

阵计算的开发门槛与成本. 为此, 现有的分布式矩阵计算系统提供了一系列编程接口, 根据所依赖的编程语

言可分为 3类: 基于 R 语言、基于通用编程语言、基于 SQL语言, 图 4 分别展示了 3种编程语言下的 PageRank

示例. 

 ...

rank ddmatrix(...)

while (...) {

    rank beta *A %*% rank b

}

A ddmatrix

 











 

val rank = data(...)

while (...) {

    rank = beta * A %*% rank + b

}

val A = data(...)

 

vertex, edge, output):

out_table

SELECT madlib.PR(...);

def PR(

    ...

    create_table( )

    update_table(out_table, ...)

 

(a) pbdR (b) Mahout Samsara (c) MADlib 

图 4  PageRank 编程示例 

2.1   基于R语言 

基于 R 语言的编程接口是 3 类接口中最便捷、使用门槛最低的: 首先, 该类编程接口遵循 R 语言中原有

的数学编程方式, 使得用户能够简单明了地按照数学公式实现算法脚本; 其次, R 语言作为一种被广为使用的

数学编程语言, 为数据工程师们所熟悉. 当面对要采用分布式矩阵计算的场景时, 用户仅需少量的代码改动

(如添加依赖包)即可将原来单机的 R 语言脚本迁移至分布式环境中运行. 

进一步地, 在一系列基于 R 语言的编程接口中, 存在声明式编程与命令式编程两类. 

 声明式编程[9,12,1518]的特点是惰式计算, 即分布式矩阵计算不会在代码执行后立刻发生, 而是在系统

获取完整的算法逻辑后才触发 . 例如 , 对于一个简单的 R 语言脚本 X=A%*%B; Y=A%*%C(其

中, %*%表示矩阵乘法), 分布式矩阵乘法的实际运算发生在第 2条语句的执行之后. 这样做的好处在

于系统后续可以针对整体算法的执行计划进行查询优化(如调换两处分布式矩阵乘法的顺序), 但是

另一方面, 惰式计算也加大了代码的调试难度, 提高了潜在的开发成本. 
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 而命令式编程接口[1923]的特点则是即调即用, 因此相较于声明式编程, 命令式编程的代码调试难度

更低, 但同时, 这也阻碍了系统后续的查询优化. 在上述例子中, 分布式矩阵乘法的运算会在第 1 条

语句执行时立刻触发, 此时第 2条语句对于系统是不可见的, 这就导致系统只能对每条运算做局部的

优化, 最终的运行效率可能不如基于声明式编程的系统. 

2.2   基于通用编程语言 

基于通用编程语言的编程接口允许用户直接在项目工程中运行分布式矩阵计算 , 其优势在于灵活, 能够

自然地与其他代码逻辑(如数据预处理)整合在一起. 与此同时, 相较于 R 语言这种最为直接的数学编程方式,

通用编程语言的使用门槛更高, 所以基于这一类编程接口的算法实现成本也更高. 

另一方面, 由于通用编程语言的灵活性, 这一系列编程接口对分布式矩阵计算的抽象程度也不尽相同 . 

其中, SystemDS[24,25]、DataLog[26]提供了高度抽象的编程接口, 所有分布式相关代码均由系统自动转换生成, 

用户无须考虑何时需要调用分布式矩阵计算. 相较于 SystemDS、Mahout Samsara、DistArrays[27]、Spartan[28]、

MLI[29]、DMac[30]的编程接口的抽象程度较低, 需要用户手动指定哪些矩阵要分布在集群中, 哪些矩阵只需放

在单机中, 因此这些编程接口依赖用户对数据规模以及硬件环境有初步的了解, 对用户的要求更高. MLlib 更

进一步要求用户手动配置各个分布式矩阵的存储形式, 包括 RowMatrix、IndexedRowMatrix、CoordinateMatrix

与 BlockMatrix, 即依赖用户对工作负载以及分布式矩阵计算的运行流程有更深入的理解 . SLATE[31]、

Chameleon[32]、Elemental[23]的编程接口的抽象程度则更低, 除了矩阵计算的逻辑之外, 用户编写的算法脚本还

要负责管理单机与集群间的数据传输. 因此, 基于这些编程接口的代码复杂程度最高, 编程难度最大. 

2.3   基于SQL语言 

SQL 是基于关系模型所研发的一套规范语言 , 几乎所有主流的数据管理系统和大数据系统均支持

SQL[33]. 因为其普及程度之广、影响力之强, 所以亦有系统提供了基于 SQL 语言的编程接口, 以便于 SQL 用

户调用分布式矩阵计算. 

这些编程接口是通过在 SQL 原有的语法上进行扩展而设计出来的, 其中, 扩展方式分为两类: 一类为

SimSQL[12]、MRQL[34]、SciDB[35]、HADAD[36], 直接在 SQL 上扩展支持矩阵计算操作的语法 ; 另一类为

MADlib, 在 SQL 上添加自定义函数支持, 用户先使用通用编程语言编写包含矩阵计算逻辑的自定义函数, 随

后在 SQL脚本中调用该函数. 在这两类编程接口中, 前一类接口与 SQL的结合更紧密直接, 但由于受 SQL语

法结构限制, 仅适合编写简单的算法逻辑; 而后一类接口虽然要求用户额外编写算法脚本 , 但受益于通用编

程语言, 该类接口能够运用逻辑结构体、Lambda 表达式等语法, 以更少的代码实现复杂的算法逻辑. 

2.4   小结与分析 

除了编程语言之外, 表 1 还从分布式计算逻辑的透明度、与线性代数的贴合度以及是否采用惰式计算这

3 个方面分析了前述分布式矩阵计算系统的编程接口 , 展示了这些系统之间的共性和差异. 其中, DMac、

HADAD 为学术原型并未开源, 无法全面了解其编程接口的具体情况, 故未在此列出. 

 分布式计算逻辑的透明度 

系统用户是否需要在编写脚本时处理分布式计算逻辑, 决定了透明度的高低. 透明度越高, 则表示系统

编程接口的封装程度越高, 用户需要考虑分布式计算逻辑的地方越少. 基于此, 现有系统可分为 3 类. 其中, 

 透明度最高的一类系统包括 SystemDS、DataLog、SimSQL、MRQL, 它们的编程接口允许用户编写

的脚本中不涉及任何关于分布式计算的代码逻辑, 用户可专注于设计算法, 因此, 这类系统的使用

门槛最低. 

 透明度仅次于此的一类系统包括 Presto、pbdR、Mahout Samsara、DistArray、MLI, 它们的编程接

口需要用户手动指定哪些矩阵需要进行分布式处理 , 但不需要处理具体的分布式计算逻辑. 为此, 

用户需要了解脚本中所有矩阵的规模, 根据集群的硬件条件自行判断何处生成分布式矩阵、何时将

分布式矩阵转换为本地矩阵. 所以, 这类系统的使用门槛相对更高. 
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 透明度最低的一类系统包括 DPLASMA[17]、SparkR、MadLINQ、Spartan、MLlib、SLATE、Chameleon、

Elemental、SciDB, 它们的编程接口要求用户手动管理分布式矩阵的组织方式或计算方式, 因此用户

需要充分了解所使用的分布式矩阵计算系统的原理, 才能熟练地编写高效的算法脚本, 使用门槛最

高. 但同时, 这类系统的编程接口具有更强的表达能力, 允许用户根据自身的经验知识自定义底层

的计算逻辑以提升执行效率. 

 与线性代数的接近程度 

最简单、直观地描述数据分析算法的方式就是通过线性代数表达式, 因此, 系统编程接口与线性代数的

接近程度直接反映了使用该系统接口的编程难度 . 与线性代数接近程度最高的一类系统包括 SystemDS、

DataLog、Presto、pbdR、Mahout Samsara、SimQL、MRQL, 它们的编程接口主要由线性代数符号组成, 用户

所编写的代码即是线性代数表达式 . 在接近程度上处于第二梯队的一类系统包括 SparkR、MadLINQ、

DistArrays、Spartan、MLlib, 它们的编程接口以函数的形式提供了部分线性代数操作, 用户所编写的脚本代

码由线性代数符号和函数共同组成 . 接近程度最低的一类系统包括 DPLASMA、SLATE、Chameleon、

Elemental、SciDB, 它们的用户无法直接用线性代数符号来编写脚本, 而需要先编写线性代数表达式, 再利用

提供的封装函数编写脚本, 因此, 这类系统接口的编程难度最大, 相较于原线性表达式, 用户脚本的代码量

高, 可读性低. 

 惰式计算 

为便于优化用户脚本的执行计划,大多数系统(包括 SystemDS、DataLog、Presto、DPLASMA、Mahout 

Samsara、DistArrays、Spartan、MLlib、SimSQL、MRQL、SciDB)采用了惰式计算.这样可以让系统在得到完

整的数据分析逻辑后进行全局的优化,然而,惰式计算在脚本有错误的情况下可能无法及时、准确地反映错误

代码位置,因而会加大用户编写脚本时的调试难度.相反地,也有系统(包括 SparkR、pbdR、MadLINQ、SLATE、

Chameleon、Elemental)没有采用惰式计算,牺牲性能以降低调试难度. 

表 1  对系统的编程接口的总结 

系统 编程语言 分布式计算逻辑的透明度 与线性代数的接近程度 惰式计算 
SystemDS R 语言,通用编程语言 ※※※ ※※※ √ 

Presto R 语言 ※※ ※※※ √ 
DPLASMA R 语言 ※ ※ √ 

SparkR R 语言 ※ ※※ × 
pbdR R 语言 ※※ ※※※ × 

DataLog 通用编程语言,SQL语言 ※※※ ※※※ √ 
MadLINQ 通用编程语言 ※ ※※ × 

Mahout Samsara 通用编程语言 ※※ ※※※ √ 
DistArrays,MLI 通用编程语言 ※※ ※※ √ 
Spartan,MLlib 通用编程语言 ※ ※※ √ 

SLATE,Chameleon,Elemental 通用编程语言 ※ ※ × 
SimSQL,MRQL SQL语言 ※※※ ※※※ √ 

SciDB SQL语言 ※ ※ √ 
 

3   编译优化 

矩阵计算广泛应用于机器学习、统计等数据科学领域, 这些领域的应用中往往涉及极其复杂的算法逻辑,

其对应的矩阵计算执行计划也具有复杂的拓扑结构. 因此, 如何做好对计划拓扑的优化, 是提升分布式矩阵

计算性能的关键因素. 此外, 不同于单机环境下的矩阵计算, 分布式矩阵计算的性能受制于网络通信的开销.

在执行计划中, 不同的算子所引起的网络通信开销有显著不同, 因此, 如何对执行计算中的算子进行优化同

样至关重要. 综上, 本节将从计划拓扑与算子这两个层面分析与分布式矩阵计算相关的编译优化技术. 

3.1   计划拓扑 

针对计划拓扑的优化技术可分为两类: 第 1 类为静态优化技术, 即无须考虑运行时的负载情况, 总是能
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够提升性能的优化技术; 第 2 类为动态优化技术, 这类技术在有些运行负载下能够显著提升性能, 但在某些

特定情况下也可能造成性能损失, 因此需要结合运行时的负载情况动态制定优化决策. 

静态优化技术为一系列通用的表达式替换规则[11,24], 以简化算法逻辑. 由于无须考虑运行时的负载情况,

系统在构造语法树的过程中即可通过模式匹配的方式触发、应用这些替换规则, 从而优化后续生成的执行计

划拓扑. 其中, 替换规则包括: 

 常数折叠. 即将多个常数项折叠、计算为单个常数项, 以简化计划拓扑, 例如 1+1+A 可替换为 2+A. 

 移除无效操作. 即消除对运算结果无影响的操作, 例如, ATT, 1A, 0+A 均可替换为 A. 

 避免多元操作. 即将包含多个变量的操作简化为包含更少变量的操作, 例如, AA 可替换为 A2, AAB

可替换为 A(1B). 

不同于静态优化技术, 动态优化技术需要根据运行时的负载情况, 在多个计划拓扑间进行权衡, 以提升

系统性能. 相关技术如下. 

 增量计算加速 

利用增量计算提升系统性能的技术已广泛应用于并行计算系统 (如 GraphLab[37]、Pregel[38]、Flink/ 

Stratosphere[39,40]、REX[41]、Naiad[42,43]), 其核心思想为: 在一个迭代算法中, 如果一轮迭代仅更新了部分的数

据(即增量), 那么在下一轮迭代中, 系统可以执行仅与增量相关的操作, 从而避免重复处理没更新的数据. 类

似地, 该技术也可应用于矩阵计算. 例如, 对于递归式 Xk+1=AXk, 为了应用增量计算加速技术, 系统可将其等

价地转换为 Xk+1=Xk+A(XkXk1)=Xk+AXk. 如图 5所示, 当一轮迭代对 Xk的更新(即Xk)仅覆盖了其部分元素

时, 增量计算可显著降低矩阵乘法的计算量. 

 

图 5  增量计算 

然而, 在分布式矩阵计算中盲目地采用增量计算加速技术可能导致对性能提升的收效甚微 , 甚至会造成

性能降低. 首先, 增量计算中存在雪崩效应. 如图 6 所示, 假设 Yk=AXkB, 那么当 Xk 中某一元素发生变化(即

Xk中仅一个非零项)时, 由Yk=AXkB可以得到Yk是一个稠密矩阵, 即Xk中一个元素的变化也会导致整个

Yk 发生变化. 此时, 再在 Yk 上应用增量计算就不会有性能收益. 为了避免雪崩效应对增量计算性能的影响, 

LINVIEW[44]、F-IVM[45]提出了基于矩阵分解的增量计算加速技术. 其利用了增量矩阵秩低的特点, 将增量矩

阵分解为两个小矩阵的乘积, 以避免增量覆盖范围在矩阵计算过程中逐渐扩大. 在上述例子中, 虽然Yk 是稠

密矩阵, 但实际上, 由Yk=AXkB 可知, Yk 的秩与Xk 的秩一样是 1. 为了利用这一点加速矩阵计算 , 

LINVIEW、F-IVM 在原增量计算的执行计划上进行了修改 . 其先分解Xk 得到 Δ T
k k kX u v , 再代入Yk 得

Δ T T
k k k k k  Y Au v B u v , 从而也将Yk表示为两个向量的乘积, 避免了雪崩效应. 基于该思想, LINVIEW设计了 

一套增量形式的转换规则, 使系统能够自动对待执行脚本进行增量计算的优化, 避免了人工重写脚本. 但是

值得注意的是, 在避免雪崩效应的同时, 基于矩阵分解的增量计算加速技术也引入了额外的矩阵分解开销以

及最终还原增量时矩阵相乘的开销, 这些额外的开销可能会导致其性能低于不进行矩阵分解的增量计算加速

技术. 

 

图 6  雪崩效应 
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其次, 增量计算本身存在额外的开销, 尤其在分布式环境下, 增量计算可能远慢于原本的全量计算. 例如

在图 5 中, 增量计算须维护矩阵旧值 Xk1, 有额外的缓存开销, 而额外的加法则会带来计算与通信开销. 具体

来说, 影响增量计算性能的关键因素有两点. 

 第一, 增量的非零项往往位置分散, 导致在分布式环境中增量计算无法优化网络通信这一性能瓶颈 .

以 Auk为例, 由于 A 较大, 系统将其切分为 4 个部分分布在集群中. 图 7 先后展示了全量计算与增量

计算的执行过程, 可见, 虽然在广播、计算乘积时增量计算有优势, 但是聚合中间结果时, 全量计算

与增量计算的通信开销是相同的 , 最终导致增量计算的性能提升效果差 . 为了解决这一问题 , 

HyMAC[18]提出了矩阵重组技术, 在分布式矩阵乘法算子前添加重组操作. 该操作会根据分布式矩阵

的分区方式尽可能地将增量中的非零项置换到一起, 从而避免增量分散造成的后续影响. 

 第二, 增量矩阵可能是稠密的, 即其中大部分元素均在发生变化, 此时采用增量计算反而会显著地拖

慢系统性能. 

为此, HyMAC进一步提出了结合全量计算与增量计算的混合计算. 在每轮迭代开始前, HyMAC会动态地

基于增量地统计信息进行代价估计, 以判断当前迭代是否采用增量计算. 

 

图 7  增量分散对分布式矩阵计算过程的影响 

 冗余子式消除 

矩阵计算应用的算法表达式中可能存在冗余子式, 包括公共子式、循环常量子式. 以 Davidon-Fletcher- 

Powell(DFP)算法解 2min || ||
n


x

Ax b 为例, 其主要包含如下表达式: 

1

 _ :

    ...

    

    
2

k

k k k

T T T T
k k k k k k

k k T T T T T
k k k k k

loop condition







  

while

g

d H g

H A Ad d A AH d d
H H

d A AH A Ad d A Ad

 

其中, A, b 是输入数据的特征与标签, gk, dk, Hk则分别代表了第 k 轮迭代的目标函数梯度、搜索方向以及目标

函数的海森矩阵. 这里多次出现的 Adk就是一个公共子式, 系统可在执行计划中重用 Adk的结果
[24,46]; 而由于

ATA 在循环体中的结果不变, 因此 ATA 是一个循环常量子式, 系统可在循环体外提前计算 ATA 而不用每轮迭

代都重复计算[46,47]. 

首先, 为了消除冗余子式, 系统需要能够在编译优化阶段感知公共子式与循环常量子式 . 一种简单的方

法是在生成的执行计划中逐一对算子进行判断, 出现输入、操作均相同的算子则表示存在公共子式, 而出现

输入为循环常量的算子则表示存在循环常量子式 . 这种方法的缺陷在于, 可能无法找到所有冗余子式 . 以 
T T
k kd A Ad 为例, 该表达式中包含一个公共子式 Adk, 但是执行计划中并不一定存在相同的算子. 如图 8 所示, 
T T
k kd A Ad 对应多种执行计划, 只有第 1 种执行计划中显式地出现了 Adk 对应的算子; 而在其他计划中, 公 

共子式 Adk是隐式的. 
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图 8  隐式冗余子式 

为了搜索隐式冗余子式, 就需要不断地对执行计划做等价转换, 而其中面临的最大挑战是线性代数的转

换规则过于繁杂. 鉴于此, SPORES[48]提出先将线性代数等价转换为关系代数, 用关系代数中少量的转换规则
[49]去生成不同的关系代数计划并搜索冗余, 最终再转换回线性代数计划. 该方法最大的优势在于, SPORES仅

需考虑 13 条关系代数的转换规则, 这 13 条规则根据语义证明是完备的, 原则上可以发现所有等价的转换情

况.然而, 即使仅基于这 13 条转换规则, SPORES 仍面临着一个重大难题, 即远大于标准数据库编译器所能处

理的搜索空间. 为此, SPORES 采用并扩展了等价饱和[50]的编译技术, 它依赖于一种称为 E-Graph 的数据结构

来表示等价表达式的空间. 在编译优化过程中, SPORES 首先使用等价的规则来逐步填充 E-Graph, 然后利用

约束解算器来从 E-Graph中提取性能最佳的表达式. 值得注意的是, 在面对矩阵连乘操作时, 为了避免计划数

量爆炸, SPORES 采用规则抽样, 并使用贪婪算法来快速覆盖大部分搜索空间, 从而以次优的优化结果换取更

短的编译时间. 

尽管 SPORES 能够高效地生成冗余消除方案, 但是在面对矩阵连乘链时仍然会错过部分冗余子式. 为此, 

ReMac[51]着重针对包含矩阵连乘的算法进行优化. ReMac 先按算子优先级将展开后的表达式划分为多个含矩

阵连乘或矩阵乘法的块, 随后, 分别在各个块上搜索冗余子式, 最后递归地合并块、重复搜索过程. 其中, 块

上的搜索利用了矩阵乘法可结合且不可交换的特性, 通过滑动窗口的方式匹配冗余子式, 以降低搜索空间. 

其次, 搜索到的冗余子式之间可能互相冲突, 例如在 ATAdk中, 循环常量子式 ATA与公共子式 Adk是冲突

的, 无法在一个同执行计划中消除二者. 甚至有些冗余子式由于改变了原执行计划的拓扑 , 反而导致性能下 

降. 例如: 原执行计划中, T T T
k k k kH A Ad d A AH 可用矩阵乘向量和向量乘向量的算子完成计算, 而为了消除公

共子式 T
k kd d , 新的计算顺序为 T T T( )k k k kH A A d d A AH , 其中包含 6 个矩阵乘矩阵的算子, 反而会显著降低性能. 

可见, 选择更优的冗余消除方案对系统性能至关重要. ReMac 建立了一套代价模型以评估不同算子的开销, 

并基于此构造约束规划问题, 随后采用动态规划算法以求得性能最好的执行计划拓扑. 

 算子合并 

在矩阵计算中, 多个连续的算子之间存在诸多可进行合并优化的情况, 具体包含 3 种情况: (1) 避免物化 

中间结果, 例如, 将(AB)C 合并为一个算子, 可避免物化 AB 的输出(为按位乘操作); (2) 利用稀疏性避

免不需要的计算, 例如在 Alog(BC+)中, A 是一个稀疏矩阵, 那么实际上, 计算 Alog(BC+)仅需要

log(BC+)中对应A的非零项的元素即可, 因此将Alog(BC+)合并为一个算子, 可避免计算 log(BC+)的全部 

元素; (3) 充分发挥数据本地性, 例如, AT(Av)可转换为((Av)TA)T, 算子合并后仅需一次按行访问 A 即可完成计

算, 从而避免在两次矩阵乘法算子中重复访问 A[52,53]. 

根据对算子合并的支持, 现有系统可分为两类: 第 1 类系统通过固定的模式匹配来寻找可合并优化的算

子, 如 SystemDS、Mahout Samsara、MATFAST[47]、Cumulon[54], 它们依赖于通过用户手动改写脚本来让系统

应用算子合并的技术, 因此, 用户需要投入更高的开发成本才能充分发挥算子合并的优势; 第 2 类系统则通

过重写计划拓扑来自动寻找算子合并的机会 , 无须手动改写脚本 . 为了自动进行算子合并 , BTO[55]、

OptiML[56]、Kasen[57]、Tupleware[58]、Weld[59]、TC[60]采用了启发式算法来制定采用算子合并的计划拓扑. 然

而, 这些系统没有考虑矩阵稀疏的情况. SPOOF[61]则在此基础上进一步提出了可利用稀疏性避免不需要的计

算的算子合并技术, 它们采用的启发式算法不可避免地会错失利用算子合并优化计划拓扑的机会 . 为了避免

该问题, Boehm 等人[62]基于代价估计构建优化问题, 并采用枚举的方式决定算子合并方式, 从而保障了生成

的计划拓扑的高效性能. 
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 矩阵连乘链优化 

矩阵连乘链的计划拓扑优化问题类似于数据库中的多表连接顺序问题, 不同的矩阵乘法计算顺序会导致

显著的性能差异. 以矩阵连乘链 uTABv 为例, 其中, A, B 为方阵. 一种计划拓扑是先计算 AB, 如图 9(a)所示.

但是在分布式环境中, 两个大矩阵相乘的操作会带来大量的网络通信开销, 因此这种计划拓扑往往是低效的.

通常, 系统采用的计划拓扑是优先执行复杂度低、内存占用低的矩阵乘法算子[9,63], 例如按(uTA)(Bv)的顺序进

行计算, 如图 9(b)所示. 

 
  

图 9  矩阵连乘链顺序对性能的影响 

然而, 随后的计算顺序决策依赖于对中间结果 uTA 稀疏度的估计, 若 uTA 比 v 更稀疏, 则应该先计算

(uTA)B; 反之, 则应该先计算 Bv. SystemDS 采用了基于元数据的稀疏度估计策略, 该策略根据输入矩阵的整

体稀疏度估计输出矩阵的整体稀疏度. 这种策略仅依赖输入矩阵的元数据信息(包括行数、列数、非零项个数),

不需要任何采样, 因此几乎没有额外开销. 但是另一方面, 该策略假设非零项是均匀分布在输入矩阵中的, 没

有考虑输入矩阵局部稠密、局部稀疏的情况(例如常见的高斯分布), 无法准确地估计矩阵连乘链中间结果的稀

疏度, 进而导致计划拓扑可能是次优的. 为了解决这一问题, MNC[64]探寻矩阵连乘链中非零项的分布对稀疏

度的影响. 该技术通过低开销的聚合操作获取矩阵的结构信息, 并基于此准确地估计输出矩阵的稀疏度, 从

而以可接受的开销换取准确的稀疏度估计以及对矩阵连乘链优化的支持. 

 重编译 

上述技术均依赖于运行时的负载信息, 然而在脚本运行前的优化编译阶段, 系统往往无法获取足够的负

载信息(例如条件分支、矩阵规模). 为此, SystemDS 提出了重编译技术, 即在脚本运行过程中, 重新对计划拓

扑进行优化编译. 具体来说, 该技术按照脚本中的逻辑语句将待运行脚本划分为多个部分 , 系统在每个部分

运行前, 会基于新获取的负载信息对执行计划再次进行优化 , 从而进一步改善了编译优化技术提升系统性能

的空间. 

3.2   算  子 

确定好计划拓扑后, 系统需要进一步对执行计划进行算子层面的优化. 接下来, 本文将从算子实现、算子

选择、算子优先级这 3 个方面介绍相关工作. 

 算子实现 

在分布式环境中, 如何高效地实现线性代数算子对系统性能至关重要. 算子主要分为执行聚合操作(如求

元素平均值)的算子、执行按位操作(如按位加、按位乘)的算子、执行矩阵乘法操作的算子. 其中, 聚合操作

最简单, 分布式系统中已有成熟的聚合技术支持(如 allreduce); 类似地, 按位操作的算子实现仅需按行、列位

置将两个矩阵中的元素连接起来, 因此可依赖于分布式系统中对连接操作的技术支持(如半连接); 而矩阵乘

法算子实现最为复杂, 也往往是性能瓶颈. 

如图 10 所示, 分布式矩阵乘法 AB 的基础实现思路分为两种. 

 第 1 种思路是对 A 的列与 B 的行做乘积, 对应的实现为 CPMM[65]. CPMM 分为 3 个步骤: (1) 一对一

(a) 先计算矩阵乘矩阵 (b) 先计算矩阵乘向量 
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连接 A 的列与 B 的行; (2) 计算乘积, 得到中间结果; (3) 对中间结果求和, 得到最终结果. 

 第 2 种思路是对 A 的行与 B 的列做乘积, 对应的实现为 RMM[6567]. RMM 分为两个步骤: (1) 多对多

连接 A 的行与 B 的列; (2) 计算乘积, 得到最终结果. 

CPMM与RMM有各自适用的情形. 具体来说, CPMM需要在单机内存中缓存中间结果, 并且其并行度依

赖于 A 的列数, 因此不适合 A 的行数与 B 的列数相较于 A 的列数过大的情况; 而 RMM 在第 1 步中需要复制

A 的行与 B 的列以完成多对多连接, 因此数据传输量更高, 不适合 A 的列数过大的情况. 

针对 RMM中需要大量复制矩阵的问题, SystemDS 进一步提出了 BMM[9], 其将多对多连接的实现改为了

广播 A, B 中较小的矩阵, 尤其在矩阵乘向量的算子上, BMM 能够显著地提升系统性能. 但是该实现要求 A, B

中有一个矩阵足够小, 能够缓存在单机内存中. 在不提高内存要求的前提下, Marlin[68]在 RMM 的基础上进行

了拓展, 通过提高并行度的方式以取得更高的性能. 该实现对 RMM 中的多对多连接进行了更细致的划分,并

不一次性完成一整行与一整列的连接, 而是将一整行和一整列划分为多个部分, 先连接这些部分, 此处的连

接并行度更高, 随后将连接得到的中间乘积结果再做一次求和得到最终结果. 这种做法以更高的传输数据量

换取更高的并行度, 适用于网络带宽充足的硬件环境. 

 

图 10  分布式矩阵乘法的实现思路 

 算子选择. 

既然上述这些算子实现有不同的硬件要求以及性能, 那么系统自然需要根据实际情况对这些算子实现进

行选择. 

首先, 在分布式环境中, 性能瓶颈往往在于网络通信开销, 没有网络通信的单机实现可能要比分布式实

现更快, 因此系统需要在分布式与单机之间做选择. 一种简单、通用的判断方式是将向量操作放在单机上完

成[10]. SystemDS 则进一步提出了基于内存占用估计的判断方式, 即对算子输入、输出和中间结果的内存占用

进行估计, 当单机可用内存充足时就选择单机实现, 以避免网络通信. 此外, SystemDS 会根据矩阵当前的数

据位置进行判断, 若矩阵数据已分布在集群中, 那么在该矩阵上的聚合操作就会采用分布式实现, 而非传输

到单机上再做聚合. 由此, SystemDS 在充分发挥集群计算能力的同时, 也能进一步减少不必要的网络通信. 

其次, 在分布式算子实现上还需要进行选择: 一方面, 这些算子在不同数据规模、硬件条件下的表现各不

相同, SystemDS、Mahout Samsara 对此构建了代价模型, 逐一选择计划拓扑中的算子实现; 另一方面, 算子与

算子的实现之间会互相影响. 尤其在分布式矩阵乘法中, 不同的算子适合不同的输入形式. 例如, 对于 AB 算

子, CPMM 适合按列组织 A、按行组织 B, 而 RMM 则适合按行组织 A、按列组织 B. 此外, 输出形式也与算

子有关, 例如在 AB 中, 若较大的矩阵 A 是按行组织的, 那么 BMM 的输出也会是按行组织的. 为此, DMac, 

MATFAST, Spartan 根据矩阵连乘链中算子间输入输出的依赖关系对矩阵乘法算子的实现进行选择, 以尽可能

地让输入矩阵的形式符合算子实现的需求, 从而提高系统性能. 

 算子优先级. 

在计划拓扑中, 往往会存在多条并行的执行路径. 因此在确定计划拓扑后, 还需确定算子优先级, 才能最

终生成明确的执行计划. 其中, 最为重要的是明确计划拓扑中的关键路径, 系统需要优先执行关键路径上的
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算子, 以提高整体的硬件利用率. SLATE、Chameleon、DPLASMA、COnfLUX/COnfCHUX[69]着重针对矩阵分

解算法中的算子优先级进行优化, 它们观察到, 在常用的分解算法中, 一个算子的部分输出会作为下一个算

子的输出, 而其余部分则不会参与后续计算, 因此这些系统对某些算子的并行实例设置高优先级, 以此提高

在关键路径上的运行效率. 例如在 Cholesky 分解中, 每一轮迭代结果中, 后几列的子矩阵会用于下一轮迭代, 

所以在这些子矩阵上的并行实例的优先级就会高于其他并行实例. 

3.3   小结与分析 

表 2 从针对计划拓扑或算子的优化、技术通用性、提升计算或传输效率这 3 个角度分析了前述分布式矩

阵计算系统的编译优化技术, 展示了这些系统之间的共性和差异. 

表 2  对系统的编译优化的总结 

系统 
针对计划 
拓扑的优化 

针对算子的 
优化 

技术 
通用性 

提高计算 
效率 

提高传输 
效率 

SystemDS √ √ ※※※ √ √ 
Mahout Samsara √ √ ※※※ √ √ 

LINVIEW, F-IVM, HyMAC √  ※ √ √ 
SPORES, ReMac √  ※ √ √ 

MATFAST √ √ ※※  √ 
Cumulon, OptiML, BTO, Kasen, Tupleware, Weld, TC, SPOOF √  ※※  √ 

Marlin  √ ※※ √ × 
DMac, Spartan  √ ※  √ 

SLATE, Chameleon, DPLASMA, COnfLUX/COnfCHUX  √ ※ √  

 针对计划拓扑或算子的优化 

由于数据分析算法的逻辑复杂, 且分布式计算的执行方式也多种多样, 因此, 分布式矩阵计算系统的编

译优化技术种类繁多. 总体来说, SystemDS、Mahout Samsara、MATFAST 考虑了计划拓扑与算子两方面的优

化, 因此, 采用的优化技术较为完备, 充分发挥了编译优化器的作用. 其余的系统则专门针对计划拓扑(包括

LINVIEW、F-IVM、HyMAC、SPORES、ReMac、Cumulon、OptiML、BTO、Kasen、Tupleware、Weld、TC、

SPOOF)或算子(包括 Marlin、DMac、Spartan、SLATE、Chameleon、DPLASMA、COnfLUX/COnfCHUX)进行

优化, 相对于前者, 采用的编译优化技术仅局限在某一方面. 以Marlin为例, 尽管其针对矩阵乘法算子进行了

优化, 但是若要充分发挥这一优化技术的作用, 也依赖于系统能够在计划拓扑层面结合新的算子实现的开销

进行对应的调整. 

 技术通用性 

在上述系统中, SystemDS与Mahout Samsara采用的编译优化技术覆盖了多种多样的线性代数表达式的形

式, 并不针对某种特定的数据分析算法, 因此编译优化技术通用, 可应用于几乎所有的数据分析算法. 通用性

次之的系统则针对某些表达式形式进行优化 . 具体来说 , MATFAST、Cumulon、OptiML、BTO、Kasen、

Tupleware、Weld、TC、SPOOF 所采用的算子合并技术仅可优化多种固定的表达式, 而 Marlin 所提出的矩阵

乘法算子实现仅可应用于需要计算两个大规模矩阵的乘积的情况. 最后一类系统的编译优化技术通用性则最

低, 专门针对某一类算法进行编译优化. 其中, LINVIEW、F-IVM、HyMAC 提出的增量计算优化技术仅针对

迭代收敛的算法, SPORES 与 ReMac 局限在一类存在冗余表达式的算法; DMac、Spartan 则着眼于由大规模矩

阵组成的连乘链 , 往往仅局限在矩阵分解算法上 ; 类似地 , SLATE、Chameleon、DPLASMA、COnfLUX/ 

COnfCHUX 所提出的算子优先级优化技术, 也专门用于优化矩阵分解算法的执行效率. 

 提高计算或传输效率 

在分布式矩阵计算中, 计算复杂度往往很高; 同时, 盲目地进行分布式计算又会产生大量的数据传输开

销, 因此, 大多数系统(包括 SystemDS、Mahout Samsara、LINVIEW、F-IVM、HyMAC、SPORES、ReMac)

采用的编译优化技术以提高计算与传输效率为目标. 当然, 在不同的算法和硬件环境上, 系统的性能瓶颈也

有所不同, 由此对应地也出现了不同侧重的系统编译优化技术. 其中, MATFAST、Cumulon、OptiML、BTO、

Kasen、Tupleware、Weld、TC、SPOOF、DMac、Spartan 着重解决数据传输开销过大的问题; 而 SLATE、
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Chameleon、DPLASMA、COnfLUX/COnfCHUX 则致力于调整算子优先级, 以避免计算资源空闲, 从而提高

计算效率; Marlin 所考虑的情形更为极端, 即计算开销显著高于传输开销, 因此需要通过牺牲传输效率的方式

换取更高的计算效率, 以在整体上提升系统性能. 

4   执行引擎 

在编译优化之后, 分布式矩阵计算系统依托于底层的执行引擎以完成最终的分布式计算 . 而由于执行引

擎的不同, 矩阵计算系统生成的执行计划形式也有所不同. 如图 11所示, 相关执行引擎分为 3类, 包括基于有

向无环图的大数据处理系统、基于关系代数的数据库执行引擎以及高性能计算系统. 

 

图 11  执行引擎概览 

4.1   大数据处理系统 

最为广泛使用的执行引擎为大数据处理系统, 包括 MapReduce (Hadoop)[70]、Dryad[71]、Spark[72]、Flink、

H2O[73]. 这类系统面向通用数据分析负载, 能够灵活地支持复杂的矩阵计算操作. 此外, 这些系统均有开源

社区支持, 软件栈生态成熟, 提供了丰富的第三方工具(例如数据迁移、集群监控)支持, 便于用户使用. 更重

要的是, 大数据处理系统可轻松扩展至上千台机器, 并且对硬件要求宽松, 有成熟的容错能力, 适合面向大规

模廉价集群或云平台的分布式矩阵计算系统. 此外, 不同的大数据处理系统也有其各自的优势特点. 以具有

代表性的 Spark 与 Flink 为例, 前者是当下最流行的批处理系统, 而后者能够支持数据分析算法中常见的迭代

语义, 并对迭代的执行过程进行了优化(如增量计算模式). 分布式矩阵计算系统需要在此之间进行取舍, 也有

系统(如 SystemDS)同时支持多种执行引擎, 由用户来进行决策. 

4.2   数据库执行引擎 

现有的数据库执行引擎可分为两类: 第 1 类是通用数据库执行引擎, 包括 PostgresQL[74]、MySQL[75]、

Greenplum[76]. 这些执行引擎的最大优势在于它们所依附的数据库应用广泛, 往往是数据源, 因此直接在数据

库上嵌入矩阵计算的相关实现可避免将数据从数据库迁移至执行引擎的步骤, 同时也可避免对数据库与执行

引擎两套系统的维护成本. 然而, 这些执行引擎缺乏针对多维数据计算的优化, 为了解决这一问题, 该领域随

后也出现了专门为科学计算设计的数据库执行引擎, 包括 RIOT[77]与 SciDB. 这些执行引擎围绕科学计算中一

次写入、多次读取的特点进行设计, 针对多维矩阵构建专门的检索机制, 从而提高其执行效率. 但是由于需将

线性代数转换为关系代数, 所以这些执行引擎所支持的操作类型仍然有限, 不适合处理复杂的算法逻辑. 

4.3   高性能计算系统 

高性能计算系统是一类专门针对高硬件配置的超级计算机集群进行设计的执行引擎, 如 ScaLAPACK[78]、

PETSc[79]. 相较于前两种引擎, 这类引擎充分发挥网络通信设备高带宽的优势, 更注重对计算效率的优化, 从

而在超级计算机集群上高效地执行分布式计算逻辑. 然而与此同时, 这类引擎依托高性能硬件将所有数据存

放在内存中, 同时又缺乏针对网络通信超时等任务故障情况的处理措施 , 因此容错能力不如前两种引擎, 仅

适用于小规模的高可靠的集群. 此外, 不同的高性能计算系统适用于不同的应用场景, 例如 ScaLAPACK适合
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处理稠密数据, 而 PETSc 则适合处理稀疏数据(如大规模网络的邻接矩阵). 

综上, 目前的执行引擎种类、特点繁多, 对应地, 目前的分布式矩阵计算系统可根据所面向的用户、硬件

和应用, 针对性地选择合适的执行引擎. 

4.4   小结与分析 

表 3 从软件栈生态、使用的硬件档次以及容错能力这 3 个方面分析了前述分布式矩阵计算系统的执行引

擎, 展示了这些系统之间的共性和差异. 其中, RIOT 为学术原型并未开源, 无法全面了解其执行引擎的具体

情况, 故未在此列出. 

 软件栈生态. 执行引擎的软件栈生态, 是影响用户开发成本的一项重要因素. 以 SystemDS 为例, 该

系统以大数据系统 Spark 为执行引擎, 归功于开源社区的贡献, 其上下游的软件栈支持丰富, 包含从

上层的数据分析工具到下层的文件系统和数据导入工具 . SystemDS 用户可通过这些工具方便地将

SystemDS接入他们的工作流中. 类似地, MADlib以开源数据库 PostgreSQL与Greenplum为执行引擎,

依托这两个数据库活跃的开源社区, MADlib 同样拥有丰富的上下层软件工具, 便于数据库用户使用.

相较之下, SciDB自研的执行引擎与 pbdR所采用的 ScaLAPACK的软件栈生态支持则略显不足, 用户

需要自行开发上下层的对接工具, 加大了开发成本. 

 适用的硬件档次. 根据所面向的用户群体、应用场景的不同, 系统侧重的硬件环境也有所不同. 对应

地, 系统应选择合适的执行引擎, 以充分利用各种档次的硬件的特点提升系统性能. 总体来说, 包含

SystemDS、MADlib、SciDB 在内的一类系统面向的是拥有大量廉价服务器或云平台资源的用户, 因

此所选择的执行引擎拥有高扩展性, 且注重优化运行过程中的数据传输开销和内存占用等廉价硬件

上常见的性能问题. 而包含 pbdR 在内的一类系统则面向的是拥有超级计算机集群资源的用户, 所以

它们的执行引擎侧重于发挥高档硬件的优势, 例如利用内存空间大的优势采用纯内存计算 , 以及优

化缓存机制来提升对高档计算资源的利用率. 

 容错能力. 大数据分析应用往往需要长时间的运算处理, 在此期间更有可能发生故障. 而系统若要尽

快地从故障中恢复以继续进行运算, 就需要具备一定的容错能力. 容错能力最高的一类系统包括

SystemDS, 该系统依托 Spark 的容错机制, 能在分布式矩阵计算发生故障时, 针对当前的子任务进行

重试, 避免了重新运行一遍完整的用户脚本. 而包含 MADlib、SciDB 在内的一类系统则依赖于执行

引擎中的副本机制实现容错, 但是当所有副本均发生故障时, 这类系统需要重新运行脚本, 因此容错

能力不如前者. 而最后, 包含 pbdR 在内的一类系统则缺乏成熟的容错机制, 更依赖于硬件本身的可

靠性, 以避免故障的发生. 

 对稀疏矩阵操作的支持. 现有系统的执行引擎通常均支持稠密矩阵操作 , 但是对稀疏矩阵操作的支

持程度却不尽相同. 支持程度最高的一类系统包括 SystemDS、MADlib, 所有矩阵操作均支持稀疏矩

阵. 而 SciDB 仅对部分操作开放稀疏矩阵, 因此支持程度低于前者. pbdR 等以 ScaLAPACK 为执行引

擎的系统则只面向稠密矩阵计算, 即无论矩阵是否稀疏, 都将其视为稠密矩阵进行处理, 因此盲目地

使用这类系统可能会碰到稀疏数据导致的内存占用过大或数据传输开销过大等性能问题. 

表 3  对系统的执行引擎的总结 

系统 软件栈生态 适用的硬件档次 容错能力 对稀疏矩阵操作的支持 
SystemDS ※※ ※ ※※※ ※※※ 
MADlib ※※ ※ ※※ ※※※ 
SciDB ※※ ※※ ※※ ※※ 
pbdR ※ ※※ ※ ※ 

 

5   数据存储 

如何在集群中组织、存储分布式矩阵, 对系统性能至关重要. 接下来, 本文将从矩阵单元分割、矩阵单元
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格式、矩阵分区方式这 3 个方面进行介绍. 

5.1   矩阵单元分割 

作为组织数据的最小单位,一个矩阵单元的大小从 3 个方面影响了系统的性能表现. 

(1) 矩阵单元大小会直接影响内存占用: 单元设置得过大会导致内存溢出; 同时, 单元设置得过小也会

导致系统需要维护大量结构数据(例如单元索引), 进而提高总内存占用. 

(2) 单元大小决定了一个分布式矩阵会被分割为多少个单元: 单元设置得过小(即单元数过大), 会加剧

分布式矩阵计算操作中的网络通信开销. 

(3) 单元大小同时也决定了最大并行度: 单元设置得过大, 会导致单元数(即最大并行度)小于集群的并

行度, 无法充分利用集群的计算资源. 

基础的做法是, 系统预设一个固定的单元大小. 这类做法分为 3 种, 如图 12 所示. 

 第 1种做法是将一个分布式矩阵划分为多个固定的 10001000的矩阵单元[9], 由于每个单元是方阵, 

因此可以简化矩阵转置的操作. 

 第 2 种做法是将矩阵中一(或多)行(或列)作为一个单元, 适用于仅需按行或按列访问的矩阵[10]. 

 第 3种做法则更加极端, 是将每个元素作为一个单元. 这样做能够加快某些特定的操作(例如三对角

化操作)[23], 但是在矩阵分解等常见算法中, 该做法的性能不如将矩阵按块分割的操作[17]. 此外, 该

做法适合应用于极其稀疏的矩阵, 这样系统中仅需存储非零项的单元. 

 

图 12  固定矩阵单元大小的基础分割方式 

显然, 上述固定的分割方式得到的单元大小无法应对所有的数据规模和硬件环境, 因此往往不是最优的.

为此, 目前已有不少工作针对运行环境和负载情况对自动单元大小进行调整. 

 一类工作以优化通信开销与内存占用为目标. 其中, SUMMA[80]针对网格或环形的集群架构, 分析

分布式矩阵计算操作中的网络通信, 以得到性能最优的单元大小. 然而, 该技术在更通用的层次架

构的集群上表现不佳[81]. 在层次架构下, CARMA[82]根据内存是否充足以及矩阵的不同形状(例如瘦

高型), 分别制定了通信量最小的单元大小设置方法. 

 另一类工作则以权衡并行度与内存开销为目标. 为保障集群运算的最小并行度, DMac 限制了单元

的最小大小, 在此基础上最小化内存占用. 而 MATFAST 则将最小的单元大小设置为 1 000, 在此基

础上尽可能地提升并行度. 

此外, 上述工作分割出的大部分矩阵单元的长宽是一样的. 然而, 在数据极度倾斜的稀疏矩阵上, 这种分

割会导致有些矩阵单元内几乎没有非零项, 而有些单元则十分拥挤, 不利于批处理执行矩阵计算. 为此, 李亿

渊等人[83]提出了针对稀疏矩阵的分割方法, 尽可能保证各个单元的大小、非零项个数接近. 

5.2   矩阵单元格式 

为了最小化内存占用, 分布式矩阵计算系统需要为不同稀疏度的矩阵设置不同的矩阵单元格式 , 其中, 

稠密矩阵通过二维数组存放即可, 而稀疏矩阵的存储则更加复杂. 

稀疏存储格式的基本思路是, 通过忽略单元中的零项以节省空间. 其中, 为分布式矩阵计算系统广泛采

用的是稀疏行/列压缩格式(CSR/CSC). 以 CSR 为例, 该格式需要维护 3 个一维数组: 前两个数组按先行后列
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的顺序分别存放所有非零项数值与其对应的列号, 第 3 个数组则作为查询索引保留每行第 1 项在前两个数组

中的位置(如图 13 所示). 若一个单元是 mn 的矩阵块, 那么随机访问 CSR 格式数据的复杂度是 O(n), 其中,

通过索引数组找到所需行的复杂度为 O(1), 从该行第 1 项遍历搜索对应列的复杂度为 O(n). 然而, 该存储格

式中要求非零项按顺序存储, 所以仅适用于后续无须添加元素的矩阵单元. 进一步地, SystemDS 基于 CSR 格

式提出了MCSR格式[9], 旨在支持增量地往矩阵单元中添加元素. 相较于原本的CSR格式, MCSR格式无须按

顺序存储非零项, 但是其代价是更高的内存占用以及内存带宽要求. 此外, CSR 格式中的索引数组长度固定

为 m, 当矩阵极其稀疏时, 仍会浪费内存空间. 在这种情况下, 坐标压缩格式(COO)用一个三维数组维护所有

非零项的行号与列号, 能够最大程度地节省内存, 并且支持增量地添加元素. 其缺陷也同样明显, COO格式下

随机访问、按行访问或按列访问的复杂度均为 O(mn), 对内存带宽的要求最高. 

 

图 13  CSR 示例 

此外, 矩阵单元格式也可针对某些特殊的矩阵结构进行特定的优化. 具体来说, SLATE 专门为梯形/三角

矩阵和对称/厄米特矩阵设计了特定的存储格式. 具体来说, 在梯形/三角矩阵中, 虽然整体是稀疏矩阵, 但是

矩阵的非零部分是稠密的, 因此仅非零部分按照稠密格式存储. 而在对称/厄米特矩阵中, 系统仅需存储一半

的数据, 另一半可推算得到. 

5.3   矩阵分区方式 

由于分布式矩阵计算中经常会出现连接、聚合矩阵元素的操作, 因此, 如何设置矩阵的单元分区方式至

关重要. 一种合适的分区方式可以显著降低分布式矩阵计算的网络通信开销 , 进而提升性能. 基础的分区方

式包括: 

(1) 乱序分区, 例如通过哈希函数分配单元所处分区[9], 或按“之”字形分区[84], 如图 14(a)所示. 该方式

可以将数据平均地分散在各个分区, 保障负载平衡, 但同时, 该方式导致分区内的单元几乎都是不

连续的, 影响执行效率. 

(2) 按行/列分区, 将行/列索引相同的单元分配到同一个分区上[30], 如图 14(b)所示. 该方式利于提升部

分分布式矩阵计算操作, 例如在矩阵乘法中需要聚合相同行/列的单元, 按行/列分区则可以避免聚

合操作带来的网络通信开销. 然而, 大规模矩阵往往是稀疏且非零项分布不均匀的, 这种分区方式

可能会导致负载不均衡的情况出现. 

  

(a) 乱序分区 (b) 按行分区 

图 14  分区数为 4 的基础分区方式示例 

不同的分区方式适用于不同的算子操作, 例如, 按行分区适合统计行平均值的算子. 为了让系统能够自

动选取最优的分区方式, DMac、MATFAST 与 BlockJoin[85]根据执行计划中各个算子的依赖关系, 制定矩阵的
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分区方式. 具体来说, 它们首先分析适合各个算子的输入分区方式, 其次, 利用算子中间的 shuffle 操作尽可

能调整上游算子输出的分区方式, 即利于下游算子的输入分区. DistME[86]则针对矩阵乘法操作设计了更为灵

活的策略, 该工作采用一种网格分区方式, 该方式将矩阵分区为多个矩形网格. DistME 根据矩阵乘法的需要

自动调整网格的长宽, 从而降低网络通信. 值得注意的是, 其中, 按行/列分区可视为网格分区的一种特殊情

况, 即一个网格就是一行/列. 

5.4   小结与分析 

表 4 从执行效率和存储空间占用两个方面分析了前述分布式矩阵计算系统的数据存储, 展示了这些系统

之间的共性和差异. 

 对执行效率的提升 . 上述系统按对执行效率的提升可分为 3 个档次: 提升最高的一类系统包括

DMac、MATFAST、BlockJoin、DistME, 它们通过优化数据分区的方式, 显著提升了算子执行时的中

间数据传输开销; 相较之下, SUMMA 仅针对特定的集群架构优化数据存储方式, 有局限性, CARMA

仅优化了矩阵的单元大小, 而 SystemDS 则仅采用了基础的数据存储方式来提升部分执行效率, 因此

它们的提升档次居中; SLATE 则并没有专门针对执行效率问题优化数据存储方式. 

 对存储空间占用的优化. 类似地, 上述系统按对存储空间占用的优化可分为 3 个档次: 优化最好的一

类系统包括 CARMA、DMac、SLATE, 它们自适应地调整矩阵单元以最小化对存储空间的占用 ; 

SystemDS 则采取了相对基础、保守的方式设置数据存储方式, 故优化效果略逊于前者; SUMMA、

BlockJoin、DistME 则没有专门针对存储空间占用问题优化数据存储方式. 

表 4  对系统的数据存储的总结 

系统 对执行效率的提升 对存储空间占用的优化 
SystemDS ※※ ※※ 
SUMMA ※※ ※ 
CARMA ※※ ※※※ 

DMac ※※※ ※※※ 
MATFAST ※※※ ※※ 

SLATE ※ ※※※ 
BlockJoin, DistME ※※※ ※ 

 

6   总体分析与未来展望 

6.1   总体分析 

从整体来看, 分布式矩阵计算系统的相关工作致力于改进系统的两个方面 , 也是用户最关心的, 即编程

接口用起来是否方便和系统性能是否满足需求. 因此, 本节将从这两方面总结分析目前功能成熟且广泛使用

的一批开源系统, 包括 pbdR、MLlib、SystemDS、MADlib、SciDB. 此外, 如表 5 所示, 本节也将进一步探讨

这些系统各自的适用场景. 

 首先, 从编程角度来看, SystemDS 是最易使用的, 用户完全不用考虑分布式计算逻辑; pbdR 也相对

易用, 仅需要用户自行区别分布式矩阵和单机矩阵; 而剩余的系统就暴露了更多繁杂的分布式计算

逻辑. 

 其次, 从性能角度来看, 根据现有的系统评测[87]以及本文作者的相关工作中的实验结果[18,51]. 

 SystemDS 凭借其优化技术, 能够在几乎所有负载下取得最优或近优的性能. 

 pbdR 与 SciDB 能够在稠密矩阵计算负载中取得与 SystemDS 相近的性能, 但缺少对稀疏矩阵

计算的支持. 

 MADlib 与 MLlib 的性能则相对不足, 其中, MADlib 由于执行引擎的缘故, 需要通过读写磁盘

的方式传递中间结果, 导致不必要的中间结果物化和磁盘读写开销; 而MLlib由于其复杂的调

优选项(例如, 需要对每个矩阵调整其单元格式、分区方式或数量、缓存机制), 难以取得最优
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的性能. 

因此, 总体上, SystemDS 是目前较为易用且性能优异的分布式矩阵计算系统, 但其余系统也有其各自适

用的场景: 归功于 pbdR 轻量级的部署与简便的编程接口, 用户可以通过 pbdR 快速扩展、运行/测试原本的单

机算法; MLlib适用于原本就基于 Spark生态构建的工作流; MADlib允许用户直接在数据库中用矩阵计算逻辑

处理数据; 而 SciDB 则适合处理科学计算应用中的大规模多维张量. 

表 5  对开源系统的总体分析 

系统 易用性 性能 适用场景 
pbdR ※※ ※※ 轻量级矩阵计算应用/测试 
MLlib ※ ※ 与 Spark 生态紧密结合的工作流 

SystemDS ※※※ ※※※ 关注调优难度且有性能需求的应用 
MADlib ※ ※ 以数据库为数据源的应用 
SciDB ※ ※※ 大规模科学计算应用 

 

6.2   未来展望 

分布式矩阵计算系统具有广泛的应用前景, 本节简要讨分布式矩阵计算系统未来可能的发展方向. 

 迎接深度学习应用对于矩阵计算的新型需求. 现有的分布式矩阵计算系统重视矩阵乘法等简单批量

操作的优化, 然而, 时下最流行的深度学习应用中还涉及卷积计算等更复杂的操作, 矩阵计算系统目

前还缺乏对这些操作的成熟支持[87]. 此外, 深度学习应用对数据集的访问通常以重复采样的形式进

行, 而矩阵计算系统则擅长对整个数据集进行批量处理 [88]. 因此, 如何应对深度学习应用的新型需

求, 是未来值得关注的发展方向. 

 挖掘与底层执行引擎深度融合的潜在动能. 现有的分布式矩阵计算系统主要侧重于如何发挥底层执

行引擎的作用, 与执行引擎的耦合度相对较低 . 本文中提到的诸多系统(如 SystemDS、HyMAC、

DMac、MATFAST)均依赖于底层 Spark 的接口来实现自身的优化技术. 然而, Spark 作为一个独立的

面向通用计算的平台, 无法感知矩阵计算应用的特点, 自然也无法针对性地优化底层的执行过程. 一

个典型的例子是, 上层矩阵计算系统无法直接管理 Spark 中数据和算子的物理位置, 仅能通过接口管

理其逻辑位置. 因此, 分布式矩阵计算系统仍然存在潜在的性能提升空间, 可通过深度融合矩阵计算

应用与底层执行引擎进一步挖掘. 

 发挥硬件加速器为矩阵计算带来的强大算力. 目前, 新型硬件加速器层出不穷, 相较于 CPU, 这些加

速器提供了更高的计算并行度, 且更善于处理无分枝的运算逻辑, 十分贴合矩阵计算的应用场景. 尽

管已有不少工作提出了基于新硬件加速器的优化技术[86,89], 但是这些工作大多聚焦某个算子或算法.

如何基于新硬件加速器构建完整的系统, 仍然值得研究. 

7   结束语 

本文首先回顾了矩阵计算系统的发展历程, 突出了新兴的分布式矩阵计算系统在大数据治理中的关键作

用; 然后, 本文参考了数据管理领域的研究思路, 从数据管理视角分析了分布式矩阵计算系统面临的挑战以

及相关技术分类; 随后, 详细介绍、总结了各个分类下的现有技术如何解决前述挑战; 最后, 本文总体分析了

典型的分布式矩阵计算系统, 并展望了未来的研究方向. 
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