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摘  要: 程序终止性判定是程序分析与验证领域中的一个研究热点. 针对非线性循环程序, 提出了一种基于反例

制导的神经网络型秩函数的构造方法. 该方法采用学习组件和验证组件交互的迭代框架, 其中, 学习组件利用程

序轨迹作为训练集合构造一个候选秩函数; 验证组件运用可满足性模理论(satisfiability modulo theories, SMT)确保

候选秩函数的有效性; 而由 SMT 返回的反例则进一步用于扩展学习组件中的训练集合, 以对候选秩函数进行精

化. 实验结果表明, 所提出的方法比已有的机器学习方法在秩函数的构造效率和构造能力上具有优势. 
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Abstract: This study proposes a novel approach for synthesizing ranking functions that are expressed as feed-forward neural networks. 
The approach employs a counter example-guided synthesis procedure, where a learner and a verifier interact to synthesize ranking 
function. The learner trains a candidate ranking function that satisfies the ranking function conditions over a set of sampled data, and the 
verifier either ensures the validity of the candidate ranking function or yields counterexamples, which are passed back to further guide the 
learner. The procedure leverages efficient supervised learning algorithm, while guaranteeing formal soundness via SMT solver. The tool 
SyntheRF is implemented, then, its scalability and effectiveness are evaluated over a set of benchmark examples. 
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随着计算机软件应用领域的不断拓宽, 软件系统的可靠性显得至关重要. 作为软件正确性理论的一个重

要分支, 程序终止性已引起了人们的广泛关注[1−3]. 对给定的一个程序, 若存在一种输入条件及相应的可执行

路径, 使得该程序在此路径上运行而不终止, 则称该程序是不终止的; 否则, 称其为终止的. 显然, 程序的不

终止可能会引起计算机系统无响应, 从而导致系统失效. 因此, 程序的终止性研究具有重要的理论意义与应

用价值. 
研究表明: 尽管程序的终止性验证已被证明是不可判定的, 但对于一些具有特殊结构的循环程序, 其终
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止性是可判定的[4−6]. 例如, 文献[5]基于迁移矩阵特征值分析给出了线性程序终止性判定的充分必要条件. 当
前, 常用的方法是借助秩函数(ranking function)来判定循环程序的终止性. 秩函数是一个将程序状态映射到实

数集合的函数, 且函数值在进入循环时是有下界的, 且在执行循环体后是严格递减的. 显然, 对给定的循环程

序, 若存在一个秩函数, 可表明该程序是终止的. 
针对线性秩函数和多项式秩函数的研究已有大量工作. 在线性秩函数生成方面, Colón 和 Sipma 在文献[7]

中利用凸多面体理论以及 Farkas 引理给出了一种线性秩函数的计算方法. Podelski 和 Rybalcheko 在文献[8]中
针对线性约束的非嵌套循环程序提出了一种线性秩函数的完备构造方法. Amir 与 Samir 等人提出了一种基于

线性规划(linear programming)的方法来合成单路径线性约束循环(single-path loops)程序的多阶段秩函数[9]. 根
据秩函数的排序方式, Manna 等人在文献[10]中提出了字典秩函数(lexicographic ranking function)的概念, 并利

用 Farkas 引理提出了一种线性字典秩函数的计算方法. 此外, 与秩函数排序方式相关的工作还有字典秩函数

终止证明[11]、线性分段秩函数(piecewise linear ranking functions)[12]等. 
在多项式秩函数生成方面, Chen 等人在文献[13]中, 通过设定循环程序的秩函数模板, 将多项式程序的秩

函数合成问题转化为半代数系统求解问题, 然后利用符号计算工具 DISCOVERER 和 QEPCAD 来求解半代数

系统, 最终得到秩函数模板中参数的解. 在文献[14]中, Shen 等人将秩函数生成问题转化为多项式优化问题, 
并通过半定规划(semidefinite programming, SDP)来计算非线性多项式秩函数. Yuan 等人则将多项式秩函数的

生成问题转化为分类问题[15], 并使用支持向量机(support vector machines, SVM)[16,17]生成候选秩函数, 然后运

用 SMT 求解器 Z3[18]进行验证. 上述方法均可用于构造多项式循环程序的多项式型秩函数, 但它们都存在各

自的缺点. 例如: 基于量词消去(quantifier elimination, QE)的方法较为耗时, 其复杂性被证明是指双数级的[19], 
因此不适于大规模的复杂程序; 而基于 SDP 的方法和基于 SVM 的方法求得的是近似的候选秩函数, 因此需

要通过 Z3 求解器进行验证. 由于 Z3 求解器无法处理包含超越函数的表达式, 因此当求得的候选秩函数包含

超越项时, 该方法无法证明候选秩函数的正确性. 
近来, 基于神经网络的技术已被用于程序分析与验证, 如循环程序不变量生成[20,21]、动态系统的稳定性

分析[22]等. 基于这种想法, Giacobbe 等人首次提出了基于深度神经网络的循环程序终止性分析方法[23], 该方

法训练一个神经网络作为候选秩函数, 并借助 Z3 求解器进行验证. 在文献[24]中, Tan 等人提出了一种深度神

经网络型秩函数构造的新方法. 与文献[23]中方法不同, 该方法通过运用优化方法来验证秩函数的正确性, 即
不需要借助可满足性模理论(satisfiability modulo theories, SMT)也能证明秩函数的正确性. 上述方法不仅能处

理线性与多项式循环程序, 而且能处理带有超越函数的循环程序. 然而, 在运用监督学习方法构造深度神经

网络型秩函数时往往需要数目较大的训练样本, 这使得上述方法在秩函数的构造效率方面较受限制. 
针对上述问题, 本文提出了一种反例制导的神经网络型秩函数的构造方法. 该方法采用 Learner 组件和

Verifier 组件交互的迭代框架, 其中, Learner 组件利用程序轨迹作为训练集合构造一个候选秩函数, Verifier 组
件运用 SMT 求解器 dreal 确保候选秩函数的有效性, 而由 SMT 返回的反例则用于更新 Learner 组件中的训练

集合以对候选秩函数进行精化. 重复上述迭代过程, 直至生成一个有效的神经网络型秩函数. 本文提出的方

法既利用监督学习方法的高效性, 同时借助 SMT 求解器来保证所求得的秩函数的正确性. 实验结果表明, 所
提出的方法比已有的机器学习方法在秩函数的构造效率和表达能力上具有优势. 

本文第 1 节介绍了关于循环程序终止性和深度神经网络的相关概念. 第 2 节是主要工作, 详细介绍反例

制导的神经网络型秩函数的构造算法. 第 3 节通过一组基准示例对所提出算法进行实验评估, 并与现有的一

些方法进行比较. 第 4 节对本文进行总结. 

1   预备知识 

1.1   循环程序与秩函数 

给定循环程序 P, 形式如下: 
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量在迭代一次之后的值. 此外, 我们要求循环程序满足以下条件. 
(1) 终止的(terminating): 循环程序不能是死循环, 是可终止的; 
(2) 确定的(deterministic): 变量的更新是确定的, 即每一次迭代时, 有且仅有一个确定的 ( )i ix f′ = x . 

对于一个如公式(1)所示的循环程序 P, 令 B 为所有满足循环条件的状态集合, 即: 
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给定一个循环程序 P 以及循环条件 B, 我们给出的秩函数定义如下. 
定义 1(秩函数). 给定一个如公式(1)所示的循环程序 P, 如果存在一个函数 R(x): n→ , 满足以下条件: 

(i) ∀x∈B, R(x)−R(x′)>c+; 
(ii) ∀x∈B, R(x)≥0, 

其中, c+是一个大于 0 的常数, 那么我们称函数 R(x)是循环程序 P 的秩函数. 
在定义 1 中: 条件(i)说明在执行循环体后, 秩函数 R(x)的值是严格单调递减的; 根据条件(ii), R(x)始终是

非负的. 因此, 若函数 R(x)满足上述条件, 则可保证循环程序 P 对任意的初始输入都是终止的[25]. 
例 1: 给定一个循环程序 P: 
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• 当 R(x)=−x1 时, 在该循环程序 P 中, 所有满足循环条件的状态集合为 B={(x1,x2)|x1>0,x1<x2}. 显然, 函
数 R(x)在该程序中严格递减. 然而, 函数 R(x)在 B 上的值小于 0, 这违背了秩函数条件(ii), 因此, 函
数 R(x)不是循环程序 P 的秩函数; 

• 当 R(x)=x2−x1 时, 函数 R(x)随着每次迭代严格递减, 并且下界大于 0, 因此, R(x)是 P 的秩函数. 

1.2   深度神经网络 

深度神经网络由许多相互连接的神经元组成, 各个神经元按接收信息的先后分为不同的层, 每一层的神

经元接收来自上一层神经元的信号, 并产生信号作为输入传递到下一层. 通常, 输入和输出层的索引分别设

为 0 和 L, 输入与输出层之间的中间层称为隐藏层, 其索引设为 l. 当给一个初始输入时, 该输入经过神经网络

的输入层, 然后通过连续的线性计算和激活函数在各层中传播, 直到到达输出层. 
对于深度神经网络, 非输入层神经元值由前一层的输出、权重矩阵 W 和偏置向量 b 计算得到. 令 x0 表示

输入层的神经元值; zl 和 xl, 1≤l≤L 分别表示隐藏层 l 中的神经元在经过激活函数 al 前、后的值; xL 表示输出

层的神经元值, 则神经网络的前向传播可表示为 
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根据通用近似定理(universal approximation theorem)[26], 深度神经网络具有很强的拟合能力, 在神经元个
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数足够的情况下, 常见的连续非线性函数都可以用深度神经网络来近似. 

2   秩函数生成与验证 

给定的一个如公式(1)所示的循环程序 P, 本文旨在如何利用深度神经网络构造一个秩函数 R(x), 以保证

循环程序的终止性. 为此, 我们提出了一个基于深度神经网络和 SMT 求解的反例制导框架. 如图 1 所示, 该
框架由 Learner 组件和 Verifier 组件组成. 下面, 我们将分别介绍 Learner 组件和 Verifier 组件. 

• Learner组件: 由循环程序的轨迹构造训练样本集, 并将定义 1中的秩函数条件编码为损失函数; 然后

运用梯度下降方法训练神经网络, 直至损失函数的取值为 0. 此时, 求得的神经网络即为候选的秩函

数. 由于该候选秩函数仅在训练集上能满足定义 1 中的秩函数条件, 因此需进一步将该候选秩函数传

递给 Verifier 组件进行验证, 以保证该候选秩函数的正确性; 
• Verifier 组件: 对于求得的一个候选秩函数, 运用 SMT 求解器进行验证. 如果候选秩函数满足定义 1

中的秩函数条件, 则说明该候选秩函数是正确的; 否则, SMT 求解器返回一个不满足秩函数条件的反

例, 并利用该反例对训练集进行更新, 以重新训练新的候选秩函数. 

 
图 1  面向秩函数生成的反例制导架构 

在上述反例制导框架中, Learner 组件和 Verifier 组件交替迭代运行, 直至 Verifier 组件返回一个有效的秩

函数, 或者达到预设的最大迭代次数. 

2.1   候选秩函数生成 

在 Learner 组件中, 我们以前馈神经网络为模板来构造候选秩函数. 前馈神经网络的结构如下. 
• 一个输入层、输出层, L−1 个隐藏层; 
• 输入层的维数等于循环程序中状态变量的个数; 
• 输出层的维度为 1, 即输出的结果为一个标量. 
对于神经网络, 激活函数在学习和理解非线性函数时有着非常重要的作用. 激活函数是连接上一层到下

一层神经元值的非线性函数, 因此增强了神经网络的表示能力和学习能力. 常用的激活函数有 sigmoid型激活

函数、Relu 激活函数、Swish 激活函数等. 在文献[23,24]中, Relu 函数和 sigmoid 函数分别作为合法的激活函

数, 其中, 
,  01( ) ,  ( )

0,  01 e x

x x
sigmoid x Relu x

x−

>⎧
= = ⎨

+ ⎩ ≤
. 

为了更好地呈现本文方法的有效性, 我们也选取 Relu 函数和 sigmoid 函数作为神经网络的激活函数. 
2.1.1   训练集的构造 

在 Learner 组件中, 我们利用循环程序的轨迹来构造深度学习所需的训练样本集合 Xtrain. 具体地, 给定一
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个如公式(1)所示的循环程序 P, 其满足循环条件的状态空间 B 如公式(2)所示, 训练样本集 Xtrain 的构造方式则

可表示为 
Xtrain:=proj(filter(mesh(l,u))), 

其中, mesh 和 filter 分别表示网格构建和过滤过程. 
首先, 我们运用 mesh[l,u]函数对状态空间 B 进行网格采样. 令 l,u∈ n 分别为状态空间 B 的上、下界. 对 

超矩形[l,u]的各维度, 以预定的网格间距 s 进行等距采样可得到格点集合 M; 然后, 我们对格点集合 M 进行

filter 运算, 即依据程序 P 的循环条件对集合 M 中的各格点进行筛选, 去除不满足循环条件的格点, 从而得到

神经网络训练时所需的样本数据集 Xtrain:=M∩B. 显然, 当 B 本身即为超矩形[l,u]时, Xtrain=M. 需要说明的是:
当循环程序的状态空间 B为无界区域时, 我们借鉴了文献[24]中的方法, 将状态空间 B映射到一个有界的状态

空间, 并在该有界状态空间中进行网格采样, 具体实现请见文献[24]. 
2.1.2   损失函数 

在深度学习中, 通常借助损失函数来估量神经网络模型的预测值与真实值之间的差异. 损失函数是一个

非负实数函数. 令θ为网络参数, 包含所有的权重与偏置. 在 Learner 组件中, 我们试通过不断地更新网络参数

θ, 从而使得所得到的神经网络模型能满足秩函数的条件. 为此, 我们将定义 1 中的秩函数条件编码为深度学

习中的损失函数, 以刻画神经网络模型违反秩函数条件的程度. 下面, 我们将介绍如何根据秩函数条件设置

损失函数. 
首先, 为保证定义 1 中的秩函数条件(i): ∀x∈B, R(x)−R(x′)>c+成立, 我们引入损失函数: 

 1 ~ ( ) (max{ ( ) ( ) ,0})
Bx B R R cρ

+′= − + +L x xE  (4) 

其中, x′是 x 在执行循环体之后的值, 即 x′=f(x); c+是大于 0 的常数. 对任意的 x∈B 使得 R(x)−R(x′)<c+, 损失函

数 L1 对其施加惩罚, 从而使得 R(x)−R(x′)在 B 上趋于正值. 显然, 有: 
∀x∈B, (L1=0⇒R(x)−R(x′)≥c+). 

成立, 即当L1=0 时, 候选秩函数 R(x)满足∀x∈B, R(x)−R(x′)≥c+. 

同样地, 为保证定义 1 中的秩函数条件(ii): ∀x∈B, R(x)≥0 成立, 我们引入损失函数: 
 2 ~ ( ) (max{ ( ),0})

Bx B Rρ= −L xE  (5) 

对任意的 x∈B 使得 R(x)<0, 损失函数L2 对其施加惩罚, 从而使得 R(x)在 B 上趋于非负. 显然, 有: 
 ∀x∈B, (L2=0⇒R(x)≥0) (6) 
成立, 即当L2=0 时, 候选秩函数 R(x)满足∀x∈B, R(x)≥0. 

综上所述, 秩函数生成问题可以转化为损失函数L(θ)=L1+L2 的最小化问题. 显然, 损失函数L(θ)是非负

的. 对任意的一组网络参数θ*, 使得L(θ*)=0, 与之相应的候选秩函数必然满足定义 1 中的秩函数条件, 因此是

一个有效的秩函数. 反之, 有效的秩函数则定义了损失函数L(θ)的全局最优解. 也就是说, 对于任意的有效秩

函数, 与之相应的网络参数θ*满足L(θ*)=0, 即θ*为L(θ)的一个全局最优解. 
然而, 由于不知道真实程序状态在状态空间 B 上的分布, 在实际中, 我们无法计算期望损失L(θ). 因此, 

根据经验风险最小化准则, 我们试计算一组网络参数θ*使得经验损失 ( )θL : 

 
1 1

( ) max{ ( ) ( ) ,0} max{ ( ),0}
n n

i i
R R c R xθ +

= =

′= − + + + −∑ ∑x xL  (7) 

在训练集合Xtrain上最小, 即 * arg min ( )
θ

θ θ= L . 显然, 当存在一组网络参数θ*使得 *( )θL =0, 与之相应的候选秩 

函数 R(x)在训练集 Xtrain 上满足定义 1 中的秩函数条件. 本文采用经典的 Adam 优化器, 通过梯度下降算法实

现经验损失函数最小化, 从而得到相应的候选秩函数. 
例 2: 给定一个循环程序 P, 表达式为 
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2 2 2
1 2 3

1 1 3

2 2 1

3 3 3

 1  

         1 cos( )

         1 cos( )

         1 sin( )

x x x

x x x

x x x

x x x

+ +

′ = − −

′ = − −

′ = − −

while do≤

 

试构造一个秩函数 R, 使得 2 2 2
1 2 3 1 2 3{ , , | 1}, ( ) ( ) ( ) 0x x x x x x x R x R x c R x+′∀ ∈ + + − ≥ ∧≤ ≥ 成立. 

构造一个 3 层的神经网络, 其中, 输入层、隐藏层与输出层节点数分别为 3, 10, 1, 选择 sigmoid 函数作为

激活函数, 并用学习率为 0.001 的 Adam 优化器来训练这个神经网络, 我们可以得到一个候选秩函数 R(x), 满
足以下条件: 

 

T
1 1 1 1 1 1 2 3

2 1

2 2 2

, [ , , ]
( )

( )

z W b x x x
sigmoid z

R x W b

⎧ = + =
⎪

=⎨
⎪ = +⎩

x x
x

x
 (8) 

其中, 

1

0.58851 0.55490 0.39862 0.31029 0.14352 0.36681 0.75939 1.02156 1.06512 1.55494
1.22047 0.51520 2.10911 0.69139 0.81984 0.56088 0.16346 1.04451 2.62539 0.31080

1.01813 0.62673 1.63820 1.3
W

− − − −
= − − − − −

− − −

T

T
1

2

0.00188 0.00123 0.00404 0.00219 0.00224 0.00266 0.00669 0.002

,
6523 0.34825 0.02534 1.42174 0.26419 1.58296 0.54971

[ ] ,
[0.93271 0.93348 0.93183 1.07352 0.954

68 0.00407 0.008
41

8
 0.

7b
W

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

=
=

2

93963 0.92702 1.06152 1.06726 ],
[0.23 ].429b =

 

在训练过程中, 经验损失函数与迭代次数的关系如图 2 所示. 可以看出: 经验损失随着迭代次数的增加

而迅速下降, 并在 580 次迭代后收敛到 0. 这说明上述的候选秩函数 R(x)能保证在训练集上满足秩函数条件, 
而无法保证在状态空间 B 上也满足秩函数条件. 

 
图 2  候选秩函数损失值随着迭代快速减少 

2.2   秩函数验证与反例生成 

如前所述, 在 Learner 组件中, 通过学习神经网络参数, 使得经验损失函数最小化的方法仅保证所求得的

候选秩函数在训练集上满足秩函数条件. 因此, 我们还需借助 Verifier 组件对 Learner 组件计算得到的候选秩

函数进行进一步验证, 以确保候选秩函数的正确性. 
在 Verifier 组件中, 我们使用了 SMT 求解器 dreal 来验证该候选秩函数是否满足定义 1 中的秩函数条件.

若不满足, SMT 求解器则返回一个违反秩函数条件的状态作为反例. 根据秩函数的定义, 若一个候选秩函数

满足下列条件: 
 ∀x∈B, R(x)≥0∧R(x)−R(x′)≥c+ (9) 
则称其为循环程序 P 的秩函数. 这可进一步转化为验证条件(9)的逆反命题: 
 ∃x∈B, (R(x)<0)∨R(x)−R(x′)<c+ (10) 

若公式(10)存在解, 则该解可作为候选秩函数关于秩函数条件(10)的反例, 并进一步用于扩充 Learner 组
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件中的训练集, 而提高下一轮迭代训练的精确性. 相反, 若公式(10)经 SMT求解器判定为不可满足的, 即找不

到状态 x 使得公式(10)成立, 则说明候选秩函数能严格满足秩函数条件(10), 因此是循环程序 P 的有效秩函数. 
在上述反例制导的迭代学习框架中, 反例的选取是优化候选秩函数的关键. 基于这一特征, 我们力图一

次搜索多个反例, 进而用于引导 Learner 组件改进候选秩函数. 通常, SMT 求解器在求解时难以同时生产多个

反例, 幸运的是, 根据函数的连续性, 反例周围的样本点同样可能违反秩函数条件. 因此, 我们在反例的邻域

中进行随机采样, 进而根据条件(10)进行确认, 并将确认为反例的样本添加至下一轮迭代的训练集. 上述方式

有效减少了迭代学习的时间, 从而提高了训练候选秩函数的效率. 
例 2 续: 对于公式(8)中的候选秩函数 R(x), 我们使用 SMT 求解器 dreal 找到了一个反例 x:(x1=0.7192, 

x2=−0.6689, x3=−0.1870), 该反例违反了秩函数条件 R(x)−R(x′)<c+. 采用上述的基于反例制导的迭代学习框架, 
经过 4 次迭代后, 我们得到了循环程序 P 的一个有效秩函数 R(x): 

T
1 1 1 1 1 1 2 3

2 1

2 2 2

, [ , , ]
( )

( )

z W b x x x
sigmoid z

R x W b

⎧ = + =
⎪

=⎨
⎪ = +⎩

x x
x

x
 

其中, 

1

0.92969 0.97519 0.56415 0.16971 1.42025 0.61081 1.40393 1.9905 1.42759 1.78298
0.79271 1.25771 1.16492 0.16850 1.23613 0.06772 1.40757 0.32609 0.10745 0.35209

0.41964 0.50886 0.11197 0.03039 
W

− − − −
− −

−
=

−

T

T
1

2

,

[0.06188 0.06123 0.06404 0.09709 0.06221 0.07246 0.06069 0.07234 0.07207 0.073

0.71144 0.51805 0.97

87] ,
[1.05307

699 0.64773 0.40218 

 0.948

0.69

12 0.94271 1.074532 1.05045 1.062

2

3

3

7 

9

b
W

⎡

−

⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=
=

−

2

0.94162 0.94101 1.05940 0.93969 ],
[0.13 ].123b =

 

2.3   秩函数生成算法 

算法 1中描述了基于反例制导的秩函数生成的主要实现步骤. 该算法以循环程序P、最大迭代次数maxIter
作为输入, 以秩函数为输出. Learner 组件和 Verifier 组件分别由算法 1 中的 LEARNER 和 VERIFIER 函数实现. 

算法 1. 
输入: 一个循环程序 P 如公式(1), 最大迭代次数 maxIter; 
输出: 有效秩函数 R. 
1:  LEARNER(Xtrain) 
2:    repeat 
3:      R←NNθ  //NNθ代表神经网络, R 代表候选秩函数, θ为神经网络参数 

4:      计算神经网络损失函数 ( )L θ  

5:      Lθθ θ α∇← +  

6:    until 损失函数收敛到 0 
7:    return R 
8:  VERIFIER(R,P) 
9:    验证候选秩函数是否满足条件(10) 
10:   反例 or 不满足←SMT 求解器(R,P) 
11:   return 反例 or 不满足 
12: MAIN(⋅) 
13:   Xtrain←对 P 采样 
14:   初始化 Nθ 
15:   while iter<maxIter do 
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16:     Nθ←LEARNING(X_data) 
17:     switch VERIFICATION(Nθ,P) do 
18:       case 不满足: return Nθ  //验证结果为不满足说明 Nθ为真秩函数. 
19:       case 反例: X_data←X_data∪反例 
我们首先构建训练数据集 Xtrain, 并初始化神经网络(第 13 行、第 14 行). 第 15 行~第 19 行是该算法的主

要执行步骤. 函数 LEARNER 通过使用梯度下降优化方法更新网络参数θ来最小化经验损失函数(第 4 行、第 5
行), 当损失函数收敛至 0 时返回一个候选秩函数, 并将其作为 VERIFIER 函数的输入. VERIFIER 函数通过

SMT 求解器验证秩函数条件的可满足性(第 9 行、第 10 行). 当返回结果为不满足时, 说明该候选秩函数为有

效秩函数, 并将其作为结果输出, 程序结束; 否则生成反例, 并将其用于扩充下一次迭代中的训练数据集. 重
复上述步骤, 直到达到最大迭代次数 maxIter. 

需要指出的是, 算法 1 并不能提供完备的终止性判定结果. 如前所述, 对给定的循环程序, 算法 1 若能找

到相应的秩函数, 则表明该程序是终止的. 然而, 当算法 1 在给定的最大迭代次数内仍不能求得秩函数时, 我
们无法给出任何关于循环程序终止性的分析结果. 图 3 列举了两个选自文献[24,27]的非终止循环程序. 对于

非终止循环程序 1, 运用算法 1 得到了一个候选秩函数, 然而经 SMT 求解器验证, 该候选秩函数存在违反秩

函数条件的反例, 并且在迭代次数超过 10 次后仍是如此. 因此, 我们判定算法 1 无法求得有效的秩函数. 

 
 非终止循环程序 1   非终止循环程序 2 

图 3  非终止循环程序 

对于非终止循环程序 2, 如图 4 所示, 在运用算法 1 计算秩函数时, 出现经验损失函数在训练集上无法收

敛到 0 的问题. 因此, 我们判定算法 1 无法求得候选值函数. 

 
图 4  非终止循环程序 2 的经验损失函数在训练集上无法收敛到 0 

3   实验结果及分析 

基于算法 1, 我们借助 tensorflow 平台实现了相应的原型工具 SyntheRF. 文中所有的实验均在配有 64GB 
RAM, 3.7 GHz Intel Core-i9 处理器上进行. 在实验中, 我们选取 3 层结构的神经网络模型, 输入节点数量依据

程序变量的维度而定, 隐藏层节点数设为 10, 输出层节点数设为 1. 此外, Learner 组件中的优化器学习率设为

0.01, c+设为 0.01, 并选取 sigmoid、Relu 函数为激活函数选; 选取 dreal 工具作为 Verifier 组件中的 SMT 求解

器, 其中, dreal 参数δ设置为 0.000 1, 验证时间上限设置为 1 000 s. 

3.1   实验案例来源 

附录 A 中给出了文中实验的所有实例, 其中, 循环程序 1、循环程序 11、循环程序 12、循环程序 15 选自
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文献[15], 循环程序 16 来自文献[9], 其他循环程序来自文献[24]. 这些实例既包含了维度不同的循环程序, 又
包含了多项式循环程序和带有超越函数的循环程序等. 

3.2   实验结果 

表 1 给出了 SyntheRF 与文献[24]中的 TAN-LI 方法的实验结果. 由于文献[24]中没有给出 TAN-LI 方法生

成秩函数所需的具体时间, 为此, 我们复现了该方法, 从而给出了每个例子的实验时间. 在与 TAN-LI 方法对

比时, 我们使用了与之相同的 sigmoid 激活函数. 

表 1  SyntheRF 与 TAN-LI 方法结果对比 

Examples Network structure SyntheRF TAN-LI 方法[24] 

tl tv Samples Iters t Samples 
1 1-10-1 0.30 0.09 20 1 2.87 221 
2 1-10-1 0.17 0.08 20 1 0.25 17 
3 1-10-1 0.25 0.01 22 1 0.40 227 
4 1-10-1 0.24 0.01 22 1 0.27 227 
5 2-10-1 0.09 0.06 55 2 40.58 28 483 
6 2-10-1 0.17 0.01 110 1 0.22 5 223 
7 2-10-1 0.30 0.01 313 1 1.13 43 541 
8 2-10-1 0.68 0.01 313 2 18.48 43 541 
9 2-10-1 0.71 0.11 313 1 0.89 43 541 

10 2-10-1 0.26 0.05 110 1 8.42 9 045 
11 2-10-1 0.39 0.04 313 2 17.43 43 541 
12 2-10-1 0.14 0.08 150 2 30.81 27 167 
13 2-10-1 0.23 2.59 901 2 12.26 53 361 
14 2-10-1 0.15 0.90 901 2 11.05 53 908 
15 2-10-1 0.12 0.02 15 1 0.34 602 
16 2-10-1 4.72 0.01 1 225 2 14.59 9 045 
17 2-10-1 0.45 0.01 820 1 1.03 9 045 
18 2-10-1 0.18 0.05 1 225 2 72.11 62 500 
19 3-10-1 0.09 0.02 110 1 2.38 6 786 
20 3-10-1 0.10 1.21 4 160 4 456.03 452 865 
21 3-10-1 0.11 5.95 4 160 3 26.52 229 919 
22 3-10-1 0.10 0.07 2 060 1 9.62 143 100 

在表 1 中: 编号与附录中所列实例相一致, 网络结构表示各实例中采用的神经网络模型的具体结构, tl 表

示Learner组件计算候选秩函数所需的神经网络训练时间, tv表示Verifier组件判定候选秩函数正确性所需的验

证时间, Samples 表示初始训练集的大小, Iters 表示反例制导迭代学习的训练次数. 在“TAN-LI 方法”中, t 和
Samples 的含义与“SyntheRF”中的相同. 由于 TAN-LI 方法采用优化方法判定候选秩函数的正确性, 所需的验

证时间相对较少, 这里忽略不计. 
从表 1 可以看出: SyntheRF 和 TAN-LI 方法均成功合成了所有 22 个循环程序的秩函数, 但就初始训练集

规模而言, SyntheRF 所需的训练样本数量较 TAN-LI 方法更少, 尤其对于编号 5、编号 7−编号 9、编号 20、编

号 21 等对应的循环程序, 相差更是明显. 这是因为 TAN-LI 方法为保证深度学习方法计算得到的候选秩函数

能严格满足秩函数条件而对采样间隔有严格要求, 但 SyntheRF 不需要固定的采样间隔, 可根据具体循环程序

进行灵活采样. 此外, 在计算候选秩函数所需的神经网络训练时间上, SyntheRF 所花费的时间也少于 TAN-LI
方法, 例如编号 5、编号 12、编号 18、编号 20、编号 21 等对应的循环程序. 总的来说, SyntheRF 平均需 1.78s
生成有效的秩函数, 而 TAN-LI 方法平均需要 60s. 与此同时, SyntheRF 所需初始训练集样本数目仅为 TAN-LI
方法的 2%. 由此可见, SyntheRF 较 TAN-LI 方法更为有效. 

对于一些没有借助反例增强的例子, 如表 1 中编号为 7, 9, 10, 19 对应的循环程序, 仅经过一次学习-验证

过程就得到一个有效的秩函数. 这说明对应的循环程序秩函数的解空间较大, 使用较少的训练集也能够生成

有效的秩函数, 因此在训练时间上相较略少. 
此外, 对于表 1 中编号 5、编号 12、编号 18、编号 20 等对应的循环程序, 由于 SyntheRF 采用了反例制

导的深度学习方法实现秩函数生成, 其所花费的训练时间远少于TAN-LI方法, 这能较好地反映了反例制导方
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法的作用. 
表 2 展示了 SyntheRF 与文献[22]中的 Giacobbe 方法以及文献[15]中基于支持向量机(SVM)的方法的实验

评估结果. 特别地, 在与 Giacobbe 方法相比较时, 我们使用了与之相同的 Relu 激活函数. 在表 2 中, T 代表成

功找到有效秩函数, F 代表未能找到有效秩函数. 

表 2  SyntheRF 与 Giacobbe 方法、基于 SVM 的方法的结果对比 

编号 Giacobbe 方法[23] 基于 SVM 的方法[15] SyntheRF 编号 Giacobbe 方法[23] 基于 SVM 的方法[15] SyntheRF 
1 T T T 12 T T T 
2 T F T 13 T T T 
3 T F T 14 T T T 
4 T F T 15 T T T 
5 T T T 16 F F T 
6 T T T 17 T T T 
7 F F T 18 T F T 
8 F F T 19 F F T 
9 F F T 20 F F T 

10 T F T 21 F F T 
11 F T T 22 T T T 

在文献[22]中, Giacobbe等人使用了Relu函数作为神经网络的激活函数, 并将隐藏层与输出层之间的权重

设为 1, 从而保证所合成的候选秩函数始终是非负的. 由于这种神经网络模型的特殊结构, 使得Giacobbe方法

在处理编号 7−编号 9、编号 11、编号 16、编号 19−编号 21 等对应的循环程序的秩函数生成问题时失效, 而
SyntheRF 则均能成功生成有效的秩函数. 

此外, 文献[15]中基于 SVM 的方法需借助 Z3 求解器验证候选秩函数的正确性, 而 Z3 求解器无法处理具

有超越项的逻辑公式. 因此, 基于 SVM 的方法无法处理编号 3、编号 4、编号 7−编号 10、编号 19−编号 21
对应的含有超越函数的循环程序. 而 SyntheRF 不仅可以处理多项式循环程序, 也可以处理含有超越项的循环

程序. 
综上所述, SyntheRF 较已有的基于机器学习的秩函数生成方法相比, 在构造效率和构造能力上具有一定

优势. 

4   总  结 

本文提出了一种基于反例制导合成非线性秩函数的方法. 该方法采用迭代的方式, 主要通过 Learner 组件

与 Verifier 组件生成有效的秩函数, 其中, Learner 组件训练深度神经网络生成候选秩函数, Verifier 组件通过 
SMT 求解器验证秩函数条件. 两者相互迭代, 直至生成有效的秩函数. 实验结果表明, 我们提出的方法比已

有的机器学习方法在秩函数构造效率和构造能力上具有优势. 
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附录 A 

表 3  循环例子 

# 维度 Loop programs 
1 1 while x≥1, x≤3 do x′=5x−x2 
2 1 while x>4 do x′=−2x+4 
3 1 while sin(x)≥0 x≥1, x≤6 do x′=−x 
4 1 while sin(x)≥0 x≥1, x≤6 do x′=x+1+cos(x)2 
5 2 1 2 1 2 1 1 1 2 21,  1,  2  1,  1x x x x x x x x x′ ′− + = − = −while do≥ ≥ ≤  

6 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 0,  2 1,  3  4 1,  1x x x x x x x x x x′ ′+ = − − + = − −while do≥ ≥ ≤  

7 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 21,  cos( ) 0  1,  1x x x x x x x′ ′+ = + = −while do≤ ≥  
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表 3  循环例子(续) 

# 维度 Loop programs 
8 2 2 2

1 2 1 1 1 2 2 21  1 cos( ),  1 cos( )x x x x x x x x′ ′+ = − − = − −while do≤  

9 2 2 2 2 3
1 2 1 1 1 1 2 2 2 1,  cos( ) 0  1 sin( ) ,  1 cos( )x x x x x x x x x′ ′+ = − − = − −while do≤ ≥  

10 2 1
1 1 2 1 1 2 2

1 11,    2 e ,  1
16 16

xx x x x x x x−′ ′= + + = +while do≥ ≤  

11 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1  1,  1x x x x x x x x′ ′+ = − + = + −while do≤  

12 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 1,  3,  1  5 ,  x x x x x x x x x x′ ′+ = − = +while do≥ ≤ ≤  

13 2 2 2
1 2 1 1 2 2 2 1,  1  ,  1x x x x x x x′ ′= + = −while do≤ ≤  

14 2 2
2 2 1 1 1 2 2 1   ,  x x x x x x x′ ′− + = − = −while do≤  

15 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 2 22

1

1 1,  2 3   1 ,  3 1x x x x x x x x x x
x

′ ′+ = + = − − + +while do≥ ≤  

16 2 1 1 2 1 1 2 2 0,    2 ,  1x x x x x x x′ ′> = = +while do≤  

17 2 1 1 2 1 1 2 2 2 1,    ,  x x x x x x x x′ ′> = + = −while do≤  

18 2 1 2 1 1 2 2 20,  0  ,  1x x x x x x x′ ′> = + = −while do≥  

19 3 2 2 1 1 1 1 2 2 3 3
1 0,  ,  1  1,  tan( ) 1,  
4

x x x x x x x x x x′ ′ ′> = + = + = −while do≤ ≤  

20 3 2 2 3
1 2 3 1 1 1 2 2 1 3 3 31  1 cos( ),  1 cos( ),  1 sin( )x x x x x x x x x x x x′ ′ ′+ + = − − = − − = − −while do≤  

21 3 2 2 3 3
1 2 3 2 1 1 2 2 3 3 1,  sin( ) 0  1,  ,  sin( )x x x x x x x x x x′ ′ ′+ + = − = =while do≤ ≥  

22 3 2 2 1 3 1 1 2 2 3 31,  ,  0  ,  ,  1x x x x x x x x x x′ ′ ′= − = = +while do≥ ≤ ≥  
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