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摘  要: Tip 分解作为图数据管理领域的热点研究问题, 已被广泛应用于文档聚类和垃圾邮件组检测等实际场景

中. 随着图数据规模的爆炸式增长, 单机内存已无法满足其存储需求, 亟需研究分布式环境下 Tip 分解技术. 现有

分布式图计算系统的通信模式无法适用于二部图, 为此, 首先提出一种基于中继的通信模式, 以实现分布式环境

下处理二部图时消息的有效传递; 其次, 提出分布式 butterfly 计数算法(DBC)和 tip 分解算法(DTD), 特别地, 为解

决处理大规模二部图时 DBC 面临的内存溢出问题, 提出了一种可控的并行顶点激活策略; 最后, 引入基于顶点优

先级的消息剪枝策略和消息有效性剪枝策略, 通过减少冗余通信和计算开销, 进一步提高算法效率. 实验平台部

署于国家超算中心高性能分布式集群上, 在多个真实数据集上的实验结果验证了所提算法的有效性和高效性. 
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Abstract: Tip decomposition has a pivotal role in mining cohesive subgraph in bipartite graphs. It is a popular research topic with wide 
applications in document clustering, spam group detection, and analysis of affiliation networks. With the explosive growth of bipartite 
graph data scale in these scenarios, it is necessary to use distributed method to realize its effective storage. For this reason, this work 
studies the problem of tip decomposition on a bipartite graph in the distributed environment for the first time. Firstly, a new relay based 
communication mode is proposed to realize effective message transmission when the given bipartite graph is decomposed in distributed 
environment. Secondly, the distributed butterfly counting algorithm (DBC) and tip decomposition algorithm (DTD) are designed. In 
particular, a controllable parallel vertex activation strategy is proposed to solve the problem of memory overflow when DBC decomposes 
large-scale bipartite graphs. Finally, the message pruning strategy based on vertex priority and message validity pruning strategy are 
introduced to further improve the efficiency of the algorithm by reducing redundant communication and computing overhead. The 
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experiment is deployed on the high performance distributed computing platform of National Supercomputing Center. The effectiveness 
and efficiency of the proposed algorithms are verified by experiments on several real datasets. 
Key words: bipartite graph; butterfly counting; distributed system; tip decomposition 

二部图是一种特殊的图类型, 图中顶点集可分为两个不相交子集 U 和 V, 仅不同子集中的顶点间存在边, 
即 G=(U,V,E), 满足{e=(u,v)∈E|u∈U∧v∈V}. 近年来, 针对二部图中内聚子图的挖掘技术受到广泛关注, 并被

应用于文档聚类[1]、作者-论文关系分析、用户-产品关系分析[2]和垃圾邮件组检测[3]等实际应用中. 
目前, 针对简单图上 k-core[4,5]和 k-truss[6]等稠密子图结构的分解技术已存在大量研究. 这些技术可用于

分析由二部图转换获得的简单图[7], 但会造成原始结构信息的丢失. 此外, 将二部图转化为简单图时, 图的规

模将增加 6 个数量级[8], 进而造成大量额外空间存储开销. 因此, 现有针对简单图的分解技术无法适用于大规

模二部图数据, 需研究针对二部图的稠密子图分解算法. 
Butterfly 子图是二部图中最小的紧密子图结构, 其包含分别来自于两个顶点集合(U/V )的 4 个顶点组成的

二部团, 各顶点对应的 butterfly 子图数量即为该顶点的 butterfly 度. 可见, 任意两个同侧顶点共享的 butterfly
子图越多, 则说明二者联系越紧密. 该结构可用于衡量二部图中同侧顶点间的稠密关系. k-tip被定义为一种紧

密社区 H=(U ′,V ′,E′), 满足任意 u∈U ′存在于至少 k 个 butterfly 子图中. 对于一个特定顶点 u, 若其只能存在于

k-tip 而不能存在于 k+1-tip 中, 则 u 的 tip 值为 k. 本文研究的 tip 分解算法用于计算给定图中所有顶点的 tip
值[9]. 

Sariyuce等人[8]提出了一种基于层次剥离算法用于分解给定的二部图. 该算法迭代删除 butterfly度最小的

顶点, 而顶点被删减时的 butterfly 度即为其 tip 值. 如图 1(a)所示, V 中有 4 个顶点 v1, v2, v3 和 v4, U 中有 5 个

顶点 u1, u2, u3, u4 和 u5, 其中, 顶点 u1, u2, v1 和 v2 构成了一个 butterfly 子图(即(2,2)-二部团). 若 G 中每个顶点

u∈U, 至少存在于一个 butterfly 子图中, 则 G 为 1-tip 社区. 类似地, 图 1(c)和图 1(d)中的子图分别为 2-tip 和

3-tip 社区. 集合 U 中每个顶点的 tip 值如图 1(e)所示. 
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图 1  二部图的分布式 tip 分解示例图 

挑战: 现有的 butterfly 子图计数(简称 butterfly 计数)算法和 tip 分解算法[10−12]建立在单机内存可以满足原

始图数据和中间计算结果存储需求的基础上. 随着二部图规模的不断增长, 单机内存已难以满足大规模二部

图数据的存储需求. 为此, 需对大规模图数据进行分布式存储, 并研究相应的分布式二部图处理技术; 其次, 
由于二部图结构特殊性, 两个顶点集合中存在大量 id 相同的顶点, 而现有分布式图计算系统主要针对简单图, 
其通信模式依赖于顶点 id, 因而在处理二部图时会出现消息发送/接收错乱的情况, 导致错误的计算结果; 最
后, 二部图中同侧顶点间无直接边连接, 而 tip 分解旨在挖掘同侧顶点间的稠密关系, 需通过二跳消息传输才

能实现 butterfly 计数算法和 tip 分解算法, 这将导致大量的通信开销, 进而影响分解的效率. 
为应对上述挑战, 本文探索分布式环境下面向大规模二部图的 butterfly 子图计数和 tip 分解算法, 其中,
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分布式存储环境可以有效地解决大规模二部图的原始数据存储以及中间计算结果的存储需求. 基于分布式计

算环境, 本文设计了一种基于中继的通信模式, 通过中继顶点转发消息, 从而保证消息传递的有效性, 以解决

现有分布式图计算系统依赖顶点 id 进行消息传递的局限. 具体来说, 给定一个二部图 G=(U,V,E), 计算 U 中所

有顶点的 tip 值. 将 V 中的顶点作为中继顶点, 其不需要执行计算, 仅负责转发接收到的消息, 而 U 中的顶点

根据需要执行不同的计算功能. 由于中继顶点(V 侧顶点)可直接获取待分解侧顶点(U 侧顶点)信息, 如顶点的

度、tip 值等, 则可根据这些属性信息设计消息剪枝策略以减少额外的通信开销, 进而减少下一轮迭代中的计

算量. 据此, 本文提出了一种基于中继通信方式的分布式 butterfly计数算法, 并依据顶点优先级引入一种消息

剪枝策略来减少冗余通信开销; 随后, 基于 butterfly 计数结果设计了一种基于层次剥离的分布式 tip 分解算法

来计算所有顶点的 tip 值. 在 tip 分解过程, 通过维护一个 butterfly 树 BFTree, 将顶点按 butterfly 度分层存储; 
最后, 基于 BFTree 的最小键剥离对应叶子中的顶点, 当 BFTree 为空时, 即可得到所有顶点的 tip 值. 

本文的主要贡献如下: 
• 设计了一种基于中继的通信模式, 并构建了一个适用于二部图紧密子图分析的分布式图计算系统. 
• 提出了一种高效的分布式 butterfly 计数算法(distributed butterfly counting (DBC)). 特别地, 为解决

DBC 分解大规模二部图数据时内存溢出问题, 引入了可控的并行顶点激活策略, 从而实现有效计算

butterfly 计数的同时提高算法并行度. 
• 提出了一种基于 butterfly 树 BFTree 的分布式 tip 分解算法(distributed tip decomposition (DTD)), 为进

一步提高算法效率, 引入基于顶点优先级的消息剪枝策略以减少冗余通信和计算开销. 
• 在国家超级计算长沙中心部署分布式图计算系统并实现本文所设计算法, 在多个真实数据集上验证

了所提算法的有效性和高效性. 
本文第 1 节总结相关工作, 介绍分布式图计算系统、butterfly 计数和 tip 分解问题的相关算法. 第 2 节给

出本文使用到的相关定义与问题定义. 本文提出的基于中继的通信模式和分布式 butterfly 计数算法在第 3 节

中提出. 第 4 节阐述分布式 tip 分解算法. 实验结果与分析在第 5 节中给出. 最后, 在第 6 节对本文的研究进

行总结与展望. 

1   相关工作 

本节主要介绍分布式图计算系统、二部图 butterfly 计数算法和 tip 分解算法的相关工作. 

1.1   分布式图计算系统 

分布式图计算系统多基于 BSP 模型设计, 是一种适用于图计算任务的计算模式. 如图 2 所示, 超步作为

基本迭代单元, 它由 3 个步骤组成: 接收消息、计算和发送消息. 在每个超步的末尾, 都有一个用于同步消息

的全局栅栏. 

 
图 2  BSP 模型 

基于 BSP 模型、Pregel[13]、Giraph[14]、GraphX[15]和 Pregel+[16]等以顶点为中心计算模式的图计算系统相

继提出. 面向大规模图数据, 于戈等人[17]就图数据管理与处理机制两个方面, 综述了大规模图数据处理中计

算模型、通信机制、分割策略、索引结构和容错管理等关键问题. 陆李等人[18]提出了度变异系数和分片通达
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度两个特征参数, 用于优化 CPU+GPU 异构环境下图计算系统研究平台和负载特征感知的在线分割算法的性

能. 张程鹏等人[19]根据分布式图计算框架中存在的不确定性因素和鲁棒性问题, 提出了基于成本、效率和质

量这 3 个维度的容错技术评估框架. 
与面向简单图的图计算系统 [20−22]和图算法 [23−25]相比, 为处理二部图而设计的系统和图算法要少得多. 

Chen等人[26]提出了一个在PowerGraph上实现的以顶点为中心的系统BiGraph, 目的在于为机器学习算法有效

地划分二部图. Liu 等人[27]则设计了一种高效的在二部图上用于计算(α-β)-core 的索引构建和维护算法, 可以

用于对动态二部图的分析. 但是这些系统与算法并没有为 butterfly 计数算法引入特殊的优化策略. 
综上, 现有的图计算系统和图算法不能有效地用于处理 butterfly 计数和 tip 分解问题. 

1.2   二部图butterfly计数和tip分解 

Butterfly 子图是二部图中重要的图结构, 广泛应用于 k-tip 社区发现等二部图结构挖掘中. 本文主要研究

二部图上 butterfly 计数和 tip 分解算法. 
为了优化 butterfly 计数算法, Chiba 和 Nishizeki[28]设计了一种顶点优先的计数算法, 优化了图中边搜索过

程. Wang 等人[9]进一步将缓存感知策略引入到顶点优先级算法中, 以降低时间复杂度. Sanei-Mehri 等人[11]则

是提出了一种用于 butterfly 计数的近似算法, 并在准确性上给出了证明. 
为了加速 tip 分解, Jessica Shi 和 Julian Sun[9]提出了 ParButterfly 框架, 基于 OpenMP 众核技术分别设计了

用于 butterfly 计数和 tip 分解问题的并行算法. Lakhotia 等人[12]提出了一种由粗粒度分解和细粒度分解组成的

共享内存的并行 tip 分解算法, 获得了更高并行度, 提高多核系统的资源利用率. 
上面提到的算法都基于如下假设: 单台机器的内存足够大, 可以存储给定的二部图及中间计算结果. 然

而, 随着图规模的爆炸性增长, 单台机器的内存瓶颈已经不能被忽视. 多台机器不仅可以提供可扩展的分布

式存储空间, 还可以拥有高性能的计算资源, 用于提高算法的并行性. 
此外, 虽然现有的算法可以有效地处理 butterfly 计数和 tip 分解问题, 但如果应用于分布式系统, 顶点重

标记和重排序操作将引入大量的通信开销. 例如, 在图 1(a)中, 顶点根据 id 的哈希值分布式存储在集群中(即
图 1(b)). 现有算法需要按照度数降序重新标记 U 中的顶点. 在节点 0 中, u4 的标号小于 u2, 因为它们具有相同

的度数, u4 的 id 大于 u2. 类似地, 在节点 1 中, 标号(u3)<标号(u5)<标号(u1). 这些是每台机器中顶点的局部标

号. 如果我们想要得到所有顶点的全局标号, 不同的机器需要对局部标号从最大到最小进行比较和重新排序.
该操作具有很高的时间复杂度并将产生大量的通信开销. 

2   问题与定义 

本节主要介绍有关二部图和 tip 分解的相关理论. 表 1 列出了所用符号名称及其描述. 

表 1  符号概述 

名称 描述 
G=(U,V,E) 一个由顶点集 U, V 和边集 E 组成的二部图 

Nu 顶点 u 的邻居 
dG(u) 顶点 u 的邻居数量 

H=(U ′,V ′,E′) 图 G 的子图,简称 H ⋈u 一个包含顶点 u 的 butterfly(子图) 
d⋈ 某个顶点所参与的 butterfly 数量 

ud  包含顶点 u 的 butterfly 数量, 即 butterfly 度 
2
1

u
u  一个包含 u1 和 u2 顶点的 butterfly 

Tu 顶点 u 的 tip 值 
u
kH  包含顶点 u 且 k 值最大的 k-tip 

给定无向二部图 G=(U,V,E), 其中, U 和 V 是两个不相交的顶点集, E 表示图中边集合, 满足{e=(u,v)∈E| 
u∈U∧v∈V}. 任意顶点 u∈U 的邻接点仅存在于 V 中, 表示为 Nu, 其中, dg(u)=|Nu|为 u 的度. 由于同侧顶点之间
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没有直接边相连, 可通过 butterfly 子图衡量同一集合中顶点间的紧密关系, 即 d⋈对应于简单图中度的概念, 

包含顶点 u 的 butterfly 数表示为 ud . 对于同一 butterfly 中的两个顶点 u1 和 u2, 使用 2
1

u
u 来表示它们之间可

通过 butterfly 子图相连, 2
1

| |u
u 可用于度量两个顶点 u1 和 u2 之间的紧密程度. 

定义 1(butterfly 子图, butterfly). 给定二部图 G=(U,V,E), 存在子图 H=(U ′,V ′,E′), 其中, U ′={u1,u2}⊆U, 
V ′={v1,v2}⊆V, H=(U ′,V ′,E′)是 butterfly 子图当且仅当 u1 和 u2 是 v1 和 v2 的共同邻居(即 H 是一个(2,2)-二部团). 

一般来说, 社区由一组密切相关的同质实体组成. k-core 是简单图中一种紧密子图结构, 其中任意顶点至

少有 k 个同社区邻接点. 在二部图中, 同一侧的顶点属于同一类实体, 而各顶点仅维系位于异侧的邻接点, 因
此无法通过顶点的度获取同侧顶点间的连接关系. 如果两个顶点在至少一个相同的 butterfly 中, 可将 u1 映射

为 u2 的邻接点. 本文主要研究 U 侧顶点的内聚结构, 在此基础上, k-tip 社区的定义如下. 
定义 2(k-tip). 给定一个二部图 G=(U,V,E), 子图 H=(U ′,V ′,E′)是一个 k-tip 当且仅当满足如下 3 个条件. 
• 连通性. k-tip 中属于 U ′的每对顶点都可以通过 1 个或多个 butterfly 直接或者间接相连. 
• 紧密性. 每个顶点 u∈U ′至少存在于 k 个 butterfly 中. 
• 最大性. 不存在其他 k-tip 包含 H. 
定义 3(tip 值). 给定一个二部图 G=(U,V,E), 顶点 u∈U 只能存在于 k-tip 而不能存在于任何 k+1-tip, 则 u 

的 tip 值为 k, 记作 Tu, 相应的 k-tip 表示为 u
kH . 

根据以上对二部图的分析和相关定义, 本文主要研究以下两个问题. 
问题 1(butterfly 计数). 给定一个二部图 G=(U,V,E), 对于每个顶点 u∈U, 统计包含 u 的 butterfly 个数, 即 

u
kH . 

问题 2(tip 分解). 给定一个二部图 G=(U,V,E), 对于每个顶点 u∈U, 计算 u 的 tip 值. 
如图 1 所示, 顶点 u1, u2, v1, v2 形成一个 butterfly. 对于顶点 u2, 有 5 个 butterfly 包含它, 包括 1 个 butterfly 

2
1

u
u 、3 个 butterfly 3

2

u
u 、1 个 butterfly 4

2

u
u . 根据所有顶点的 butterfly 计数结果, 通过迭代处理 butterfly 

度最小的顶点, 直到图为空, 即可获得每个顶点的 tip 值. 同时, 可分别构建出 1-tip, 2-tip 和 3-tip 社区. 

3   分布式 butterfly 计数 

尽管 tip 分解类似于简单图中的 core 分解, 但由于二部图结构的特殊性, 不能将 core 分解算法直接应用

于前者. 为了构造同侧每对顶点之间的关系, 需枚举一个二部图中所有 butterfly(即找到适用于所有 u1∈U 和 

u2∈U 的 2
1

u
u ). 本节将提出一种基于顶点中心计算模式的分布式 butterfly 计数算法(DBC). 此外, 由于原始二 

部图分布式存储在集群中, 不能直接将现有的单机 butterfly 计数算法应用到分布式系统中. 为应对现有分布

式图计算系统无法适用于二部图的局限性, 本文引入一种灵活的基于中继的通信模式. 

3.1   基于中继的通信模式 

由于二部图结构的特殊性, 需要设计一种适合 2 跳邻居之间通信的消息传递方式. 给定一个二部图 

G=(U,V,E), 对于顶点 u∈U, 它只获得其属于 V 的邻居. 为了统计包含 u 的 butterfly(即 |u
u u U′ ′∈ ), 需要得到 

不同 2 跳邻居的共享邻居数. 
在以顶点为中心的系统中, 顶点可通过接收来自邻接点的消息来激活. 基于这一思想, 以下将提出了一

种用于分析分布式系统上二部图更灵活的通信模式. 
策略 1(基于中继的通信模式). 首先, 人工激活 U 中的顶点, 并发送消息给 V 中的邻接点, 在下一个超步

中这些邻接点将被激活; 随后, V 中被激活的顶点将通过消息发送激活 U 中已被人工激活顶点的二跳邻接点; 
最后, U 中被激活的顶点互为二跳邻接点, 可直接相互发送消息. 

如图 3 所示, 给定一个二部图 G=(U,V,E), 其中, U 中包含 3 个顶点 u1, u2, u3, V 中包含 2 个顶点 v1 和 v2, 将
这些顶点根据其 id 的哈希值分布式存储在集群中. 对于顶点 u1∈U, 需要获取 U 中它的二跳邻接点和 V 中和
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它的二跳邻接点之间的共享邻接点. u1 首先被激活, 并向它的邻接点 v1 和 v2 发送消息; 然后, v1 和 v2 将 u1 的 id 
1 发送给 u2, u3(顶点 u1 除外). u2 和 u3 将在下一个超步中接收到来自 v1 和 v2 的消息 1(u1 的 id), 这意味着它们

分别与 u1 有两个共享邻接点; 之后, u2 和 u3 确定 u1 是它们的二跳邻接点, 并分别向 u1 发送它们的 id 值 2, 3
和共享邻接点的信息. 通过以上分析发现, 访问和返回二跳邻接点的信息共需 4 个超步. 

(a) Sub bipartite graph

v1

U

V

(b) Distributed storage

MPI

node 0 node 1v2

v2 v1

u1 u2 u3

u2 u1

u3

查询

 
图 3  基于中继的通信模式示例图 

3.2   Butterfly计数算法 

一个包含顶点 u1和 u2的 butterfly 可以看作是顶点间的一条抽象边, butterfly 的数量被定义为边的权重. 显
然, 权重与 u1 和 u2 的共享邻居数量直接相关. 

定理 1. 给定一个二部图 G=(U,V,E), 对于两个顶点 u1∈U 和 u2∈U, V 中有 n 个共享邻居, 那么同时包含

u1 和 u2 的 butterfly 数为 n×(n−1)/2. 
证明: 根据定义 1, butterfly 是一个(2,2)-二部团, 每侧包含两个顶点和其中所有 4 个可能的边. 对于两个

顶点 u1 和 u2, 如果存在两个顶点 v1∈V 和 v2∈V 都与 u1 和 u2 相邻, 则这 4 个顶点可以构成一个 butterfly 

1 2 1 2, , ,u u v v . 因此, 任何两个共享邻居都可以与 u1 和 u2 形成 butterfly. 包含每对顶点的 butterfly 总数为 

2 2! ( 1)
( 2)! 2! 2

,n
n nButterflyCnt C

n
× −= = =

− ×　
 

其中, n 是共享邻居的数量. □ 
如图 1 所示, 根据基于中继的通信模式, 需要 4 个超步来获得各顶点与其二跳邻接点的共享邻接点数量. 

顶点 u1 和 u2 有共享的邻接点 v1 和 v2, 存在 butterfly 
1 2 1 2, , ,u u v v 包含它们. 对于顶点 u2 和 u3, 顶点 v1, v2 和 v3 

是它们的共享邻接点, 所以 u1 和 u2 同时参与 3 个 butterfly. 
将单台机器上现有的 butterfly 计数算法应用于分布式系统成本太高. 这是因为它们大多需要对所有顶点

进行重新排序和编号, 这不仅会引入大量额外的通信开销, 还会产生大量的顶点迁移开销. 为了提高分布式

butterfly 计数算法的效率, 本文设计了一种基于顶点优先级的消息剪枝策略来减少冗余通信. 
策略 2(基于顶点优先级的消息剪枝策略). 给定一个 G=(U,V,E), 每个顶点 u∈U 只需要统计与 id 大于自身

的二跳邻接点所组成的 butterfly 数量. 因此, V 中激活的顶点只需将人工激活的顶点 u 的 id 发送给 id 大于它

的邻居. 
如图 3 所示: 当激活 u2 时, v1 和 v2 将在下一个超步中接收消息并被激活. 根据策略 2, v1 和 v2 只需将 u2 的

id(2)发送给 u3, 从而避免了 u1 和 u2 间 butterfly 重复计算. 
基于策略 1、策略 2 和定理 1, 分布式 butterfly 计数算法的主要思想是寻找 U 中每对顶点的共享邻居. 为

了提高资源利用率, 引入并行的思想来提高算法效率. 
如算法 1 所示, 待分解的二部图已经根据每个顶点 id 的哈希值存储在分布式机器中, 而 U′⊂U 表示存储

在当前机器中的那些顶点. 在初始化阶段, ActiveVector(第 2 行)用于存储已激活的顶点. Butterfly 计数阶段, 每
次迭代需要 4 个超步. 首先, 从 U′中选择 m 个顶点, 并将它们放入 ActiveVector 中, 其中, m 限制了每台机器

上并行处理的初始化顶点的数量. 注意, 此处 m 用于实现可控的并行顶点激活策略. 很显然, m 越大, 算法并

行度越高, 但是通信量会增加, 因此可能导致内存溢出. 这些人工激活的顶点向它们的邻居发送消息(超步 1, 
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第 5 行−第 10 行). 其次, 根据策略 2(超步 2, 第 12 行−第 16 行), V 中从 U 接收到消息的顶点被激活, 并将人

工激活的顶点的 id 转发给它们的邻居. 接着, 根据定理 1 计算 butterfly 的数量, 并将结果发送给相应的人工

激活的顶点(超步 3, 第 18 行−第 22 行). 最后, 在第 1 个超步中激活的这些顶点从它们的 2 跳邻居接收消息,
并获得 butterfly 计数结果(超步 4, 第 24 行−第 27 行). 经过这 4 个超步, U 中的部分顶点可确定它们所在的

butterfly 数量. 当 U 中的所有顶点都经过相同的运算后, butterfly 计数算法结束. 
算法 1. Distributed Butterfly Counting. 
输入: 二部图 G=(U,V,E). 
输出: 对于每个顶点 u∈U 的 butterfly 计数结果. 
1. /* 所有机器上的初始化阶段 */ 
2. ActiveVector←0 
3. /* 所有机器上的 butterfly 计数阶段 */ 
4. repeat 
5.  Superstep 1: 人工激活顶点 
6.  从 U ′中选择 m 个顶点进行并行处理, 并放入 ActiveVector 
7.  U ′=U ′\ActiveVector 
8.  for u∈ActiveVector do 
9.   for v∈Nu do 
10.    向 v 发送消息, 并在下一个超步中激活它 
11.  通信同步障碍 
12.  Superstep 2: 转发中继消息 
13.  V 中的顶点接收来自 U 的消息, 并将其放入 ActiveVector 
14.  for v∈ActiveVector do 
15.   for u′∈Nv do 
16.    如果 u′.id 大于人工激活的顶点的 id, 将它们的 id 发送给 u′ 
17.  全局栅栏同步 
18.  Superstep 3: 进行 2 跳邻居上的 butterfly 计数 
19.  U 中的顶点接收来自 V 的消息, 并将其放入 ActiveVector 
20.  for u′∈ActiveVector do 
21.   根据定理 1, 通过收到的人工激活的顶点的 id 计算 butterfly 数, 并将结果加到 ud ′ 上 

22.   将结果发送到相应的人工激活的顶点 
23.  全局栅栏同步 
24.  Superstep 4: 计算 butterfly 计数结果 
25.  U 中的顶点接收来自 U 的消息, 并将其放入 ActiveVector 
26.  for u∈ActiveVector do 
27．   将 butterfly 计数结果添加到 ud  

28. until 每台机器上的 U ′不为空 

29. return 每个顶点 u∈U 的 ud 值 

• 算法分析 
对于每次迭代, 需要 4 个超步来获得包含人工激活顶点的 butterfly 数量. 而这一批中的 m 个顶点在第 1

个超步中被激活, 可在 4 个超步中得到 butterfly 计数结果. 因此, 分布式 butterfly 计数算法可以在 4×U ′/m 超

步中收敛. 对于通信成本, 可通过整个过程中传递的消息数量进行分析. 在第 1 个超步中, 人工激活的顶点需

要向它们的所有邻居发送消息; 然后, V 中的顶点按照策略 2 发送消息. 因此, 前 2 个超步的消息总数为 
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( )( )sgn( . . ) ,
vuu u Nv Nu U

u id u idN ∈′∈∈
>′+ ∑∑∑  

其中, u 是第 1 个超步中人工激活的顶点, u′是 u 的 2 跳邻居. 此外, 在第 3 个超步中, 2 跳邻居将 butterfly 计数

的结果发送到相应的人工激活的顶点, 该结果的值是 id 大于 u.id 的 u′的数量. 

4   分布式 tip 分解 

第 3节所提出的DBC算法执行完成后, 每个顶点 u∈U已知其 butterfly度. 类似简单图中顶点的度数, ud  

只能用于粗略分析二部图的结构, 因此需要得到每个顶点的 tip 值来挖掘二部图中更细粒度的结构特征. 本节

提出一种基于层次剥离的分布式 tip 分解算法(DTD)来获取 U 中顶点的 tip 值. 
策略 1 可解决同侧顶点间无法直接发送消息的问题, 基于此, 可研究分布式 tip 分解算法. 为了在分布式

tip 分解算法中引入并行性, 在每轮迭代过程中, 批量剥离 butterfly 数量最少的顶点, 而剩余未被剥离的顶点

更新各自的 tip 值. 
定理 2. 给定一个二部图 G=(U,V,E)和 U 中最小的 d⋈值 d⋈min, 则 U 中每个顶点的 tip 值都不小于 d⋈min. 
证明: 给定一个二部图 G=(U,V,E), 且 U 中 d⋈的最小值为 d⋈min. 根据定义 2, G 是一个 d⋈min-tip, 并且每

个顶点 u∈U 至少存在于 d⋈min-tip 中. 结合定义 3, 可推各顶点 tip 值至少为 d⋈min.  □ 
顶点被剥离后即可确定其 tip 值, 但是在原始图数据中, 该顶点还存在于其邻接点的邻接点列表中, 而在

以顶点为中心的模式下, V中的顶点无法获知 U中剥离顶点情况. 如果后续的迭代中 V的顶点继续向所有邻居

转发消息, 将会产生大量冗余消息. 
策略 3(消息有效性剪枝策略). 给定一个二部图 G=(U,V,E), V 中的顶点只在 U 中有邻居, 对于一个顶点

v∈V 接收到被删减邻接点 u∈U 的消息后, 将其置为不被激活状态, 即 0. 当 v 转发消息时, 不需要考虑状态为

0 的邻接点. 
分布式 tip 分解算法(distributed tip decomposition(DTD))的主要思想是: 根据 d⋈min 值, 批量地剥离顶点. 

为了解决分布式存储下无法对顶点进行排序的问题, 以下将构建 butterfly 树 BFTree 来分层存储顶点 id. 
BFTree 由多组键值对组成, 其中, “键”表示顶点的 d⋈值, “值”是一个存储顶点 id 的容器. 伪代码如算法 2 所示. 

算法 2. Distributed Tip Decomposition. 

输入: 二部图 G=(U,V,E), 每个顶点 u∈U 的 ud 值. 

输出: 对于每个顶点 u∈U 的 tip 分解结果. 
1. /* 所有机器上的初始化阶段 */ 
2. ActiveVector←0 
3. GlobalMinKey←0 
4. 根据 |ud u U∈ 构造一个 butterfly 树 BFTree. 

5. for each u in U do 

6.  if BFTree.find( ud )=BFTree.end(⋅) then 

7.   BFTree[ ud ]←{u.id} 

8.  else 

9.   BFTree[ ud ].push_back(u.id) 

10.   
11. /* 所有机器上的 tip 分解阶段 */ 
12. repeat 
13.  Superstep 1: 人工激活顶点 
14.  GlobalMinKey←Get the minimal key in BFTree 
15.  ActiveVector←BFTree[GlobalMinKey] 
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16.  BFTree\BFTree[GlobalMinKey] 
17.  for u∈ActiveVector do 
18.   for v∈Nu do 
19.    向 v 发送消息, 并在下一个超步中激活它 
20.   u.peeled←1 
21.  全局栅栏同步 
22.  Superstep 2: 转发中继消息 
23.  V 中的顶点接收来自 U 的消息, 并将其放入 ActiveVector 
24.  for v∈ActiveVector do 
25.   for u′∈Nv do 
26.    if u′.peeled=0 then 
27．     将人工激活的顶点的 id 发送到 u′ 
28.  全局栅栏同步 
29.  Superstep 3: 更新 2 跳邻居上的 butterfly 数 
30.  U 中的顶点接收来自 V 的消息, 并将其放入 ActiveVector 
31.  for u′∈ActiveVector do 
32.   preBFcnt← ud ′  

33.   根据定理 1 接收到的人工激活的顶点的 id 减去 ud ′ 的结果计算 butterfly. 

34.   if ud ′ <GlobalMinKey then 

35.    ud ′ ←GlobalMinKey 

36.   BFTreeUpdate(preBFcnt, ud ′ ) 

37. until 每台机器上的 BFTree 不是空的 

38. return 每个顶点 u∈U 的 ud 值 

• 如算法 2 所示, 首先, 根据每个顶点的 butterfly 度生成 BFTree(第 5 行−第 10 行). 
• 在第 1 个超步中, 从 BFTree 的键中获得全局最小的 d⋈值, 即 GlobalMinKey(第 14 行). 具有最小 d⋈

值的顶点 id 存储在 BFTree[GlobalMinKey]中, 将其删减并向它们的邻接点发送消息(第 15 行−第 19
行). 此外, 这些人工激活的顶点的状态被设置为被剥离(第 20 行). 

• 在第 2 个超步中, V 中的顶点接收消息, 并将这些消息的源 id 转发给尚未被剥离的邻居(第 23 行−第
28 行). 

• 在第 3 个超步中, 第 1 个超步中这些人工激活的顶点的 2 跳邻居根据定理 1(第 31 行−第 34 行)更新它

们的 d⋈. 根据定理 2, 仍未剥离的顶点的 tip值至少为 GlobalMinKey. 因此, 如果一个未被剥离的顶点

在算法 2 第 34 行之后的 tip 值小于 GlobalMinKey, 将其设置为 GlobalMinKey(第 35 行、第 36 行). 
需要注意的是, 顶点的 d⋈值的更新将会影响 BFTree 的结构. 
函数 BFTreeUpdate 旨在当顶点的 d⋈值改变时更新 BFTree(第 34 行). 具体更新方法类似于 BFTree 的构建

过程. 在前 3 个超步之后, 第 1 个超步中人工激活的顶点已经确认了它们的 tip 值. DTD 算法开始另一次迭代, 
直到 BFTree 为空(第 12 行−第 38 行). 

函数 BFTreeUpdate(preBFcnt, curBFcnt). 
输入: 顶点 u, BFTree, preBFcnt, curBFcnt. 
输出: updated BFTree. 
1. 从 BFTree[preBFcnt]中剥离 u.id 
2. if BFTree[preBFcnt]为空 then 
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3.  从 BFTree 中剥离 BFTree[preBFcnt] 
4. if BFTree[curBFcnt]!=BFTree.end(⋅) then 
5.  BFTree[curBFcnt].push_back(u.id) 
6. else 
7.  BFTree[curBFcnt]←{u.id} 
8. return BFTree 
图 4 展示了图 1(a)中二部图的 tip 分解过程. 如图 4(a)所示, 顶点 u1−u5 的 d⋈值分别为 2, 5, 5, 3 和 1. 相应

的 BFTree 由这些顶点及其 d⋈生成, 其结构如图 4(b)所示. 在第 1 次迭代中, u5 具有最小的 d⋈值, 并从 

原始图中被剥离. 因为 u4 和 u5 共同参与了一个 butterfly, 使得 4ud 从 3 减少到 2. BFTree 的结构也对应更新. 

在第 2 次迭代中, u1 和 u4 被放入 ActiveVector 中, 因为它们都具有当前最小的 d⋈值 2. 当 u1 和 u4 从 U 中剥离

时, U中剩余的顶点为 u2和 u3, 它们将在第 3次迭代中被剥离. 在这些迭代中, 顶点在被剥离时的 d⋈值即为 tip
值. 分解结果如图 1(e)所示. 
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(a) 迭代过程中顶点的 d⋈值 
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(b) 迭代过程中的 BFTree 

图 4  二部图上的 Tip 分解示例图 
• 算法分析 
给定一个二部图 G=(U,V,E), 算法 2 最多需要 3×|U|个超步来得到 U 中所有顶点的 tip 值. 假设在每次迭代

中只有一个顶点具有最小的 d⋈值, 根据算法 2, 需要消耗 3 个超步来剥离顶点 u, 并更新 u 的 2 跳邻接点的 d⋈
值. 在第 1 个超步中, 激活的顶点 u 向其邻接点 Nu发送消息. 收到消息的 v∈Nu在下一个超步中将源 id(即 u.id)
转发给 u′∈U(即 u 的 2 跳邻接点). 之后, 那些 2 跳邻居根据定理 1 更新各自的 tip 值. 综上所述, 每个顶点需

要 3 个超步来获得 tip 值, 并更新其 2 跳邻接点的 d⋈值, 则总的超步消耗为 3×|U|. 
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5   实验结果与分析 

5.1   实验设置 

• 实验环境 
本文实验代码采用 C++编写, 基于 MPI(消息传递接口)实现不同计算节点间消息通信, 再由 mpicxx 编译

为可执行文件. 本文所设计的基于中继的通信模式被嵌入到分布式图计算系统中 并部署于国家超级计算长

沙中心(TH-I)上, TH-I 配备 160 Gb/s 高速互联系统, 单个计算节点包含 2 块 Intel(R) Xeon(R) CPU, 拥有 48 GB
主存. TH-I 底层 MPI 为自主实现, 基于 Intel 编译器进行编译, 本文中算法的实验代码契合此环境. 本文采用

10 个计算节点构建分布式环境. 
• 实验设置 
本文为首次在分布式环境下研究 butterfly 计数和 tip 分解问题. 对于第 3 节所述的 DBC 算法, 基准为设

定并行度为 1, 即算法 1 第 6 行中的 m 设置为 1, 对比实验为 m={10,30,50,100,200,500}, 评估指标为总执行时

间(T)和总超步数(S). 对于第 5 节所述的 DTD 算法, 基准为不使用消息有效性剪枝策略(策略 3), 对比算法为

使用策略 3, 评估指标为总的 tip 分解时间(T)和通信量(C). 
• 数据集 
实验使用的真实二部图数据集的基本情况见表 2, 数据集均可在 Konnect 官网下载(数据集下载网址: 

http://konect.cc/). 所有数据集采用 hash 的方式进行分布式存储, 即根据顶点编号的 hash 值确定该顶点所在机

器的编号. 基于 hash 的图划分技术是一种普遍应用于分布式图计算系统[29]上的方法, 具有划分效率高、保障

存储在各计算节点上的顶点数量均衡、在消息传递过程中快速确定目的顶点所在计算节点的优点. 

表 2  真实数据集 

数据集 |U| |V| |E| 
Baidu 901 758 916 634 8 609 972 
Dblp 172 072 53 400 293 673 

Dblpau 1 953 085 5 624 219 12 282 059 
Frwiki 757 621 8 829 774 52 950 008 
Twitter 175 214 530 418 1 890 644 

 

5.2   实验结果分析 

根据第 5.1 节实验设置所述, 本节就 butterfly 计数和 tip 分解两种算法分别从执行时间、超步数和通信量

等指标来对算法的实验结果进行分析. 
5.2.1   Butterfly 计数算法性能评估 

Butterfly 计数算法(算法 1)旨在计算所有顶点(本实验只考虑 U 侧顶点)所在的 butterfly 数量, 根据策略 1 
(基于中继的通信模式)可实现分布式环境下二部图顶点间通信. 但是如果在第一超步中同时激活所有顶点, 
其通信量过大将导致内存溢出问题, 因此在实验过程中需要手动调整算法并行度(算法 1 第 6 行). 本组实验主

要目的在于验证不同并行度下, 分布式 butterfly 计数算法的性能变化趋势. 
• 执行时间 
算法的执行时间是用于评估算法性能最直接、最有效的指标. 根据第 3 节和第 4 节两种算法的执行流程, 

实验统计了 10 个计算节点各自在人工激活不同数量的顶点(分别是 1, 10, 30, 50, 100, 200 和 500)时 DBC 算法

在不同数据集上的执行时间. 此时, DBC 算法默认已使用策略 1 和策略 2, 统计结果见表 3. 由结果可见, 当顶

点数由 1 变化到 50 时, DBC 算法的耗时明显减少; 之后, 随着每个计算节点所激活的顶点数量不断增加, DBC
算法的性能趋于稳定. 由此发现, 尽管算法并行度提高了, 但是引入了单超步通信量和计算量的增加, 使得整

体效率提升幅度不再增加. 
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表 3  DBC 算法在不同数据集上的执行时间 

数据集 并行度 m 
1 10 30 50 100 200 500 

Baidu 1 130 684 535 412 411 365 384 
Dblp 67 28 21 17 16 16 16 

Dblpau 206 28 14 10 8 8 7 
Frwiki 1 128 994 911 724 787 791 719 
Twitter 638 299 226 179 166 154 160 

• 超步数 
在分布式系统中, 通信开销为总开销的重要组成部分. 本文所部署系统采用 BSP 计算模型, 因此可用超

步数衡量通信开销. 算法 1 的并行度由其第 6 行参数 m 控制, 不同并行度下各数据集执行超步数见表 4.所有

数据集随着并行度的增加, 超步消耗都得到有效的降低. 由于本文实验部署在超算中心高性能计算平台上, 
底层配备高速通信网络, 超步数优化带来的时间减少不甚明显. 可以预见, 在普通分布式集群上, 超步数的大

幅度减少, 可带来更高的性能提升. 

表 4  不同并行度下超步数消耗 

数据集 并行度 m 
1 10 30 50 100 200 500 

Baidu 361 116 40 148 13 384 7 224 3 612 1 808 724 
Dblp 68 836 7 652 2 552 1 380 692 348 140 

Dblpau 781 236 86 804 28 936 15 628 7 816 3 908 1 564 
Frwiki 303 052 33 676 11 228 6 064 3 032 1 516 608 
Twitter 70 420 7 900 2 636 1 412 708 356 144 

 
5.2.2   Tip 分解算法性能评估 

Tip 分解算法用来计算所有顶点的 tip 值, 表示该顶点所能存在的拥有最大 k 值的 k-tip 社区, 该项指标可

应用于挖掘二部图中的紧密社区. 本组实验主要计算 U 侧顶点 tip 值, 但由于同侧顶点无法直接访问其二跳邻

接点, 也无法获取其二跳邻接点状态(是否被剥离), 需要通过异侧顶点(V 侧顶点)进行消息转发. 同时, 本文

所设计的消息有效性剪枝策略也由中继顶点执行. 本组实验主要验证所设计的消息剪枝策略的有效性, 并从

通信量角度量化分析性能提升的原因. 
• 执行时间 
DBC 算法使数据集中每个顶点 u∈U 可以得到 butterfly 度后, 本实验重点统计并对比了未使用策略 3 的

DTD 算法和使用了策略 3 的 DTD 算法(表示为 DTD+)在不同数据集上的执行时间. 由表 5 的实验结果可以看

出: 消息剪枝策略(策略 3)有效地减少了总时间消耗, 最高提升比例为 51.9%. 其原因在于: 消息量的减少一

方面降低了通信量, 另一方面减少了下一超步被激活的顶点数, 进而减少了大量冗余的计算量. 在本算法中, 
已经确定 tip 值的顶点无须再接收消息来更新自身 tip 值, 如果不使用策略 3, 则已经确定 tip 值的顶点可能会

被多次激活, 从而引入大量冗余计算. 

 表 5  Tip 分解算法时间消耗 

数据集 算法 
DTD (s) DTD+ (s) Rate (%) 

Baidu 960 462 51.9 
Dblpau 89 77 13.5 
Frwiki 3 299 2 980 9.7 
Twitter 2 439 2 190 10.2 

• 通信量 
上述实验分析了策略 3 的有效性来源于减少冗余通信进而减少冗余计算, 本组实验通过具体通信量量化

分析策略 3 的有效性. 由表 6 的通信量统计结果可看出: DTD+通信量明显少于 DTD, 最高通信量降低比例约

57.8%. 根据 BSP 计算模式分析, 通信量决定下一轮顶点激活数, 进而决定各计算节点的计算负载, 通信量的
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降低可以有效地提升分布式算法性能. 

 表 6  Tip 分解算法通信量分析  

数据集 
算法 

DTD (条数) DTD+ (条数) Rate (%) 
Baidu 285 815 206 126 092 382 55.9 

Dblpau 4 903 833 2 069 477 57.8 
Frwiki 653 528 468 534 658 219 18.2 
Twitter 1 297 868 458 1 151 330 554 11.3 

 

6   总结与展望 

本文针对现有 butterfly 计数算法和 tip 分解算法在单机上存在存储瓶颈问题以及在分布式环境下存在大

量通信开销的问题, 提出了一种新的基于中继的通信模式, 并在此基础上提出一种更高效的分布式 butterfly
计数算法, 并通过引入基于顶点优先级的消息剪枝策略, 显著减少冗余通信和额外的开销. 随后提出了一种

分布式 tip 分解算法, 通过基于有效性的消息剪枝策略, 提高了算法效率. 实验结果表明, 本文所提算法能够

有效地解决大规模二部图上的 tip 分解问题. 动态变化已成为大规模二部图数据的重要特性, 为此, 在未来的

工作中将进一步研究大规模动态二部图的分布式 tip 值增量式维护算法. 
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