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摘  要: 复杂网络在现实场景中无处不在,高效的复杂网络分析技术具有广泛的应用价值,比如社区检测、链路预

测等.然而,很多复杂网络分析方法在处理大规模网络时需要较高的时间、空间复杂度.网络表征学习是一种解决该

问题的有效方法,该类方法将高维稀疏的网络信息转化为低维稠密的实值向量,可以作为机器学习算法的输入,便于

后续应用的高效计算.传统的网络表征学习方法将实体对象嵌入到低维欧氏向量空间中,但复杂网络是一类具有近

似树状层次结构、幂率度分布、强聚类特性的网络,该结构更适合用具有负曲率的双曲空间来描述.针对复杂网络

的双曲空间表征学习方法进行系统性的介绍和总结. 
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Abstract:  Complex networks naturally exist in a wide diversity of real-world scenarios. Efficient complex network analysis technology 

has wide applications, such as community detection, link prediction, etc. However, most complex network analytics methods suffer high 

computation and space cost dealing with large-scale networks. Network representation learning is one of the most efficient methods to 

solve this problem. It converts high-dimensional sparse network information into low-dimensional dense real-valued vectors which can be 

easily exploited by machine learning algorithms. Simultaneously, it facilitates efficient computation for subsequent applications. The 

traditional network representation embeds the entity objects in the low dimensional Euclidean vector space, but recent work has shown 

that the appropriate isometric space for embedding complex networks with hierarchical or tree-like structures, power-law degree 

distributions and high clustering is the negatively curved hyperbolic space. This survey conducts a systematic introduction and review of 

the literature in hyperbolic representation learning for complex networks. 
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近年来,以 Internet 为代表的信息技术的发展,已使我们处于由无处不在的网络构成的世界中.此外,网络结

                                                                 
 基金项目: 国家自然科学基金(U19B2004); 中山市高端科研机构创新专项(181129112748101); 广东省“大专项+任务清单”项

目(2019sdr002) 

 Foundation item: National Natural Science Foundation of China (U19B2004); Zhongshan City High-end Research Institution 

Innovation Project (181129112748101); Guangdong Province “Major Project and Task List” Project (2019sdr002) 

 收稿时间: 2019-09-09; 修改时间: 2020-04-12; 采用时间: 2020-05-28; jos 在线出版时间: 2020-07-27 



 

 

 

94 Journal of Software 软件学报 Vol.32, No.1, January 2021   

 

构数据分布在各种相关领域数据中,包括分子结构网络、生物蛋白质交互网络、推荐系统、社交网络、引文网

络等等.这些数据结构都可以通过网络来描述实体及实体之间的交互关系,网络结构数据是我们生产、生活中

常见的一种数据形式.其中,复杂网络是一类具有幂率度分布、强聚类、小世界特性的网络.对复杂网络的分析

有利于网络数据结构的潜在信息挖掘,这将促进一系列应用,如节点分类、社区发现、链路预测等[16].例如,可

以通过“推特、微博”用户关注所形成的社交网络进行“朋友推荐”,通过生物蛋白质代谢网络发现潜在的蛋白质

功能. 

复杂网络的分析具有极强的现实意义,但直接对大规模、稀疏的邻接矩阵进行分析需要较高的时间复杂度

和空间复杂度,难以进行并行计算[2].另一方面,在机器学习浪潮下,复杂网络学科与机器学习的结合成为当下热

点研究问题,很多机器学习算法试图将网络结构数据引入作为特征输入.该输入数据一般可以被表示为包含特

征信息的向量形式,传统方法使用网络的统计参数、核函数或通过精心设计的特征来描述邻居结构信息,但这

些设计代价昂贵且不能自适应学习过程[6]. 

为了解决这些困难和挑战,大量研究使用表征学习来编码网络结构信息.网络表征学习通过假设网络节点

位于低维空间,在该空间中学习网络节点的低维向量表示,低维向量将进一步用于处理后续任务.表征学习的目

标是通过优化网络节点的向量表示来实现保留网络结构信息的降维表达,向量空间中节点的位置和节点间距

离可以表征网络的高阶拓扑信息.如图 1 所示,GCN[7]是一种用于网络结构数据的神经网络架构,随机初始化的

3 层 GCN 也可以生成网络中节点的邻近特征表征. 

   

(a) Zachary’s Karate Club 网络输入                         (b) 未训练的 3 层 GCN 输出 

Fig.1  Example of embeddings obtained from an untrained 3-layer GCN model with random weights 

applied to the Zachary’s karate club network[7] 

图 1  使用未训练的 3 层 GCN 嵌入 Zachary’s Karate Club 网络示例[7] 

大部分的网络表征学习针对的是图数据,通过图计算形式实现降维表达.而复杂网络的表征学习针对具有

幂率度分布、强聚类、小世界特性的网络,其研究有利于降低网络数据维度,使网络数据可以与机器学习相结

合,更好地分析网络节点间联系,为各种后续实际应用提供解决方案.近年来,在网络表征学习领域涌现出大量

的研究成果,其中一些研究表明,双曲空间可以很好地描述具有近似树状层次结构的复杂网络.双曲空间具有负

常数曲率,是树状图的连续近似空间,无限树在双曲空间中也有近乎等距的嵌入[8].复杂网络的双曲几何模型嵌

入理论将复杂网络几何化,同时又不损失复杂网络中的无标度、小世界等特性,是一种可以解释复杂网络拓扑

特征和生长机制的新型模型.为了更好地分析与应用该类模型,本文围绕复杂网络的双曲空间表征学习方法展

开系统性介绍和总结,以供后续研究参考. 

本文第 1 节对网络表征学习及其分类进行总结,将网络表征学习分为矩阵分解、随机游走、深度自编码机

和图神经网络的方法.第 2 节在介绍双曲空间的基础上,对已有的复杂网络双曲空间生成模型和嵌入方法进行

总结.第 3 节从复杂网络双曲空间表征学习的应用出发,结合双曲空间特征,概括了其主要应用场景.第 4 节给出

不同的双曲空间表征学习方法性能评估结果.第 5 节总结全文,指出复杂网络的双曲空间表征学习的特征优势,
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并对未来研究方向做出展望. 

1   网络表征学习 

1.1   网络表征学习定义 

网络表征学习是一个降维表达的过程,将高维的网络结构数据转换为低维的节点向量表示,向量可作为节

点特征用于后续网络应用.表 1 给出了本文所用符号的含义,网络表征学习的目标是:对网络 G 中每个节点 vi, 

学习一个实值向量表示 zid(d<<|V|).部分方法会用到节点属性或连边属性,如 m 维节点属性可通过 X|V|m 

的实值矩阵来表示.通过网络表征学习形成保留网络结构信息的低维实值向量,可以用于重构出原网络、有效

支撑网络推断和提高后续应用算法执行效率. 

Table 1  Notations used in this paper 

表 1  本文所用符号 

符号 描述 

|| 集合的势,即集合所含元素个数 
() 阶跃函数 
() 密度 
P() 概率分布 

G=(V,E) 具有节点集合 V 和边集合 E 的网络 G 
vi,eij 网络中 viV 的一个节点,连接 vi 和 vj 的一条连边 eijE 

ki 节点 i 的度 

k  网络节点平均度 

N 网络中节点的总数,N=|V| 

A 网络 G 的邻接矩阵,A|V||V| 

aij 邻接矩阵 A 的第 i 行第 j 列,如果 eijE,则 aij=1;否则 aij=0 
 网络幂率度分布的幂指数 
R 几何空间中圆环或圆盘的半径 

K, K 为空间曲率, | |K   

ri 双曲圆盘中 vi 的径坐标 
i 双曲圆盘中 vi 的角坐标 
ij 双曲圆盘中 vi 和 vj 的夹角,ij=||ij|| 
dij 几何空间中 vi 和 vj 之间的距离 
pij vi 和 vj 之间的连接概率 
i 复杂网络的双曲几何模型节点属性隐藏变量,表示 vi 的期望度 
0 复杂网络的双曲几何模型节点属性隐藏变量,表示网络中 小的期望度 
 复杂网络的双曲几何模型参数,影响双曲几何空间中节点密度分布,调节度分布幂指数 
 复杂网络的双曲几何模型参数,控制网络的平均度 
 复杂网络的双曲几何模型参数,控制网络的聚类系数 
T 复杂网络的双曲几何模型参数,控制网络的聚类系数,T=1/ 
 PSO 模型中流行性与相似性的权重调节参数,控制流行性衰减速度,=1/(1)[0,1] 

(|k,k) 在 nPSO 模型中指的是高斯混合分布的第 k 个高斯分布 

k nPSO 模型中指的是高斯混合分布的混合系数 
 

1.2   网络表征学习分类及特征 

网络表征学习方法众多,按照不同的分类标准,可得到不同的结果.本文根据不同方法的技术特点,把网络

表征学习分为基于矩阵分解、随机游走、深度自编码机、图神经网络的方法:矩阵分解的方法将网络信息使用

矩阵表示,然后通过分解该矩阵获取节点向量表示[911];随机游走方法将网络信息通过采样一系列随机游走的

路径表示,然后将深度学习方法应用到采样路径中进行图嵌入,以保持路径所携带的图属性[1,12];深度自编码机

将网络信息编码到表征空间,然后译码重构,使得重构误差 小化;图神经网络通过在图上定义近似卷积等操

作,将神经网络应用于图信息处理.表 2 对每种方法的特征及适用性进行描述[1328]. 

基于矩阵分解、随机游走、深度自编码机和图神经网络的网络表征学习方法的相关研究层出不穷,它们一
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般都是通过某种策略将实体对象嵌入到低维欧氏向量空间中,该策略的目标是捕获语义信息,如节点近似度或

节点间 短路径等信息.但是,欧几里德对称模型不能很好地反映复杂的数据模式,比如分类数据中潜在的层次

结构[29].为了解决这一问题,非欧几里德流形表示学习成为新的发展趋势.实际上,许多复杂网络都呈现出幂率

度分布和潜在的树状结构,该结构的存在通常可以追溯到层次结构.为了利用这种结构特性来学习更有效的表

示,许多研究建议不在欧几里德空间中计算嵌入,而是在双曲空间中计算嵌入[3032],即曲率为负常数的空间. 

Table 2  Comparison of network representation learning methods 

表 2  网络表征学习方法比较 
类别 算法 特征 适用性 

矩阵 
分解 

MDS[13],Isomap[14], 
LE[15],SPE[16], 

LLE[17],GraRep[18] 

基于矩阵分解的图嵌入方法通过分解表示图

属性的矩阵获取节点嵌入,主要包括拉普拉斯

特征映射和近似度矩阵分解.该类方法具有 
网络全局信息,但依赖于关系矩阵构建, 

且时间复杂度和空间复杂度高 

矩阵分解嵌入方法 
一般用于无直接连接 

关系的数据的节点嵌入 

随机 
游走 

DeepWalk[19], 
node2vec[20], 

HARP[21],Walklets[22], 
metapath2vec[23] 

旨在使具有短的随机游走路径的节点对嵌入

结果相似.该类方法可以根据需求设计随机 
游走策略,比较有效,但仅考虑局部网络信息,

难以发现 优采样策略 

该类方法在网络信息 
仅局部可见或网络规模 

巨大时非常有效 

深度 
自编码机 
和图神经 

网络 

SDNE[24],DNGR[25], 
SAE[26],SCNN[27], 
GCN[7],GNN[28] 

深度自编码机和深度神经网络具有捕捉图的

非线性结构的能力,该类方法具有鲁棒性和 
高效性,但仅考虑局部网络结构, 

计算复杂度高 

该类嵌入方法可针对各种 
类型网络设计,包括网络中 
节点属性、连边属性等 
辅助信息引入的情形 

关于网络表征学习,已有大量综述文献[16,9,11,12],但描述的方法大多以网络特征提取和表示为目标,将网络

嵌入到低维欧氏空间中.本文主要聚焦于双曲空间中的复杂网络表征学习,亦属于网络表征学习中的一类,但该

类方法来源于对复杂网络形成过程和规律的研究,所表征的节点向量具有独特的物理含义.该类方法认为:双曲

空间是复杂网络潜在的几何度量空间,将双曲空间几何性质与复杂网络的特征相结合,形成复杂网络的生成模

型,而相应的表征学习则是对原始坐标的逆向推断.下一节将介绍双曲空间基本性质、双曲空间适合表达近似

树状结构的复杂网络的原因、从双曲空间到实际网络的生成过程以及从实际网络到双曲空间的嵌入方法. 

2   复杂网络的双曲空间表征学习 

2.1   双曲空间概述 

非欧几何的诞生,源自于对欧几里德第五公设的讨论与研究.双曲几何是非欧几何的一种特例,在双曲几何

中,前 4 条公设保留,第 5 公设修改为“过已知直线外一点至少可以作两条直线与已知直线平行”.双曲空间由于

具有负常数的曲率,无法等度量地嵌入到欧氏空间中,难以直观表达.有研究学者为此建立了很多等价模型,这

里我们介绍常用的 3 种模型:双曲面模型、克莱因模型和庞加莱球模型.图 2(b)和图 2(c)所示为克莱因模型和庞

加莱圆盘模型(二维庞加莱球模型)中的过给定点的平行线. 

              

(a) 双曲几何模型测地线                 (b) 克莱因模型中平行线             (c) 庞加莱模型中平行线 

Fig.2  Examples of hyperbolic geometric models 

图 2  双曲几何模型示例 
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2.1.1   双曲空间表达模型 

(1) 双曲面模型 

双曲面模型将 n 维双曲空间视为 n+1 维闵可夫斯基空间中的伪球面,n+1 维闵可夫斯基空间是内积为公式

(1)的实值空间: 

 :1 1 11
,

n

n i i n ni
u v u v 

   u v  (1) 

n 维双曲面模型中的点可由 n+1 维闵可夫斯基空间中的点表示,如公式(2)所示: 

 n={xn:1x,xn:1=1,xn+1>0} (2) 

如图 2(a)所示,双曲面模型中的每一条测地线都是n 和过原点的平面的交线,两点间的测地距离如公式(3) 

所示: 

 :1( , ) arccos h( , ), ,n
n

nd     u v u v u v  (3) 

(2) 克莱因模型 

如图 2(a)所示,将n 中的每个点通过原点发散出的射线映射到 xn+1=1 的超平面上,可得克莱因模型: 

 n={xn|||x||<1} (4) 

即:该过原点的平面与n 相交形成双曲面模型中的测地线,与 xn+1=1 的超平面相交形成克莱因模型中的测 

地线.克莱因模型和双曲面模型互为映射: 

 
1

1
( ) , ( ) ( ,1)

1 || ||
i

i
n

x

x
  



 


x x x
x

     (5) 

克莱因模型中的测地线距离为 

 ( , ) ( ( ), ( ))d d   u v u v       (6) 

(3) 庞加莱球模型 

如图 2(a)所示,将n 中的每个点通过(0,0,…,0,1)发散出的射线映射到 xn+1=0 的超平面上,可得到庞加莱球 

模型: 

 n={xn|||x||<1} (7) 

同样,双曲面模型与庞加莱球模型互为映射: 

 
2
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1

2 1 || ||
( ) , ( ) ,..., ,

1 1 || || 2
i
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n

x
x x
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x
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x     (8) 

庞加莱球模型中的测地线距离为 

  
2

2 2

|| ||
, arccosh 1 2

(1 || || )(1 || || )
nd

 
  

  
u v

u v
u v

 (9) 

庞加莱圆盘模型为庞加莱球模型在二维下的具体体现.庞加莱圆盘模型具有保角性,即模型中双曲线之间

的欧几里德角与其双曲值相等;庞加莱圆盘模型中的距离与欧氏空间中的不同,从圆盘中心出发的双曲距离 rh

与欧氏距离 re 之间具有如下关系: 

 tan h
2
h

e

r
r

   
 

 (10) 

然而,在扩展的庞加莱圆盘中,径坐标 r 使用双曲距离表示,即: 

 rrh=re (11) 

在曲率为 K=2<0,>0 的扩展庞加莱圆盘中,(ri,i)和(rj,j)之间的测地线距离 dij 通过双曲余弦定理表示为 

 cosh(dij)=cosh(ri)cosh(rj)sinh(ri)sinh(rj)cos(ij) (12) 

其中,ij=||ij||.若ri 和rj 足够大,满足
222 e e ,ji rr

ij
    则测地线距离可通过下式近似计算: 
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2 2
ln sin ln .

2 2
ij ij

ij i j i jd r r r r
 

 
     

         
    

 

复杂网络的双曲几何模型多采用扩展的庞加莱圆盘模型表征双曲空间,该模型直观,可视化效果好,二维表

达下更容易分析几何空间中潜在的物理含义.若非特别说明,本文所提及的庞加莱圆盘或双曲圆盘均指扩展的

庞加莱圆盘模型. 

2.1.2   双曲空间基本属性 

双曲空间具有负常数的曲率,其指数扩张速度远大于欧氏空间的多项式扩张. 

如表 3 所示,在曲率为 K=2<0,>0 的庞加莱圆盘中,圆周长 L 和面积 S 均随半径 r 以 er 增长. 

Table 3  Characteristic properties of Euclidean, spherical, and hyperbolic geometries 

表 3  欧氏空间、球面空间和双曲空间的固有属性 

属性 欧氏 球面 双曲 
曲率 K 0 >0 <0 
平行线 1 0  

三角形内角和  > < 
圆周长 2r 2sin(r) 2sinh(r) 
圆面积 2(r2/2) 2[1cos(r)] 2[cosh(r)1] 

除了上述固有属性外,双曲空间中还有一系列几何定理,这些属性和定理可供复杂网络的双曲空间模型使

用.下面给出几个常见定理. 

定理 1. 在非欧几何中,三角形ABC 的面积 S 与量(A+B+C)成正比:S=M[(A+B+C)].特别地,

任意三角形的面积是有界的:S<M. 

定理 2. 在双曲空间的三角形ABC 中,a,b,c 分别为A,B,C 所对的边长,则有: 

 双曲正弦定理:
sin h( ) sin h( ) sin h( )

;
sin( ) sin( ) sin( )

a b c

A B C
 

  
 

 双曲余弦定理:cosh(c)=cosh(a)cosh(b)sinh(a)sinh(b)cos(C). 

定理 3. 设 a 为 DR={z||z|<R}内一点,分式线性变换
2

, 2

( )
( ) ei

a

R z a
f z

R az








是庞加莱模型的非欧几何中的刚体 

运动,其中,是任意实数. 

定理 4. 如图 3 所示:设 l 是一条给定的非欧直线,记 d(z,l)是点 z 到 l 的非欧距离,d>0 是任意给定的正数.

集合 D={zU:d(z,l)<d}为关于 l 的一个超圆域(图中阴影部分),超圆域的边界是两条欧氏圆弧,如图中 HC 所示,

称为超圆周.它们关于给定的非欧直线对称,并且与该非欧直线在单位圆周上有共同端点. 

 

Fig.3  Hypercycle of hyperbolic space 

图 3  双曲空间的超圆周 

2.1.3   双曲空间与复杂网络的联系 

双曲空间适合嵌入具有幂率度分布的复杂网络,与双曲空间的特性关系密切.幂率度分布的复杂网络具有

近似树状的层次结构,而双曲空间是树网络的连续版本,对于 n 进制的树,圆盘周长和面积可分别类比于距离根
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节点 r 跳的节点数(n+1)nr1 和不超过 r 跳的所有节点总数[(n+1)nr2]/(n1).如果令圆盘所表示的双曲空间曲率 

满足 | | ln( ),K n   则双曲空间圆周和圆面积以 er 增长,与 n 进制树增长速率 nr 保持一致.故树状结构可视 

为离散的双曲空间.例如,双曲空间的任何镶嵌细分(如图 4所示)自然定义了由多边形边的某些子集形成的一类

树的等距嵌入[31].已有研究表明:任何有限树都可以通过任意低失真嵌入到有限双曲空间中,而欧氏空间以多项

式速率扩张,无限维的欧氏空间也无法满足任意低失真嵌入有限树[33,34]. 

 

(a) 双曲空间中嵌入二进制树示例 

         

(b) 等边三角形         (c) 等边五边形        (d) 等边七边形 

Fig.4  Examples of hyperbolic space embedding 

图 4  双曲空间嵌入示例 

由于复杂网络的无标度性质和近似树状结构与双曲空间的负曲率和指数扩张高度贴合,基于双曲空间生

成模型的嵌入方法作为一类基于几何模型的网络表征学习方法诞生.该模型通过将复杂网络嵌入到双曲空间

的庞加莱圆盘模型中,通过圆盘的径向坐标表示节点流行性,角坐标间距离表示节点间相似性,将网络的生长解

释为流行性和相似性的竞争,可以很好地解释复杂网络中无标度、小世界、强聚类等拓扑特征[32].本文首先描

述复杂网络双曲空间的生成模型,然后介绍基于该模型的嵌入方法及无模型的嵌入方法, 后引入嵌入后的应

用、性能对比及研究展望. 

2.2   复杂网络双曲空间的生成模型 

对复杂网络的拓扑结构和动态演化过程的刻画,是复杂网络研究领域内的基础性问题之一,由此引发的复

杂网络生成模型的研究具有很长一段历史.起初,关于复杂网络结构的假设形成规则网络和随机网络两个极端,

较著名的研究是 ER 随机图模型[35],该模型假设网络中每条连边独立且连接概率相同,可以生成稀疏、存在巨

片、平均距离较短的网络,但该模型无法解释实际网络中出现的聚类特性和度分布非均匀性;规则的 近邻网

络和 ER 随机图模型都不能解释许多实际网络同时具有的强聚类、小世界特征,WS 小世界模型[36]作为一种完

全规则网络向完全随机网络的过渡模型诞生,该模型通过在规则网络中引入少量随机性产生具有小世界特征

的网络,包括较短的平均距离和高聚类系数;文献[37]中指出,ER 随机图模型和 WS 小世界模型忽略了实际网络

中的增长特性和优先连接特性,提出了 BA 无标度网络模型,该模型生成的网络具有幂率度分布和较短的平均

距离,但无法解释很多现实网络中的强聚类效应.在上述这些网络模型中,连边关系都是独立的,而现实网络并

非如此.例如社交网络中,如果两个人具有共同好友,则他们将比陌生人更容易产生联系.当网络引入几何模型

时,这些拓扑特征就很容易得到解释. 近,复杂网络的双曲空间生成模型被提了出来,该模型假设复杂网络处

于双曲几何空间中,节点间连接概率受空间中的距离影响,几何空间中的三角不等式可以解释现实网络的强聚

类效应.通过调整模型参数,可转化为随机网络、BA 网络模型等[32,38].本节首先介绍复杂网络几何空间生成模型

的基本思想,然后对复杂网络双曲空间的各类生成模型展开介绍. 
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2.2.1   复杂网络几何空间的生成模型基本思想 

复杂网络几何空间的生成模型一般认为网络存在潜在的几何空间,网络由节点和连边组成,在几何空间中

布点,然后根据一定的概率进行连边即可生成不同拓扑结构的网络.不同的生成模型在几何空间的选择、节点

间连接概率的设计和网络生成过程这 3 方面有所不同.一般认为,连接概率受到几何空间中的距离和节点的内

在固有属性两方面的影响,节点固有属性通过设计节点来隐藏变量表现.根据网络生成过程,可以将生成模型分

为静态模型和动态模型:静态模型中,节点和连边一次性生成,不随时间变化;动态模型中,网络中的节点会增加

或删减,连边在节点加入或移除时发生变化. 

2.2.2   多种双曲空间生成模型 

(1) 1 生成模型 

1 生成模型是一种简单的复杂网络几何生成模型[39],由 Krioukov 等人在文献[40]中提出.该文认为,复杂网

络存在隐藏的几何度量空间.提出了1 生成模型,通过模型参数控制生成网络的度分布、聚类系数,并且生成 

的网络可具有无标度、强聚类、自相似、小世界特性. 

1 生成模型中,假设节点均匀分布在半径为|V|/2的圆环上,每个节点对(vi,vj)之间的连接概率受到几何空 

间中的距离 dij 和节点拓扑相关固有属性 dc(i,j)的影响,表现为 p(dij/dc(i,j)).令为与节点度相关的隐藏变量,则 

dc(i,j)ij.该式保证节点平均度 ( ) ,k   连接概率的具体形式可见后文表 5.为了生成符合幂率度分布的网络,

可令满足概率分布 1
0 0( ) ( 1) , ( 2) /( 1).P k                

(2) 2 生成模型 

由于双曲空间是指数扩张的 ,空间本身就是一个连续版本的“树”,这与复杂网络的树状结构高度吻合 . 

Krioukov 等人在文献[30]中提出了2 生成模型,该模型是1 生成模型的等价模型.该文认为,无标度复杂网络的 

节点分布在二维有界的双曲圆盘上.将节点连边表示能量为隐藏双曲距离的非相互作用费米子,使用费米狄拉

克统计解释双曲距离与连接概率的关系,如公式(13)所示: 

 
 22

1

1 e
ij

ij
d R

p 



 

 (13) 

其中,=1/T,T为温度系数,影响生成网络的聚类系数.T0时,公式(13)转化为  2 ,ij ijp R d  此时聚类系数  

大化;随着 T 的增大聚类系数降低,T1 时,聚类系数趋近于 0;T时,图为经典随机图.该模型生成网络的度分

布满足公式(14),由此可生成具有任意幂率指数度分布、聚类系数的复杂网络: 

 

2 1
1,     if  and 1

2

( ) ~ , 2 1
1,  if  and 1

2

2,             otherwise

T

P k k
T T



 
 

  
 



 
   



≥ ≤

≥
 (14) 

(3) 双曲空间的随机几何图生成模型 

基于1 和2 生成模型,文献[31]进一步提出研究复杂网络的几何框架,该文假设复杂网络是一种嵌入在双 

曲空间中的随机几何图,从而非常容易解释网络异质性(无标度分布现象)和高聚集性. 

如图 5 所示,与经典的随机几何图类似,双曲空间中的随机几何图首先需要在半径为 R 的双曲圆盘上撒 N

个点,然后以每个点 P 为圆心、以 r=R 为半径作双曲圆,落在圆内的点均与 P 点相连接形成网络,连接概率可表

示为公式(15),通过该模型生成的网络则同时可具备无标度和高聚集性: 

 pij=(Rdij) (15) 
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Fig.5  Example of a random geometric graph in hyperbolic space[31] 

图 5  双曲空间的随机几何图生成模型示例[31] 

在该模型中,只有距离小于 R 的节点对才产生连接,距离较远则无连接.Krioukov 等人进一步提出软化连接 

模型,任意两点的连接概率与2 模型相同,当趋近于无穷大时,该模型退化为标准的双曲空间随机几何图模型. 

一般情形下,节点间连接概率随着彼此双曲距离的增大而减小,R 为阈值;当双曲距离超过 R 时,连接概率减小速

率加快.文献[38]对双曲空间的随机几何图模型进行了详细分析,证明该模型可扩展为 6 种不同的模型,见表 4. 

Table 4  Expansion of random geometric graph model in hyperbolic space 

表 4  双曲空间随机几何图模型扩展 

T 
 0 (0,)  

[2,) 双曲随机几何图 软双曲随机几何图 软配置模型 
 球面随机几何图 软球面随机几何图 ER 模型 

(4) PSO 动态生长模型 

前面提到的模型都是静态模型,网络中的节点和连接都是一次建立,不随时间变化的.文献[32]提出了一个

在双曲空间下的动态生长模型(popularity-similarity-optimization model,简称 PSO). 

如图 6 所示,PSO 生长模型建立在扩展的庞加莱圆盘上,生成网络过程如下:(1) t=0 时刻,网络为空;(2) t≥0

时刻,坐标为(rt,t)的新节点 t 加入,其中,rt=ln(t),t 为[0,2]的随机值;(3) t≤m 时,新节点 t 连接到所有已存在的节

点;(4) t>m 时,新节点连接到 m 个双曲距离 近的节点,可转化为求解 m 个 sst 小的节点,其中, / 2m k 是控

制网络平均节点度的参数,s<t 是 s 时刻生成的节点,st 是节点 s 和节点 t 的角距离. 

 

Fig.6  Example of PSO model[32] 

图 6  PSO 模型示例[32] 
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该模型中,网络的生长过程表现为流行性和相似性的竞争,每个节点径坐标为 ln(s),s 为诞生时间,代表流行

性特征,s 越小,节点诞生越早,新节点连接它的概率越大;为相似性特征,越小,节点越相似,连接概率越大.在

上述模型中,流行性与相似性对节点连接具有同样的影响力,可引入流行性与相似性的权重调节参数[0,1],使

得新节点连接时 小化 sst.改进后的模型即为流行性的衰减模型,在 t 时刻,新节点加入时,对于已存在的节

点 s<t,增大它的径坐标至 rs(t)=rs+(1)rt,其中,=1/(1)[0,1],故可控制流行性衰减的速度.另一方面,该模

型新节点每次严格与 近的 m 个节点相连,与静态的随机几何图模型一样,考虑软化连接模型,新节点 t 与 s 以

一定概率产生连接: 

 
( ) /

1
( )

1 e st td R T
p x 


 (16) 

其中,Rt 是 t 时刻双曲圆盘半径. 

相比于静态的双曲空间随机几何图模型,该动态模型具有一些优点. 

(a) 动态模型中节点根据时间逐个加入网络,可以模拟实际网络动态生长情况; 

(b) 动态模型将双曲坐标赋予了实际含义,径坐标表示的是节点的流行性,角坐标相对差值表示节点间的

相似性,节点间的连接产生则表现为实际网络中流行性与相似性的竞争; 

(c) 该模型可以扩展为偏好依附网络模型、适应度网络模型等. 

PSO 模型存在进一步变体 GPA(geometric preferential attachment)模型和 nPSO(nonuniform PSO)模型,以便

产生具有软社区[41]或所需社区结构[42]的双曲合成网络. 

(5) GPA 模型 

由于 PSO 模型及前述双曲空间中的静态模型均假设节点角坐标均匀分布在 0~2范围内,节点间连接概率

随双曲距离的增大而减小,故没有角区域包含空间上紧密相连的节点集群以形成明确的社区结构.文献[41]提

出了 GPA 生成模型,通过使双曲圆盘中不同角域具有不同的吸引力来形成社区.该模型仅修改了 PSO 模型中的

角坐标生成机制,在每个节点加入网络中时,先根据均匀分布选取角坐标的候选位置1,2,…,i,对每个候选点

计算其引力大小,然后根据公式(17)的概率选取角坐标: 
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( )
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 (17) 

其中,引力 Ai(j)为离候选点(ri,j)距离小于 ri的已存在节点个数;≥0为模型参数,代表初始引力,节点角度分布

的异质性是其减函数. 

(6) nPSO 模型 

GPA 模型通过调整 PSO 模型中角坐标的分布来形成社区结构,但该模型不能明确控制社区的个数和规模.

文献[42]提出了 nPSO 模型,通过高斯混合分布生成角坐标,可调整社区数量和规模,高效地生成高聚类网络. 

表 5 总结了上述几种几何生成模型的设计特点. 

Table 5  Comparison of geometric space generation models for complex networks 

表 5  复杂网络几何空间的生成模型比较 

模型 模式 几何空间 空间半径 径坐标 

1 静态 圆环 1 | | / 2R V 
 

1ir R 
 

2 静态 
庞加莱圆盘 

(K=-2<0,>0) 

1

2 2
0

22
ln

R
R
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0

sin h( )
2ln ,  ( ) e ~ e
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随机几何图 
阶跃模型 

静态 
庞加莱圆盘 

(K=1) 
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( ) e ~ e

cosh( ) 1
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随机几何图 
软化模型 

静态 
庞加莱圆盘 

(K=-2<0,>0) 

2
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Table 5  Comparison of geometric space generation models for complex networks (Continued 1) 

表 5  复杂网络几何空间的生成模型比较(续 1) 

模型 模式 几何空间 空间半径 径坐标 

PSO 动态 
庞加莱圆盘 

(K=-2<0,>0) 

(1 )
24 1 e

2
ln

sin( )(1 )

tr

t t

T

R r
k T

 

 

   
          

  

 
rt=2ln(t) 

rs(t)=rs+(1)r 
(s<t) 

GPA 动态 
庞加莱圆盘 

(K=-2<0,>0) 

(1 )
24 1 e

2
ln

sin( )(1 )

tr

t t

T

R r
k T

 

 

   
          

  

 
rt=2ln(t) 

rs(t)=rs+(1)r 
(s<t) 

nPSO 动态 
庞加莱圆盘 

(K=-2<0,>0) 

(1 )
24 1 e

2
ln

sin( )(1 )

tr

t t

T

R r
k T

 

 

   
          

  

 
rt=2ln(t) 

rs(t)=rs+(1)r 
(s<t) 

Table 5  Comparison of geometric space generation models for complex networks (Continued 2) 

表 5  复杂网络几何空间的生成模型比较(续 2) 

模型 角坐标 连接概率 

1 ~U[0,2] 

1

1

ij

ij

i j

p
d



 


 

   
 

 

2 ~U[0,2]  22

1

1 e
ij

ij
d R

p 



 

 

随机几何图阶跃模型 ~U[0,2] pij=(Rdij) 

随机几何图软化模型 ~U[0,2] ( )
2

1

1 e
ij

ij
d R

p 





 

PSO ~U[0,2] ( )
2

1

1 e
ij t

ij
d R

p 





 

GPA 
1

( )
( )

( )

i j
i j i

i kk

A
p

A

 


 






 

( )
2

1

1 e
ij t

ij
d R

p 





 

nPSO 
1

( ) ( | , )
C

k k kk
P     


    

( )
2

1

1 e
ij t

ij
d R

p 





 

 

2.3   复杂网络双曲空间的嵌入方法 

2.3.1   基于生成模型的嵌入方法 

复杂网络的双曲空间生成模型能够构建跨越多种拓扑结构和动态特性的类似于真实网络的合成网络,我

们是否可以逆转这种合成,并给定一个真实网络,将网络映射(嵌入)到双曲空间中,在某种程度上与生成模型保

持一致?这种嵌入是否存在高效的后续应用?这些问题成为当下的研究热点,引出了大量研究成果.其中,基于生

成模型的嵌入方法假设网络由给定的生成模型产生,逆向推断 可能生成该网络的生成模型参数,主要可分为

基于 大似然估计的嵌入方法、基于流形学习的嵌入方法和两者结合的嵌入方法. 

一般来说,复杂网络双曲空间的嵌入方法要求输入为连通图 G=(V,E),因为与网络中巨片不连通的部分没

有相应的邻接信息,可以被嵌入到双曲空间中的任意位置.由于生成模型中径坐标与节点度高度相关,不同的嵌

入方法对于径坐标一般均根据模型采用直接推断方法来估计. 

对于静态随机几何图模型,一般采用公式(18)来估计双曲圆盘 大半径,用公式(19)来估计每个节点的径 
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坐标: 

 
2 2

2

| | ( 1)
2ln

| | sin( )( 2)

V T
R

E T




 
    

 (18) 

 
2 | | ( 1)

min ,2ln
sin( )( 2)i

i

V T
r R

k T




      
    

 (19) 

对于动态 PSO 模型,一般重现其生长过程,根据 ri=2ln(i)+2(1)ln(N)指定径坐标,其中,i={1,2,…,N}为按节

点度降序排列的节点编号,=1/(1),为度分布幂指数. 

上述基于生成模型的嵌入方法由此转变为一个角坐标参数估计问题.基于 大似然估计的嵌入方法根据

似然函数推断每个节点在隐藏的几何空间中的坐标,该问题为 NP-Hard 问题[39],只能通过启发式方法获取可能

的近似解,该类方法的计算复杂度和嵌入精确度依赖于选择的启发式方法和生成模型.基于流形学习的嵌入方 

法具有一些快速算法,但其中使用矩阵分解的一类方法在应用于大规模网络嵌入时仍然具有(N2)的复杂度.另 

外,基于流行学习的嵌入方法一般在欧氏空间中计算,只能通过庞加莱圆盘的保角性完成角坐标的近似推断,径

坐标推断则需要使用上述方法来计算得出.将流行学习与 大似然估计结合所形成的嵌入方法一般先通过流

行学习方法近似估计嵌入坐标初值,然后通过 大似然估计法提高嵌入精度.本节将对不同的嵌入方法展开 

介绍. 

(1) 基于 大似然估计的嵌入方法 

大似然估计的目标是找到生成模型与观测网络的 佳匹配,实际是在根据观测网络解析参数估计问题.

在贝叶斯准则下,该估计问题的后验概率为 

 
( ,{ , }; ) ({ , }; ) ( |{ , }; )

({ , } | ; )
( ; ) ( ; )

i i i i i i
i i

Prob A r Model Prob r Model Prob A r Model
Prob r A Model

Prob A Model Prob A Model

   
   (20) 

其中,Prob(A,{ri,i};Model)表示 Model 生成坐标{ri,i}和观测网络邻接矩阵 A 的联合概率,Prob(A;Model)表示

Model 生成观测网络邻接矩阵 A 的先验概率.公式(21)表示 Model 生成坐标{ri,i}的先验概率,公式(22)表示

Model 在坐标{ri,i}下生成邻接矩阵 A 的条件概率: 

 
1

({ , }; ) ( , )
N

i i i ii
Prob r Model p r 


  (21) 

 
1

( | { , }; ) (1 )ij ija a
i i ij iji j

Prob A r Model p p 


   (22) 

如果公式(21)的先验概率已知,则可使用贝叶斯估计 大化公式(20)来获得 佳估计.然而,在大部分情况

下先验信息未知,一般通过 大化似然函数公式(22),或其对数形式公式(23)来推断嵌入坐标: 

 ln[ ( |{ , }; )] [ ln( ) (1 )ln(1 )]i i ij ij ij iji j
Prob A r Model a p a p


     (23) 

基于 大似然估计的嵌入方法通过不同的策略 大化该似然函数来推断角坐标. 

 HyperMap 

HyperMap[43]是一种基于 大似然估计的双曲空间无权网络嵌入方法,通过重现 PSO 模型生长过程完成角

坐标的推断.具体过程如下. 

1) 节点按照度从大到小重整为 i=1,2,…,N; 

2) 节点 i=1 诞生,随机角坐标1[0,2]; 

3) 节点 i=2,3,…,N 的角坐标通过 大化
1

1
(1 )ij ija a

i ij ijj i
p p




  ≤

 来获取. 

 HyperMap-CN 

在 HyperMap 中,度大的节点先生成,且在生成时仅考虑与度更大的节点是否存在连接对其在双曲空间中

坐标的影响,导致度大的节点嵌入的角坐标并不精确.HyperMap-CN[44]通过修改 HyperMap 中的似然函数,引入 

共同邻居信息来推断节点嵌入坐标.经过调整后,节点坐标推断更加精确,但计算复杂度由 HyperMap 的(N3)增

大到(N4).为了减小计算量,Papadopoulos 等人进一步提出混合模型,仅对度大的节点 i(ki≤kspeedup)使用修改后

的似然优化,并且可采用加速的启发式方法估计角坐标.对于度大的节点 i,先仅考虑 i的邻居节点 j(j<i)来估计角
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坐标初值 ,init
i 然后对 init

i 使用局部搜索确定 终角坐标.通过该方法,在降低计算复杂度至(N2)的同时保持了

嵌入精确度. 

 EE 

在 HyperMap 和 HyperMap-CN 的基础上,文献[45]提出一种可应用于大规模网络的双曲空间静态随机几何

图模型高效嵌入方法,该方法具有拟线性的时间复杂度.与 HyperMap 相似,该方法采用贪婪策略完成嵌入.与对

网络全局的嵌入结果同时优化相比,采用贪婪策略,每次 优化一个节点的嵌入坐标相对容易.在得到模型的全

局参数估计后,该方法先嵌入网络的核心部分,即度较大的节点.通过引入共同邻居信息,优化随机几何图阶跃

模型的似然来获取节点对的角度差,然后借助弹性嵌入方法完成网络核心部分嵌入.对于其他度较小的节点,先

根据已嵌入的邻居节点估计角坐标初值,然后在初值附近随机采样多个坐标点,选取似然 优值作为 终结果. 

(2) 基于流行学习的嵌入方法 

基于流行学习的嵌入方法以 Laplace特征映射为代表,原始用于高维数据的降维.该类方法一般针对高维情

形下的数据稀疏、难以计算等“维数灾难”问题,通过某种策略将原始高维空间转换为低维子空间,在子空间中,

数据密度提高,结构简化,便于后续应用计算.但这类方法降维的子空间一般为欧氏空间,双曲嵌入只能通过该

相似子空间推断角坐标,而径坐标及其他参数的推断则根据具体模型计算得出. 

 LaBNE 

基于网络中互相连接的节点在双曲空间中彼此靠近的基本思想,针对无向、无权、单一组成成分的网络, 

Alanis-Lobato 等人提出了基于 Laplace 谱分解的庞加莱圆盘嵌入方法 LaBNE(Laplacian-based network 

embedding)[46].定义由节点度组成的对角阵 D,网络的邻接矩阵 A,则网络的 Laplace 矩阵为 L=DA;Y=[y1,y2]为 

N2 矩阵,该矩阵的第 i 行为节点嵌入欧氏圆盘坐标. 小化 2

,

1
|| || ( ),

2
T

ij i ji j
a tr  Y Y Y LY 使彼此连接的节点 

坐标靠近,同时加入约束条件 YTDY=I 来避免节点聚集(I 为单位阵). 终,Y 的求解可以转换为求解广义特征值

问题.基于庞加莱圆盘模型的保角性,角坐标可以通过=arctan(y2/y1)计算得到. 

 Coalescent embedding 

基于 LaBNE,文献[47]衍生出一类基于流行学习的双曲空间嵌入方法.该类方法通过节点度、共同邻居和节

点间 短路径等局部拓扑信息定义了 RA(repulsion-attraction)规则和 EBC(edge betweenness centrality)规则.首

先,基于该规则对无权网络加权;然后,使用流行学习方法,如 Isomap、拉普拉斯特征映射获取近似角坐标; 后,

引入角度均匀化调整,使角坐标满足生成模型关于节点分布的基本假设.通过此流程,提高了 LaBNE 嵌入的精

确性,并提供了一系列嵌入方法. 

(3) 流行学习与 大似然估计结合的嵌入方法 

 LaBNE+HM 

HyperMap 方法基于搜索求解 大似然估计来完成双曲空间嵌入,该方法嵌入精度高,但是计算量大,对于

大规模的网络则只能通过启发式方法求解;LaBNE 方法基于 Laplace 谱分解,计算速度相对较快,但却高度依赖

于拓扑信息,仅考虑使有连接的节点彼此靠近,无法保证无连接的节点彼此远离,在网络平均度高、聚类系数高

时才能获得较为精确的嵌入结果.LaBNE+HM[48]将两者的优势相结合,先使用 LaBNE 近似估计嵌入初值,再根

据网络特征调整搜索范围,采用 HyperMap 精确求解,在保证嵌入精度的前提下,缩短了 HyperMap 求解时间. 

 Mercator 

Mercator[39]将流行学习与 大似然相结合,在观测网络和1 模型间求解 佳匹配.该方法不仅推断节点角

坐标次序及具体值,还推断节点隐藏期望度和模型全局参数,并且可以将任意度分布网络嵌入到1 模型中. 

Mercator 提供两种模式:在快速模式下,首先根据1 模型统计分析推断得到全局参数、和每个节点 i 的隐藏期 

望度变量i,然后使用拉普拉斯特征映射估计角坐标i,基于推断的、、i 以及节点间有无连边进一步调整角

坐标;精确模式将快速模式嵌入结果作为初值,基于 大似然估计理论,使用洋葱分解[49]从中心节点开始,在节

点邻居角坐标均值处局部搜索优化角坐标, 后根据优化后的角坐标更新隐藏期望度. 
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(4) 其他嵌入方法 

 LPCS 

与前述流行学习或 大似然估计的嵌入方法有所不同,LPCS[50]是一种基于社区结构的双曲空间嵌入方

法,通过将社区结构信息引入,使不同社区的节点具有一定的相对角度,相同社区的节点彼此靠近以完成嵌入.

该方法基于 EPSO[43]生成模型,具有线性时间复杂度,适用于具有一定社区结构的幂率度分布网络,具体按照如

下步骤完成嵌入. 

1) 检测层次性社区; 

2) 从节点数量 多的社区开始,利用社区亲密度指数对顶层社区进行排序,该指数考虑了社区内部和社

区之间的连边比例; 

3) 根据高层社区的顺序,递归地对低层社区进行排序,直至到达层次结构的底层; 

4) 为每一个底层社区分配一个与社区节点大小成比例的角度范围,以不重叠的角度范围覆盖整个社区.

在相关底层社区的角度范围内,随机均匀采样节点的角坐标. 

CHM[51]采用与 LPCS 类似的方法得到双曲空间嵌入初值,然后使用 大似然估计优化初值,提高精确度. 

 MCA 

具有稀疏、强聚类、小世界、异质性的复杂网络通常可以通过 小生成树实现高效导航.MCA[52]方法定

义相似性依附机制,通过不断生长的 小生成树满足 低弯曲度策略,有效地近似双曲圆盘中节点角坐标,完成

双曲空间嵌入.该方法具有近似线性复杂度,同时,嵌入精度超过 HyperMap-CN,低于 Coalescent Embedding.具体

过程如下. 

1) 定义 RA 规则 1 1

1
i jRA

ij
ij

e e
x

CN

 



和 2 1

1
i j i jRA

ij
ij

e e e e
x

CN

  



,其中,CNij 表示 i 和 j 的共同邻居,ei 表示 i 的外 

部邻居节点数目(不与 CNij 相连也不与 vj 相连); 

2) 通过 1RA
ijx 或 2RA

ijx 规则将无权网络赋予权值; 

3) 基于 Prim 小生成树构造方法依次排列 低排斥度节点,将节点序列通过角度等距调整或斥力-引

力等距调整使角坐标分布在[0,2]. 

表 6 对上述几种复杂网络双曲空间嵌入方法的时间复杂度进行了简单总结. 

Table 6  Comparison of embedding of complex networks to hyperbolic space 

表 6  复杂网络双曲空间的嵌入方法比较 

种类 年份 文献 方法 时间复杂度 

大似然 

2015 [43] HyperMap (|V|3) 

2015 [44] HyperMap-CN (|V|2) 

2018 [45] EE (|V|polylog(|V|)) 

流行学习 
2016 [46] LaBNE (|V|2) 

2017 [47] Coalescent embedding (|V|2)(|V||E|) 

流行学习 
结合 大似然 

2016 [48] LaBNE+HM (|V|2)(|V|3) 

2019 [39] Mercator (|V|2) 

其他 
嵌入方法 

2016 [50] LPCS (|V|) 

2016 [51] CHM (|V|2) 

2018 [52] MCA (|E|+|V|log(|V|)) 
 

2.3.2   无生成模型的嵌入方法 

由于表达信息的能力是学习和泛化的先决条件,因此提高嵌入方法的表示能力非常重要,这样它就可以用

于各种实际数据的复杂模式之中.尽管欧氏空间嵌入取得了成功,但 近的研究结果表明,来自多个领域(如生

物学、网络科学、计算机图形学或计算机视觉)的许多类型的复杂数据(例如图数据)都显示出高度非欧几里德
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潜在结构[53].在这种情况下,欧几里德空间没有提供 强大或 有意义的几何表示.为了更好地学习数据的层次

结构和复杂模式,近期涌现了许多无生成模型的双曲空间嵌入方法[8,29,34,5459].这些方法一般通过双曲距离刻画

数据间相似度来将其嵌入到双曲空间中,利用双曲空间对数据的表达能力,在贪婪路由、层级表示学习、知识

问答、链路预测、 短路径长度预测、机器翻译等应用上取得性能上的提升. 

3   复杂网络双曲空间模型的应用 

通过将复杂网络嵌入到双曲空间中,高维稀疏的网络结构信息转化为低维稠密的实值向量,具有一般嵌入

方法降低计算复杂度的特点.另外,每个节点被表示为潜在几何空间中确定位置的坐标,几何空间中的距离度量

决定节点间存在连接的可能性,因此可将几何工具和方法论应用到网络研究中,以有效解释现实网络中的物理

现象.例如,几何空间中的三角不等式给出了现实网络中聚类效应的合理解释[60]. 

由于复杂网络双曲空间模型的物理含义和低维向量表示便于进行高效计算,基于该模型的嵌入将有益于

很多图分析的应用.本节将围绕基于复杂网络双曲空间模型嵌入后的各类应用展开介绍. 

3.1   基于双曲径坐标的层次结构发现 

近年来 ,因双曲空间嵌入对潜在层次结构的有效捕获 ,将数据嵌入双曲空间表示受到越来越多的关 

注[8,34,5658].这种层次结构捕获的能力可能与双曲空间的关键特性密切相关,即:空间容量随径向呈指数增长,而

在非欧氏空间中呈缓慢的多项式增长.树状结构数据几何形状的增长方式与双曲空间保持一致,因此可以通过

双曲空间精确捕捉树状的层次结构.如图 7 所示:文献[56,57]将 WordNet 等网络嵌入到低维双曲空间中,学习其

层次结构,与高维欧氏空间相比具有更优的重构误差和链路预测能力;文献[58]将问答系统嵌入到双曲空间中,

发现其潜在的层次结构,对问答系统进行快速而高效的排序检索;文献[61]将单词和句子嵌入到双曲空间中,保

留了单词的共现频率信息和句子短语选区信息. 

 
Fig.7  Example of embedding for learning hierarchical representation in hyperbolic space[56] 

图 7  双曲空间中层次结构发现示例[56] 

3.2   基于双曲角坐标划分的社区发现 

在复杂网络的庞加莱圆盘嵌入结果中,双曲距离较近的节点存在较大的连接概率.双曲空间随圆盘半径呈

指数增长,位于庞加莱圆盘中心附近的节点有大量的连接,而外围的节点只靠近角坐标相近的节点.文献[6264]

研究表明:真实网络在庞加莱圆盘中嵌入的节点角坐标不是均匀分布的;相反,它们以一种异构的方式分布,节

点在某些角坐标附近的集群化揭示了节点之间存在大量连接的区域,该区域组成一个社区[32,41,42,6568].另外,文

献[69]的研究也说明,具有强模块化的网络嵌入到双曲圆盘中表现出同一社区内节点角度的高度一致性.基于

这种思想,根据双曲模型嵌入结果的聚类[70]或角坐标划分[64]可以设计快速而高效的社区发现算法,如图 8 所示,
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相同颜色的节点组成一个社区.基于复杂网络双曲圆盘嵌入的社区划分操作简单、高效,划分结果直观、明确. 

 

Fig.8  Example of community detection in hyperbolic space[64] 

图 8  双曲空间中社区发现示例[64] 

3.3   基于双曲距离度量的路径搜索 

从脑神经网络到社交网络、互联网和交通网络,信息或能量的传递是许多复杂系统的关键功能.已有研究

结果表明:即使不具备系统的全局知识,网络中的节点仍能执行有效的信息路由.双曲嵌入为网络中每个节点提

供了几何空间坐标,故可以借助坐标进行高效的贪婪路由.在信息转发时,不需要提前计算路由,每个节点只需

知道目的节点坐标和邻居节点坐标,通过计算双曲距离,每次选取 接近目的节点的邻居节点作为下一跳转发

节点,该应用说明,双曲模型具有可导航性[54,62,71,72].如图 9 所示:由于双曲空间庞加莱圆盘模型中的测地线(红色

虚线)为弧形,故贪婪路由的中继转发节点更偏向于靠近圆盘中心的枢纽节点(蓝色实线为转发路径).大规模图

中,计算 短路径较为困难[73],贪婪路由仅需要嵌入后的少量局部信息计算双曲距离,就可以获取接近 短的转

发路径,是一种高效的路由方法. 

 

Fig.9  Example of greedy routing in hyperbolic space[62] 

图 9  双曲空间中贪婪路由示例[62] 

由于复杂网络具有路径多样性,结合双曲嵌入,大量不相交路径分布于双曲空间通过源目的节点的测地线

附近[62],类似于贪婪路由的单路径搜索亦可扩展到多路径搜索. 

3.4   基于双曲距离度量的关键节点发现 

复杂网络的异构性导致每个节点的结构和功能有所不同,精确估计网络中的关键节点在网络优化、药物研



 

 

 

王强 等:复杂网络的双曲空间表征学习方法 109 

 

发、舆情控制等方面具有广泛的应用前景.网络的介数中心性这一经典的关键节点排序指标需要计算所有节点 

对的 短路径,在无权网络中,用布兰德斯的算法计算介数中心性具有(|V||E|)的时间复杂度.而在双曲空间中,

通过贪婪路由近似 短路径,只需要计算所有节点对的双曲距离即可估算出介数中心性,具有(|V|2)的时间复 

杂度[73].类似的研究工作包括文献[74]提出的双曲空间中快速计算接近度中心性方法和文献[75]提出的双曲流

量负载中心性(hyperbolic traffic load centrality)方法. 

3.5   基于双曲距离度量的链路预测 

链路预测是指通过已知的各种信息,预测给定网络中尚不存在连边的两个节点之间产生连接的可能性.链

路预测模型可以帮助我们理解网络结构,并且具有很多实际的应用价值,比如指导蛋白质交互实验、建立推荐

系统等[50].很多链路预测方法基于节点相似性,其基本假设是:相似性越大的节点之间,存在链接的可能性越大.

复杂网络的双曲空间模型中明确定义了与双曲距离密切相关的连接概率,仅仅只需要根据嵌入坐标计算节点

对的双曲距离,就可以进行链路预测.该思想操作简单,并且可以获得高精度预测结果,在部分网络上性能甚至

优于 Common-neighbors(CN)和 Katz index(Katz)等经典链路预测方法[32,43,44,50,67,76]. 

3.6   基于双曲坐标的网络演化分析 

本文所述研究大多都是静态网络的双曲空间嵌入,但是现实网络一般都具有复杂的动态演变过程,比如社

交网络中不断有新用户加入和用户交友行为产生.随着网络的演化,网络的表征也需要随之更新.已有的双曲空

间中网络演化的分析方法将动态网络视为由多个静态网络快照组成,分时段对静态快照嵌入双曲空间来研究

网络演化规律[64].但这类方法将静态网络嵌入算法直接应用到动态演化网络上会遇到一系列问题,比如:由于缺

乏增量嵌入方法,即使网络变化很小也必须重新嵌入;由于一些随机噪声的存在,不同时段的嵌入结果可能不够

稳定、前后差异较大等.因此,双曲空间中的网络演化分析仍然是未来研究的重要课题之一. 

3.7   基于双曲坐标的多层网络关联性及鲁棒性分析 

关系的多重性是现实网络的共同特征,比如社交网络中,人与人之间的关系多种多样.现实的多层网络往往

不是单层网络的随机组合,分析不同网络层次之间的关联性,对于理解现实网络具有重大意义.通过将每一层网

络嵌入到双曲空间中,节点层与层之间的坐标会表现出显著的相关性,这些相关性揭示了多层网络隐藏的几何

关联,可以应用于层间链路预测、贪婪路由、社区发现[67].另外,在相互作用的多层网络中,部分节点的失效会导

致与之依赖的节点失效,从而产生级联失效现象,这种级联失效往往会导致整个相互依赖系统的崩溃.在网络科

学研究中,渗流理论是研究复杂网络鲁棒性与网络团簇演变的一个重要手段.已有研究结果表明:当层间角坐标

的相关性较高时,渗流变换平滑,网络鲁棒性较强;当相关性较低时,渗流变换易发生突变,网络鲁棒性较弱[69,77].

多层网络的双曲空间嵌入,可以对层间关联性及鲁棒性进行分析,有助于设计网络保护策略和更健壮、更可控

的相互依赖系统. 

3.8   基于双曲坐标的复杂网络几何重整化 

许多复杂的网络,如 Internet、社交和生物网络,往往具有节点的异构度分布.这些分布可以用幂律衰减来描

述:它们在度变量重新标度的情况下保持不变.这表明可能存在对网络结构的某种变换,使其统计特性保持不 

变[78].重整化变换按照一定的规则将网络中的数个节点合并为超级节点,抓取网络中的部分属性.通过重整化变

换,可将复杂结构简单化,便于分析网络结构特征.例如,该变换揭示了某些网络具有自相似嵌套的层次结构[79].

已有研究结果表明:通过对复杂网络双曲空间嵌入的结果进行重整化,使相同径坐标下角坐标彼此靠近的节点

合并,可实现网络规模缩小和多尺度贪婪路由[80]. 

3.9   基于双曲空间表达模型的可视化 

图的二维可视化问题研究遍布网络科学、数据挖掘、生物科学等各个领域.复杂网络双曲空间的表征学习

为可视化提供了极大的便利,将每个节点通过二维实值向量表示,研究者们可以很容易地获得高维数据的可视

化表达.并且,利用复杂网络双曲空间模型的物理含义,该可视化表达对社区发现、层次结构提取、流行性相似
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性分析以及其他潜在网络结构发现都具有重大意义. 

3.10   双曲空间结合机器学习 

基于双曲空间对树状结构数据的精确表示和高效捕获层次结构的能力,双曲空间的嵌入已经应用到各类

领域中,包括自然语言处理[34,56,61]和网络科学[43,44,46]等.相比于高维的欧氏空间,这些方法仅只需要低维的双曲

空间,便能够在各自的后续任务中取得更佳性能[81,82].例如,文献[81]将支持向量机(support vector machine,简称

SVM)与双曲空间相结合,提出了双曲支持向量机,通过双曲面模型进行超平面划分,在合成网络与现实网络的

节点多分类任务上取得性能上的提升.文献[29,59,82]将双曲空间与神经网络相结合,分别引入双曲神经网络、

双曲注意力网络、双曲图卷积网络,在机器翻译、图分析、可视化问答等任务上取得性能上的提升. 

4   复杂网络双曲空间表征学习方法的性能评估 

本文介绍了多种复杂网络双曲空间的表征学习方法,不同方法在坐标推断精确度、后续任务性能以及算法

执行时间上存在一定的差异.通过将各种方法应用于合成网络和真实网络,来给出其性能对比结果.其中,合成 

网络通过 PSO 模型生成,节点数均为 1 000,幂律度分布幂指数=2.5,平均度 4,8,12k  ,温度系数 T=0.1,0.3,0.5, 

0.7,0.9,每组参数合成 5 个网络.图 10 给出了实验结果,a、b、c 组分别对应平均度为 4、8、12 的合成网络.C-score

衡量角坐标正确排序的节点对比例;HD-correlation 为所有节点对真实和推断的双曲距离之间的皮尔逊相关系

数;GR-score衡量嵌入后贪婪路由的性能,当GR-score为 1时,所有节点对贪婪路由均可成功且为 短路径;Time

为嵌入算法执行时间.各指标的详细定义参见文献[47]. 

 
Fig.10  Performance evaluation of hyperbolic embedding in synthetic networks 

图 10  合成网络双曲嵌入的性能评估 

除了合成网络,本文还将不同的表征学习方法应用于真实网络,表 7 给出了不同真实网络数据的相关特征

和来源,所有的真实网络均经过去除自环、重边、取 大连通片的处理过程. 
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Table 7  Overview of the considered real-world network data 

表 7  真实网络数据概览 

名称 来源 节点总数 连边总数 平均度 幂律度指数 聚类系数 
Karate [83] 34 78 4.59 2.09 0.57 

Dolphins [83] 62 159 5.13 14.24 0.26 
US airports [48] 500 2 980 11.92 1.70 0.62 

Hamsterster friendships [83] 1 788 12 476 13.96 4.32 0.14 
iJO1366 [63] 1 805 15 266 16.92 2.13 0.58 

Human protein [83] 2 783 6 007 4.32 3.03 0.07 

由于真实网络数据无法获知双曲空间原始坐标,只能根据推断坐标分析其性能差异,故无法计算 C-score 和

HD-correlation 指标,这里使用连接概率和对数似然替代分析.图 11 给出了真实网络双曲嵌入的性能对比结果. 

 

Fig.11  Performance evaluation of hyperbolic embedding in real-world networks 

图 11  真实网络双曲嵌入的性能评估 
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5   结论及展望 

本文介绍了现有的复杂网络的双曲几何模型、嵌入方法以及应用任务.相对于其他网络模型,双曲几何模

型具有以下优势:(1) 双曲空间的指数扩张使得空间容量大、易于表达树状层次结构数据;(2) 双曲几何模型能

够近似网络的树状分支,产生具有幂率度分布和自相似性的网络;(3) 双曲几何空间中的三角不等式说明与某

节点 A 相连的两个节点 B 和 C 之间容易产生连接,可以解释现实网络中出现的强聚类效应;(4) 复杂网络的双

曲空间模型将网络映射到双曲几何空间中,通过双曲距离编码节点间连接概率,使得模型参数可以反映节点的

流行性和相似性;(5) 复杂网络的双曲空间嵌入是一个网络降维过程,便于后续应用的高效计算,其嵌入坐标可

以作为机器学习算法输入;(6) 该模型提供了一种新的强有力的网络可视化方法,社区结构可以通过角区域集

聚性来加以表征. 

相对于欧氏空间的多项式扩张,指数扩张的双曲空间具有更大的容量,更适合表达树状结构、层次结构的

数据.通过将数据嵌入到双曲空间,可以近似捕获其潜在的层次结构.径坐标与节点度高度相关,可用于发现度

相关结构、网络自相似结构、快速比较和分析节点流行性、快速层级划分等任务;角坐标间距离与节点相似性

相关,可用于快速社区划分、相似节点融合、多层网络关联性及鲁棒性分析、链路预测等任务.双曲几何模型

在具有较强可解释性的同时,还能通过几何工具和方法研究数据结构.其强大的层次结构表达能力使得双曲几

何的嵌入不仅能够应用于传统的复杂网络图分析任务,还为表征学习及其后续应用开辟了新的方向.如图 12(a)

所示:可以将双曲空间嵌入应用于监督学习,对象可以是具有层次结构的文本符号数据或图像数据,研究其分

类、层次表达等相关问题;类似地,对于无监督学习,可以构建相似矩阵完成双曲嵌入,如图 12(b)所示. 

神经网络

标签(负)
嵌入

损失函数

输入数据

输入数据
嵌入

... ... ...

双曲空间

双曲距离

标签(正)
嵌入

标签(负)标签(正)  

(a) 双曲空间中监督学习示例 

 

(b) 双曲空间中无监督学习示例 

Fig.12  Example of machine learning combined with hyperbolic space 

图 12  双曲空间与机器学习结合应用示例 

虽然复杂网络的双曲几何模型已经取得了丰富的研究成果,但是仍在以下几个方面面临着巨大挑战. 

(1) 动态变化网络的生成.现实生活中,大量网络的结构具有动态性,现有的双曲几何模型主要是静态的,
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虽然 PSO 模型能够刻画一类网络的动态生成过程, 但仍存在许多现实网络无法通过 PSO 模型动态

重现.因此,如何在双曲几何模型的框架下模拟现实网络的动态变化过程,是亟待解决的问题; 

(2) 多层次、多关系网络的生成.在已有的研究中,复杂网络的双曲几何模型成功地描述了从生物系统到

信息系统和社会系统等各种复杂系统的形成过程,然而目前的研究对象大多是单一层次的网络,仅有

少数多层网络双曲空间的生成模型[67],许多现实网络具有多层次、多关系的网络结构.这些网络的不

同层之间一般不是随机连接的,如何挖掘层间关联关系,形成多层次、多关系网络的双曲几何模型,是

复杂网络双曲空间表征学习面临的重要挑战; 

(3) 高维双曲空间的嵌入.目前,基于生成模型的双曲空间嵌入方法大多将复杂网络嵌入到二维的双曲空

间中,现实数据中,实体之间的关系往往更加复杂,难以在二维双曲空间中精确表示.提升双曲空间的

嵌入维度 ,可以增强模型的表达能力和适应性 ,高维双曲空间嵌入方法的研究 ,是未来的一个重要 

方向; 

(4) 更大规模、更高速率的嵌入方法.已有的双曲空间嵌入方法仅仅能够应用于小规模网络,而实际场景

中的网络动辄上亿节点,因此,克服大规模网络嵌入面临的存储、计算复杂度等困难,推广双曲空间嵌

入方法到大规模网络中,将开辟更加广泛的应用领域; 

(5) 与神经网络、机器学习相结合,将适合使用双曲空间表示的数据、距离,转移到双曲空间中.双曲空间

相较于欧氏空间具有更强的树状结构表达能力,如何调整神经网络、机器学习的模型,充分发掘双曲

空间的表达能力,是未来的一个开放性研究问题. 
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