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摘  要: 通过语义分析,提出了一种拓展的粗糙集不确定性度量公理化定义;将香农熵函数推广到严凹函数,提出

了一类以条件概率为自变量、基于严凹函数的粗糙集不确定性度量公式,它是严凹函数值的加权平均.在此基础上,
得到一系列粗糙集不确定性度量方法.从严凹函数视角讨论了基于模糊熵的不确定性度量方法,发现现有多种能够

用于度量粗糙集不确定性的模糊熵函数都是所提出方法的特殊情形.比较了粗糙度、改进粗糙度和所提出方法的区

别和联系,最后设计了一些算例,比较了各种方法的异同,验证了基于严凹函数的粗糙集不确定性度量与粗糙集不确

定性语义是一致的. 
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Uncertainty Measures of Rough Set Based on Strictly Concave Functions 

HUANG Guo-Shun,  WEN Han 
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Abstract:  Based on the semantic analysis, a general axiomatic definition of uncertainty measure for rough set is proposed. By extending 
the Shannon entropy function to strictly concave function, a class of uncertainty measures based on strictly concave function are put 
forward. They are weighted average of strictly concave function, whose variable is a conditional probability. It follows that a series of 
measuring methods are developed. The measuring methods based on fuzzy entropy are discussed under the view of strictly concave 
function. It is proved that they are the special cases of the method proposed in this paper. The difference and relationship among 
roughness measure, modified rough measure and the uncertainty measure based on strictly concave function are discussed. Finally, some 
examples are designed to compare the methods discussed in this paper. It is found that the proposed uncertainty measures based on strictly 
concave function are consistent with the semantics of uncertainty of rough set. 
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粗糙集不确定性度量是数据挖掘、粒计算、粗糙集等领域的重要研究内容,已被广泛应用于属性约简、粒

度计算和三支决策等领域[1−3]. 
整体而言,目前主要从 3 个方面对粗糙集的不确定性度量展开研究,即基于纯粗糙集的方法、信息熵及其
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变种公式和模糊熵方法.Pawlak[4]基于纯粗糙集的方法提出粗糙度来度量粗糙集的不确定性问题,由于该方法

只关注正域和边界域而忽视负域信息的影响,导致有时边界域分离出无关的知识颗粒时其值不变,这不符合我

们的直觉.Beaubouef 等人和梁吉业等人[5,6]通过将粗糙度与知识粒度做积来度量粗糙集不确定性问题.徐宝文

等人和王向阳等人[7,8]各自提出类似方法,但这类方法仍会产生一些问题,即只要划分变细,就会导致不确定性

度量严格变小,即使与待刻画集合完全无关的负域细分,也会导致计算结果严格变小,这是不合理的.滕书华等

人[9]基于一般二元关系提出一种新的不确定性度量集成方法.其次是基于信息熵及其变形公式的度量方法.针
对完备信息系统,Duntsch 等人[10]从信息熵角度研究了粗糙集规则预测的不确定性度量问题, Wierman[11]基于

信息熵研究了粗糙集的知识粒度度量问题.国内学者苗夺谦、王国胤等人较早涉足这方面的研究[12,13],李健等

人[14]讨论了完备信息系统信息熵形式的不确定性度量,魏巍等人研究了几种不确定性度量之间的差异[15].针对

不完备信息系统,多位学者给出了基于信息熵及其变形公式的不确定性度量方法,如梁吉业等人给出的信息熵

和粗糙熵方法[16,17],Bianucci 等人和朱萍等人提出的 co-entropy[18,19],钱宇华等人提出的混合熵[20]等.代建华等

人将信息熵方法推广到集值信息系统和区间值决策系统的不确定性度量研究中[21,22].Chakrabary 等学者从模

糊性视角讨论了粗糙集的不确定性度量问题,借助模糊熵来刻画粗糙集的不确定性[23],梁吉业等人提出一种新

的模糊熵度量方法[24],王国胤等人研究了在不同知识粒度下的粗糙集不确定性度量问题[25],提出了一种基于信

息熵的修正模糊度度量方法,本质上是 Luca 和 Termin 对数型模糊熵的变形[26].魏巍等人对基于模糊熵的粗糙

集不确定性度量方法展开系统研究,指出,并不是所有的模糊熵方法都适用于刻画粗糙集不确定性问题,同时给

出了 2 个判定准则[27].但这类方法的缺陷也非常明显:首先,模糊熵本身存在诸多限制,例如隶属函数要求在 0.5
处达到最大值,关于 0.5 对称等;其次,并不是每一个模糊熵方法都能用来度量粗糙集的不确定性问题,这恰好说

明模糊熵与粗糙集不确定性在语义上的差异性,至于有些模糊熵能用于刻画粗糙集的不确定性,那只能说明两

者之间有交集.因此,必须跳出模糊熵的思维模式,去寻找更为广义的适用于粗糙集不确定性度量的方法. 
近年来,胡军等人[28]提出了一种公理化形式的粗糙集不确定性度量定义,给出若干不确定性度量约束准则,

但其中非负性约束条件过于宽松.黄国顺等人[29]对粗糙集不确定性度量进行语义分析,提出一类基于条件概率

的粗糙集不确定性度量方法,证明了条件信息熵可由基于香农熵函数的不确定性度量公式诱导而来,从而揭示

出条件信息熵的不确定性本质. 
本文针对完备信息系统展开讨论,受文献[30]的启发,先将香农熵函数推广到严凹函数,提出一类基于严凹

函数的粗糙集不确定性度量方法,理论上证明了现有多种粗糙集不确定度量方法,包括基于香农熵函数的信息

熵和各种模糊熵函数,都是该方法的特殊情形.然后讨论了粗糙度、改进粗糙度和基于严凹函数不确定性度量

方法之间的区别和联系.计算实例表明,本文建议的方法对边界域划分变细最敏感和合理.最后设计了一些算

例,比较了各种方法的异同,验证了本文提出的粗糙集不确定性度量与粗糙集的不确定性语义是一致的. 

1   相关基本概念 

本节先回顾粗糙集相关基本知识和几种不确定性度量方法. 
信息系统是一个四元组,记作 I=〈U,V,f,A〉,其中,U 是一组对象的非空有限集合,称为论域;A 为有限属性集, 

,aa A
V V

∈
=∪ Va 为属性 a 的值域;f:U×A→V 是信息函数.对 U 上的任意属性集 P⊆A 定义不可分辨关系 ind(P)= 

{(x,y)∈U2|∀a∈P,f(x,a)=f(y,a)},关系 ind(P)构成 U 的一个划分,记作 U/ind(P),简记为 U/P.U/P 中的包含对象 x 的

元素[x]P={y|∀a∈P,f(x,a)=f(y,a)}称为等价类.若 A=C∪D,C 为有限的条件属性集,D 为有限的决策属性集,C∩D= 
∅, aa C

V V
∈

=∪ ,f:U×(C∪D)→V,则称为决策信息系统,记作 DIS. 

给定信息系统 IS=〈U,V,f,A〉,假设 P⊆A,X⊆U,称 ( ) { :[ ] } ( ) { :[ ] }P PPP
apr X x U x X apr X x U x X= ∈ ⊆ = ∈ ∩ ≠ ∅和  

分别为 X 关于 P 的下近似集和上近似集. 
显然,粗糙集 X 的上、下近似集将论域 U 分割成 3 个两两互不相交的区域,即正域、边界域和负域,其中, 

正域 ( ) ( )P P
POS X apr X= ,边界域 ( ) ( ) ( )P P P

BND X apr X apr X= − ,负域 ( ) ( )P PNEG X U apr X= − . 
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定义 1[6]. 设 IS=〈U,V,f,A〉,P,Q⊆A,我们称 Q 粗于 P(或 P 细于 Q)当且仅当对任意的非空 Xi∈U/P,存在 Qj∈ 

U/Q,使得 Xi⊆Qj,记作 U/P U/Q.如果 U/P U/Q,且存在某个
0 0

/ , /i jX U P Q U Q∈ ∈ ,使得
0 0i jX Q⊂ ,则称 Q 严格粗

于 P(或 P 严格细于 Q),记作 U/P≺U/Q. 

特别地,如果 P 为恒等关系,即 U/P={{x}|x∈U},此时划分粒度最细;如果 P 为全域关系,即 U/P={U},此时划

分粒度最粗. 
对∀x∈U,若[x]P=[x]Q,则称划分 U/P 和 U/Q 相等,记作 U/P=U/Q,简记为 P≡Q. 
Wierman[11]在讨论知识粒度不确定性度量时,提出一种大小同构的概念,即对∀P,Q⊆A,若存在双射 h:U/P→ 

U/Q,使得对任意的 Xi∈U/P,有|Xi|=|h(Xi)|,则称划分 U/P 和 U/Q 大小同构,记作 U/P≅U/Q,简记作 P≅Q. 
为了度量用已知划分知识刻画未知集合的完全程度,Pawlak[4]给出了近似精度和粗糙度的概念.其中,X 关

于划分 U/P 的近似精度定义为 

 
| ( ) |

( )
| ( ) |

P
P

P

apr X
X

apr X
α =  (1) 

相应的粗糙度定义为 

 | ( ) |( ) 1 ( )
| ( ) |

P
P P

P

BND XX X
apr X

ρ α= − =  (2) 

然而,粗糙度有时在边界域分离出负域中的知识颗粒时具有二义性,即有时会保持不变,有时会严格减小.
举例如下. 

例 1:设 U={x1,x2,x3,x4,x5,x6},X1={x1,x5},X2={x1,x3},U/P1={{x1,x2,x3,x4},{x5,x6}},U/P2={{x1,x3},{x2,x4},{x5,x6}}. 
显然,U/P2≺U/P1,在划分细分过程中分离出与 Xi(i=1,2)无关的颗粒{x2,x4}.对于 X1,有 1 21 1( ) ( ) 1P PX Xρ ρ= = .

但对于 X2,却有
1 22 2( ) ( )P PX Xρ ρ> . 

为此,Beaubouef 等[5]提出一种粗糙熵度量公式. 
定义 2[5]. 设 IS=〈U,V,f,A〉,P⊆A,U/P={X1,X2,…,Xm},X⊆U,那么 X 在 U/P 中的粗糙熵定义为 

 2
1

| | 1( ) ( ) log
| | | |

m
i

P P
i i

XE X X
U X

ρ
=

= − ∑  (3) 

梁吉业等人在文献[2]证明了公式(3)本质上是将粗糙度与知识粒度做积.这样做可以克服粗糙度的某些不

足,但同时,公式(3)会带来另外一个问题,即只要划分变细,粗糙熵 EP(X)就会严格变小,即使与待刻画集合完全无

关的负域发生细分,它也会严格变小,具体反例见例 2. 
例 2:设 U={x1,x2,…,x8},X3={x1,x2,x5},U/P3={{x1,x2,x3,x4},{x5,x6},{x7,x8}},U/P4={{x1,x2,x3,x4},{x5,x6},{x7}, 

{x8}},显然,U/P4≺U/P3,细分过程中只是将与 X3 无关的知识颗粒{x7,x8}细分成{x7},{x8},其他没变. 
此时,

3 43 3( ) ( ) 1P PX Xρ ρ= = ,但
3 43 3( ) ( )P PE X E X> . 

苗夺谦等人和王国胤等人提出信息熵和条件信息熵等概念[12,13]. 
定义 3[13]. 设 IS=〈U,V,f,A〉,P⊆A,记 U/P={X1,X2,…,Xm},则 P 在论域 U 上的信息熵定义为 

 2
/

( ) ( ) log ( )
i

i i
X U P

H P p X p X
∈

= − ∑  (4) 

其中,p(Xi)=|Xi|/|U|. 
定义 4[13]. 给定 DIS=〈U,V,f,C∪D〉,设 P⊆C,U/P={X1,X2,…,Xm},U/D={D1,D2,…,Dr},那么 D 相对 P 的条件信

息熵定义为 
 2

/ /
( | ) ( ) ( | ) log ( | )

i j

i j i j i
X U P D U D

H D P p X p D X p D X
∈ ∈

= − ∑ ∑  (5) 

其中,p(Xi)=|Xi|/|U|,p(Dj/Xi)=|Xi∩Dj|/|Xi|,=1,2,…,m,j=1,2,…,r. 
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2   基于严凹函数的粗糙集不确定性度量 

本节先对粗糙集不确定性度量进行语义分析,给出一种扩展的粗糙集不确定度量公理化定义,然后将香农

熵函数推广到严凹函数,提出一类基于严凹函数的粗糙集不确定性度量方法. 
根据三支决策的观点,经典 Pawlak 粗糙集可看作是(1,0)三支粗糙集,它不允许任何据真错误和采伪错误发

生,条件概率不为 1 或 0 的事件一律延迟决策,是一种“厌恶风险”的决策方式[31],它的不确定性主要来自边界域.
因此,下文都是基于边界域讨论粗糙集的不确定性度量问题. 

对于一个未知集合或概念 X 在已知划分 U/P 下的不确定性度量,我们认为,它至少应该满足如下几个约束

条件. 
(1) 非负性:即不确定性度量是关于划分 U/P 和待刻画集合 X 的非负函数. 
(2) 相对性:X 在划分 U/P 下的不确定性度量是一个相对概念,其大小不但与划分 U/P 有关,而且与 X 在

U/P 中的分布结构有关.相同的 X 在大小同构的不同划分下可能有不同的不确定性度量值. 
(3) 只要 X 在划分 U/P 中是确定集,即可认为它是确定的,此时应该没有不确定性,其不确定性度量值应该

为 0,即使 U/P 再进一步细分成 U/Q,X 在划分 U/Q 中仍是确定集,其不确定性度量仍为 0,而不必要求

只在恒等关系时才达到最小值 0;反之,只要不确定性度量值为 0,即意味着 X 在划分 U/P 下是确定集. 
(4) 与 X 无关的负域即使进一步细分,还是与 X 无关,从而不会影响 X 的不确定性度量值. 
(5) 来自边界域的细分一般会导致不确定性变小,如果细分过程中边界域分离出正域或负域中的知识颗

粒,它的不确定性值应该严格变小. 
根据以上语义分析,我们曾在文献[29]提出如下定义: 
定义 5[29]. 设 IS=〈U,V,f,A〉,P⊆A,X⊆U,II(U)是 U 上所有划分的全体集合,P(U)是 U 的幂集,若存在 II(U)×P(U)

到实数集的映射函数 ER(X|P):II(U)×P(U)→R1,如果满足如下条件,则称它为粗糙集 X 在划分 U/P 下的不确定性

度量. 
(1) 非负性:ER(X|P)≥0,并且 ER(X|P)=0 当且仅当 BNDP(X)=∅. 
(2) 不变性:若 BNDP(X)/P≡BNDQ(X)/Q,那么 ER(X|P)=ER(X|Q). 
(3) 单调性:如果 U/P≺U/Q,则 ER(X|P)≤ER(X|Q);如果 U/P≺U/Q,且|BNDP(X)|<|BNDQ(X)|,则 

ER(X|P)<ER(X|Q). 
定义 5 的非负性强调当且仅当 BNDP(X)=∅时,它的不确定性值为 0 且达到最小,从而避免了不具有不确定

性但其度量值不为 0 的情形发生;不变性则强调当边界域划分完全相同时,它们具有相同的不确定性度量值,这
意味着此时即使正域或负域细分,其不确定性值保持不变;单调性则强调,只有当细分过程中边界域分裂出确定

区域(正域或负域)知识颗粒时,其不确定性度量值才会严格变小.上述 3 个约束条件都是合理的. 
更进一步地,文献[29]提出两种基于条件概率的粗糙集不确定性度量和相应的知识不确定性度量方法,其

中,与条件信息熵相关的度量定义如下. 
定义 6[29]. 设 IS=〈U,V,f,A〉,P⊆A,X⊆U,U/P={X1,X2,…,Xm},定义公式: 

 1 2
1

| | | |( | ) log
| | | |

m
i i

i i

X X X XER X P
U X=

∩ ∩
= −∑  (6) 

由它诱导出的知识不确定性度量定义如下. 
定义 7[29]. 设 IS=〈U,V,f,A〉,P,Q⊆A,U/P={X1,X2,…,Xm},U/Q={Y1,Y2,…,Yn},知识 U/Q 在知识 U/P 中的不确定

性度量定义为 

 1 2
1 1

| | | |
( | ) log

| | | |

n m
i j i j

j i i

X Y X Y
ER Q P

U X= =

∩ ∩
= −∑∑  (7) 

文献[29]研究结果表明,条件信息熵 H(Q|P)就是不确定性度量 ER1(Q|P),即 H(Q|P)=ER1(Q|P)[29],从而揭示出

条件信息熵的不确定性本质. 
然而,定义 5 并没有刻画出粗糙集不确定性度量的相对性特点.我们知道,如果两边界域划分相同,那么它们



 

 

 

3488 Journal of Software 软件学报 Vol.29, No.11, November 2018   

 

一定是大小同构的,但边界域大小同构不能保证同一个集合 X 在这些划分下的不确定性度量值相同.仍以

ER1(X|P)为例,具体说明如下. 
例 3:假设 X={x1,x2,x3,x5,x6,x8},U={x1,x2,…,x10},U/P1={{x1,x2},{x3,x4,x5,x7},{x6,x8,x9,x10}},U/P2={{x1,x2},{x3, 

x4,x5,x6},{x7,x8,x9,x10}}. 
显然,

1 1( ) /PBND X P 与
2 2( ) /PBND X P 是大小同构的,但 ER1(X|P1)≠ER1(X|P2). 

因此,度量粗糙集的不确定性必须带上它的分布结构信息.为此,我们提出如下分布同构概念. 
定义 8. 设 IS=〈U,V,f,A〉,对∀P,Q⊆A,X⊆U,若存在双射 h:U/P→U/Q,使得对任意的 Xi∈U/P,有|Xi|=|h(Xi)|,且

|Xi∩X|=|h(Xi)∩X|,则称 X 在划分 U/P 和 U/Q 下具有相同的分布,简称为分布同构,记作 U/P≈U/Q. 
特别地,如果两边界域满足定义 8,则称为边界域分布同构,记作 BNDP(X)/P≈BNDQ(X)/Q.当然,如果两边界域

划分相同,则它们肯定是边界域分布同构的.为此,可提出定义 5 的如下拓展形式. 
定义 9. 设 IS=〈U,V,f,A〉,P,Q⊆A,X⊆U,记 II(U)是 U 上所有划分集合,P(U)是 U 的幂集,若存在 II(U)×P(U)到

实数集的映射函数 ER(X|P):II(U)×P(U)→R1 满足以下条件,那么称 ER(X|P)为粗糙集 X 在知识 U/P 下的不确定

性度量. 
(1) 非负性:ER(X|P)≥0,并且 ER(X|P)=0 当且仅当 BNDP(X)=∅. 
(2) 不变性:若 BNDP(X)/P≈BNDQ(X)/Q,则 ER(X|P)=ER(X|Q). 
(3) 单调性:如果 U/P≺U/Q,则 ER(X|P)≤ER(X|Q);如果 U/P≺U/Q,且|BNDP(X)|<|BNDQ(X)|,那么, 

ER(X|P)<ER(X|Q). 
与定义 5 相比,定义 9 将不变性条件由 BNDP(X)/P≡BNDQ(X)/Q 放宽为 BNDP(X)/P≈BNDQ(X)/Q,其余条件  

不变. 
定理 1. 设 IS=〈U,V,f,A〉,P⊆A,X⊆U,那么 ER1(X|P)是定义 9 下的不确定性度量. 
证明:根据定义 6 和定义 9,即知结论成立. □ 
由于 ER1(X|P)可重写成如下等价形式: 

 1 2
1

| | | | | |( | ) log
| | | | | |

m
i i i

i i i

X X X X XER X P
U X X=

∩ ∩
= − ×∑  (6′) 

它可以看成是以条件概率|Xi∩X|/|Xi|为自变量的香农熵函数值的加权平均.又注意到,香农熵函数是一种特殊的

严凹函数,因此自然想到将香农熵函数推广到一般严凹函数,藉此提出一种以条件概率为自变量的基于严凹函

数的粗糙集不确定性度量方法. 
定义 10[32]. 设 f(x)是定义在凸集 I 上的实值函数,若对于任意的 x,y∈I,x≠y,0<λ<1,有 f(λx+(1−λ)y)>λf(x)+ 

(1−λ)f(y),则称 f(x)为 I 上的严凹函数. 
定理 2. 假设 f(x)是[0,1]上的非负严凹函数且 f(0)=f(1)=0,那么对任意的 x∈(0,1),有 f(x)>0. 
证明:对任意的 x∈(0,1),存在λ∈(0,1),使得 x=1−λ,从而 f(x)=f(λ×0+(1−λ)×1)>λf(0)+(1−λ)f(1)=0. □ 
定义 11. 设 IS=〈U,V,f,A〉,P⊆A,X⊆U,U/P={X1,X2,…,Xm},f(x)是[0,1]上的非负严凹函数且 f(0)=f(1)=0,定义  

公式: 

 
1

| | | |( | )
| | | |

m
i i

f
i i

X X XER X P f
U X=

⎛ ⎞∩
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (8) 

定理 3. ERf(X|P)是定义 9 下的不确定性度量. 
证明: 
(1) 非负性. 
显然,ERf(X|P)≥0.若 ERf(X|P)=0,则对任意的 Xi∈U/P,f(|Xi∩X|/|Xi|)=0.根据定理 2,一定有 p(X|Xi)=0 或者 

p(X|Xi)=1.若 X=∅,则显然有 BNDP(X)=∅;若 X≠∅,由于
1

,
m

i
i

X U
=

=∪ X⊆U,必存在某个
0i

X 使得
0

,iX X∩ ≠ ∅ 从而必

有
0

( | ) 1,ip X X = 这意味着只要
0i

X X∩ ≠ ∅ 就有
0

,iX X⊆ 从而 ,P P
apr X apr X= 即 BNDP(X)=∅. 
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反之,若 BNDP(X)=∅,则易证 ERf(X|P)=0. 
(2) 若 BNDP(X)/P≈BNDQ(X)/Q,那么|Xi∩X|/|Xi|=|h(Xi)∩X|/|h(Xi)|,显然有 ERf(X|P)=ERf(X|Q). 
(3) 如果 U/P≺U/Q,则 ERf(X|P)≤ERf(X|Q). 

假设 U/P={X1,X2,…,Xm},U/Q={Y1,Y2,…,Yn},因 U/P 是 U/Q 的一个细分,记 T[Yj]={Xi|Xi⊆Yj},j=1,2,…,n. 
设

1 2
[ ] { , ,..., }

lj j j jT Y X X X= ,那么, 

1 1

( ) | | | | | |
( | ) ( | )

( ) | | | | | |
k k k

k
k

l l
j j j j

j j
k kj j j j

p X X X X Y X
p X X p X Y

p Y Y X Y= =

∩ ∩
= = =∑ ∑ . 

根据 f(x)的严凹性及 Jensen 不等式, 

1

1 1

1 1

1

| | | |( | )
| | | |

( ) | |
                  ( )

( ) | |

( )
                 ( ) ( | )

( )

                 ( ) ( | )

k k

k

k
k

m
i i

f
i i

n l
j j

j
j k j j

n l
j

j j
j k j

n

j j
j

X X XER X P f
U X

p X X X
p Y f

p Y X

p X
p Y f p X X

p Y

p Y f X Y

=

= =

= =

=

⎛ ⎞∩
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞∩

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

≤

( | ),fER X Q=

 

且等号成立的充要条件是:
1 2

( | ) ( | ) ... ( | ) ( | )
lj j j jp X X p X X p X X p X Y= = = = . 

若 U/P≺U/Q且|BNDP(X)|<|BNDQ(X)|,则存在元素 x0∈BNDQ(X),使得 p(X|[x0]P)≠p(X|[x0]Q),根据前面证明过程, 

有 ERf(X|P)<ERf(X|Q). □ 
定义 11 中的公式(8)可看作是以条件概率为自变量的严凹函数值的加权平均.显然,满足边界条件 f(0)= 

f(1)=0的非负严凹函数很多,由于条件概率的取值在区间[0,1],为讨论方便,下文规定 x∈[0,1],同时规定 0log20=0. 
(1) f1(x)=−xlog2x 

它是经典香农熵函数,当 x∈(0,1)时, 1
1( ) ln 2 0f x
x

′′ = − < 且 f1(0)=f1(1)=0,所以 f1(x)是满足定义 11 的严凹函数,

由它导出的公式
1
( | )fER X P 即为 ER1(X|P).它是满足定义 9 的不确定性度量,与文献[14]的条件粗糙熵等价. 

(2) f2(x)=−(1−x)log2(1−x) 

由于 x∈(0,1)时有 2
1( ) ln 2 0

1
f x

x
′′ = <

−
,易知 f2(x)是满足定义 11 的严凹函数,由它导出的公式: 

 
2 2

1

| | | | | | | |( | ) log
| | | |

m
i i i i

f
i i

X X X X X XER X P
U X=

⎛ ⎞⎛ ⎞− ∩ − ∩
= − ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  (9) 

是满足定义 9 的不确定性度量. 

又因|Xi|−|Xi∩X|=|Xi−X|,所以
2 2

1

| | | |( | ) log
| | | |

m
i i

f
i i

X X X XER X P
U X=

⎛ ⎞⎛ ⎞− −
= − ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ . 

(3) f3(x)=−[xlog2x+(1−x)log2(1−x)] 
它是由 Luca 和 Termini 提出的对数型模糊熵函数[26].显然,f3(x)=f1(x)+f2(x),根据前面论述易知,当 x∈(0,1)时, 

有 3( ) 0f x′′ < .由 f3(x)导出的公式: 

 
3 2 2

1 1

| | | | | | | |( | ) log log
| | | | | | | |

m m
i i i i

f
i ii i

X X X X X X X XER X P
U X U X= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∩ ∩ − −
= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  (10) 

是满足定义 9 的不确定性度量.它与文献[25]中的修正模糊度等价,但又有本质的不同.
3
( | )fER X P 只依赖于划 

分颗粒与待刻画概念的条件概率. 
(4) f4(x)=xe1−x+(1−x)ex−1 
它是由 Pal 和 Pal 提出的指数型模糊熵函数[33],当 x∈[0,1]时, 1

4 ( ) ( 2)e (1 )e 0x xf x x x−′′ = − − + < ,易知它是满足 
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定义 11 的严凹函数,由它导出的公式: 

 
4

| | | |
| | | |

1

| | | |( | ) e e 1
| | | |

i i

i i

X X X Xm
X Xi i

f
i

X X X XER X P
U U

− ∩

=

⎛ ⎞∩ −⎜ ⎟= + −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (11) 

是满足定义 9 的不确定性度量. 
(5) f5(x)=x(1−x) 
由于当 x∈(0,1)时有 5 ( ) 2 0f x′′ = − < ,易知 f5(x)是满足定义 11 的严凹函数,由它导出的公式: 

 
5

2

1

| | | | | |( | )
| | | | | |

m
i i

f
i i

X X X XER X P
U U X=

⎛ ⎞∩
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (12) 

是满足定义 9 的不确定性度量,它与文献[24]中的模糊熵等价. 

(6) 6 ( )
1 2

x xf x
x

= −
+

 

显然,当 x∈[0,1]时, 3
6 ( ) 2 /(1 ) 0f x x′′ = − + < ,易知 f6(x)是满足定义 11 的严凹函数,由它导出的公式: 

 
6

1

1 | || | | |( | )
| | | | | | 2

m
i i

f
i i i

X X X XER X P
U X X X=

⎛ ⎞∩
= −⎜ ⎟

+ ∩⎝ ⎠
∑  (13) 

是满足定义 9 的不确定性度量. 
上述 6 个严凹函数在[0,1]区间上的图像如图 1 所示.显然,它们取值大小不一,其中,f6(x)的取值最小,而 f3(x)

取值最大;其次,在这些函数中,只有 f3(x),f4(x),f5(x)是模糊熵函数,它们都关于 x=0.5 对称,但 f1(x),f2(x)和 f6(x)不是 

模糊熵函数,因为它们都不关于 x=0.5 对称,例如 f6(x),其图像如图 2 所示.当 0 2 1x = − 时函数值达到最大,而不 

是在[0,1]区间的中点 x=0.5 处. 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

 

-xlogx
-(1-x)log(1-x)
-[xlogx+(1-x)log(1-x)]
xexp(1-x)+(1-x)exp(x)-1
x(1-x)
x/(x+1)-x/2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

 

x/(1+x)-x/2

Fig.1  Figure of six strictly concave functions 
above on interval [0,1] 

图 1  上述 6 个严凹函数在区间[0,1]上的图像 

Fig.2  Figure of y=f6(x) 
on interval [0,1] 

图 2  y=f6(x)在区间[0,1]上的图像 

例 4(例 1、例 2 续):利用 ( | )( 1,2,...,6)
if

ER X P i = 分别计算例 1 和例 2,结果见表 1. 

Table 1  Calculation results of different strictly concave functions 
表 1  不同严凹函数所得计算结果 

 ERf (X1|P1) ERf (X1|P2) ERf (X2|P1) ERf (X2|P2) ERf (X3|P3) ERf (X3|P4) 
f1 0.500 0.333 0.333 0 0.375 0.375 
f2 0.374 0.333 0.333 0 0.375 0.375 
f3 0.874 0.666 0.666 0 0.75 0.75 
f4 0.544 0.432 0.432 0 0.487 0.487 
f5 0.208 0.167 0.167 0 0.188 0.188 
f6 0.078 0.056 0.056 0 0.0625 0.0625 
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尽管对于不同的严凹函数,其值大小不一,但表 1 的数据具有如下特点:(1) 只要边界域分离出负域中的知 
识颗粒,不确定性度量值会严格减小,ERf (X1|P1)>ERf (X1|P2)即是这种情况;(2) 当 ( )

jP iBND X = ∅ 时,相应的不确 

定性度量达到最小值 0,ERf (X2|P2)即是这种情况;(3) 如果只有负域中的知识颗粒发生细分,其他不变,则细分前

后不确定性度量值保持不变,ERf (X3|P3)和 ERf (X3|P4)即是这种情况. 

3   基于模糊熵的不确定性度量讨论 

文献[27]中系统地讨论了基于模糊熵的粗糙集不确定性度量问题,上节提到的 f3(x),f4(x),f5(x)都是模糊熵函

数,可用于度量粗糙集的不确定性,本节将从严凹函数的角度出发,进一步考察其他模糊熵是否可用来度量粗糙

集的不确定性问题. 

设 R+=[0,+∞),F(U)是论域 U 上的所有模糊集集合,对任意 ( )X F U∈� ,记 1 1 2 2( ) / ( ) / ...X XX x x x xμ μ= + + +� �
�  

( ) / , c
n nX x x Xμ �

� 表示 X� 的补集,即 ( ) 1 ( )c XX
x xμ μ= − �� . 

Bhandari 等人引入如下σ-距离[34]: 

 1 1

1 2 2 1
2 2

1 2
1

1 ( ) 2 ( )1( , ) ( ( ) ( )) ln ( ( ) ( )) ln
2 1 ( ) 2 ( )

n
X X

L X X X X
i X X

x x
D X X x x x x

n x x

μ μ
μ μ μ μ

μ μ=

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟= − + −
⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

∑
� �

� � � �
� �

� �  (14) 

范九伦等学者定义了另一种σ-距离[35]: 

 1 2 2 1
1 2 2 1

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1

1

1( , ) (2 (1 ( ) ( ))e (1 ( ) ( ))e )
2 (1 e )

X X X X
n x x x x

E X X X X
i

D X X x x x x
n

μ μ μ μ
μ μ μ μ

− −

−
=

= − − + − − +
− ∑ � � � �

� � � �
� �  (15) 

刘学成在文献[36]中定义了一种基于距离的模糊熵: 

 
1
( ) 1 ( , ), ( )d c

ce X d X X X F U= − ∀ ∈� � � �对  (16) 

特别地, 

 
1 1

1

1( ) ( ( ))
2

L L
n

D D
c c X

i
e X f x

n
μ

=

= ∑ �
�  (17) 

 
1 11

1

1( ) ( ( ))
2 (1 e )

E E
n

D D
c c X

i
e X f x

n
μ−

=

=
− ∑ �

�  (18) 

其中,
1 1

2 1 1 2 1
2

1( ) 1 (2 1)log , ( ) (1 )e e e .
2

L ED D x x
c c

xf x x f x x x
x

− − −+
= − − = − + −

−
 

显然,
1 1 1 1

(0) (1) 0, (0) (1) 0L L E ED D D D
c c c cf f f f= = = = ,当 x∈[0,1]时非负,且 

1 1

2
2 1 1 2

2 2
6 18 18 9( ) ln 2 0, ( ) 4 e (1 )e 0.

(1 )(2 ) (1 ) (2 )
L ED D x x

c c
x xf x f x x x

x x x x
− −⎡ ⎤− − −′′ ′′= + < = − − − <⎢ ⎥+ − + −⎣ ⎦

 

从而知它们是满足定义 11 的严凹函数. 

假设 P⊆A,X⊆U,U/P={X1,X2,…,Xm},对任意 x∈Xi,令 ( ) | | / | |X
P i ix X X Xμ = ∩ .因此得到由 X 和划分 U/P 导出

的模糊集 1 1 2 2( ) / ( ) / ... ( ) /X X X
P P P P n nX x x x x x xμ μ μ= + + +� .由于对任意 x,y∈Xi 有 ( ) ( )X X

P Px yμ μ= ,因此: 

1 1
1 1

1
1 1( ) ( | ), ( ) ( | ).
2 2(1 e )

L E
D DL E

c c

D D
c P c Pf f

e X ER X P e X ER X P−= =
−

� �  

根据定理 3 知,
1 1

( ), ( )L ED D
c P c Pe X e X� � 是定义 9 下的不确定性度量. 

范九伦和马远良提出了基于正则距离 d 的模糊熵公式[37]: 

 
2
( ) 1 ( , ) ( , )d c c

ce X d X X U d X X U= − ∩ + ∪�  (19) 

因此, 

2 2 2 2
1 1

1 1( ) ( ( )), ( ) ( ( ))L L E E
n n

D D D D
c c c cX X

i i
e X f x e X f x

n n
μ μ

= =

= =∑ ∑� �
� � . 

其中, 
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2

2

2

2

1 1
1

1 1
1

1 11 2 1 log ,  0 0.5
2 2

( ) ,
1 11 2 1 log ,  0.5 1
2 2

11 ((2 )e e ( 1)e (1 )e ),  0 0.5
2(1 e )
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+⎛ ⎞⎪ − − +⎜ ⎟⎪ −⎝ ⎠⎩

+ − + − + − − <
−

=
− − + − + − −

−

≤

≤ ≤

≤

≤

.
1

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
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≤

 

推论 1. 
2

( )LD
cf x 在区间[0,1]上是满足定义 11 的严凹函数. 

证明:显然,
2 2 2

(0) (1) 0, ( )L L LD D D
c c cf f f x= = 是区间[0,1]上的连续函数,且关于 x=0.5 对称.因此,对于任意 x∈[0,1], 

2 2
( ) (1 )L LD D

c cf x f x= − ,在[0,0.5)上单调递增,在[0.5,1]上单调递减,因此它在 x=0.5 处达到最大.又因: 

2

2 2

2 2

6 3 ,  0 0.5
2(1 ) (2 )

( )
3 6 ,  0.5 1

2(1 ) (2 )

LD
c

x x
x x

f x
x x

x x

−⎧ <⎪ + −⎪′′ = ⎨ −⎪
⎪ + −⎩

≤

≤ ≤

, 

因此,当 x∈[0,0.5)或(0.5,1],都有
2

( ) 0LD
cf x′′ < ,从而对任意 x1,x2 同时属于[0,0.5)或(0.5,1],x1≠x2,λ∈(0,1),都有: 

2 2 21 2 1 2( ) (1 ) ( ) ( (1 ) )L L LD D D
c c cf x f x f x xλ λ λ λ+ − < + − . 

所以只需证明:当 x1,x2 分布在 x=0.5 的两边时,也有上述结论成立即可.不妨设 0<x1<0.5<x2,分 3 种情形分别

讨论:(1) x1+x2=1;(2) x1+x2>1;(3) x1+x2<1. 

• 对于情形(1),因为
2 21 1( ) (1 )L LD D

c cf x f x= − ,所以
2 2 2 21 2 1( ) (1 ) ( ) ( ) (0.5)L L L LD D D D

c c c cf x f x f x fλ λ+ − = < ; 

• 对于情形 (2),由于
2 2 2 2 21 2 1 2 1 2( ) (1 ) ( ) (1 ) (1 ) ( ) ( (1 ) (1 ) )L L L L LD D D D D

c c c c cf x f x f x f x f x xλ λ λ λ λ λ+ − = − + − < − + − ,又

因为λ(1−x1)+(1−λ)x2>0.5,若此时有λx1+(1−λ)x2>0.5,根据它在[0.5,1]的单调递减性 ,有
2 1( (1 )LD

cf xλ − +  

22 1 2(1 ) ) ( (1 ) )LD
cx f x xλ λ λ− < + − ,从而结论成立 ;如果λx1+(1−λ)x2<0.5,又因为λ(1−x1)+(1−λ)x2−0.5>0.5− 

(λx1+(1−λ)x2),从而
2 21 2 1 2( (1 ) (1 ) ) ( (1 ) )L LD D

c cf x x f x xλ λ λ λ− + − < + − ,同样有: 

2 2 21 2 1 2( ) (1 ) ( ) ( (1 ) )L L LD D D
c c cf x f x f x xλ λ λ λ+ − < + − ; 

• 对于情形(3),与情形(2)证明类似.此处略. 

因此,无论何种情形,对任意 x1,x2∈[0,1],x1≠x2,λ∈(0,1),都有
2 2 21 2 1 2( ) (1 ) ( ) ( (1 ) )L L LD D D

c c cf x f x f x xλ λ λ λ+ − < + − , 

从而知它是区间[0,1]上的严凹函数. □ 

为证明
2

( )ED
cf x 也是严凹函数,需要用到如下几个引理: 

引理 1[32]. 设 f(x)为区间 I 上的严凸函数,则对于 I 中任意的 a<c<b,有: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .f b f c f b f a f c f a

b c b a c a
− − −

> >
− − −

 

引理 2. 设 f(x)是 I 上的严凸函数,对 I 中任意 x1>x3>x4>x2,且 x1+x2=x3+x4,那么 f(x1)+f(x2)>f(x3)+f(x4). 

证明:由于 f(x)是 I上的严凸函数,所以对 I中任意的 x1>x3>x4>x2,根据引理 1,有 1 3 4 2

1 3 4 2

( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x
x x x x

− −
>

− −
, 

即 f(x1)+f(x2)>f(x3)+f(x4). □ 

推论 2. 
2

( )ED
cf x 是[0,1]上的严凹函数. 

证明:显然,
2

( )ED
cf x 是区间[0,1]上的连续函数,且关于 x=0.5 对称,因此对于任意 x∈[0,1],

2 2
( ) (1 )E ED D

c cf x f x= − . 

在[0,0.5)上单调递增,在[0.5,1]上单调递减,因此它在 x=0.5 处达到最大.又因 
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2

1 1
1

1 1
1

1 [ e (2 )e ( 1)e (1 )e ],  0 0.5
2(1 e )

( )
1 [ e (2 )e ( 1)e (1 )e ],  0.5 1

2(1 e )

E

x x x x

D
c

x x x x

x x x x x
f x

x x x x x

− − −
−

− − −
−

⎧ − − − + + + − <⎪ −⎪′′ = ⎨ −⎪ − − − + + + −
⎪ −⎩

≤

≤ ≤

, 

先讨论 x∈[0,0.5)的情形.令 h(x)=xex−1,那么, 

2 1
1( ) ( ( ) (2 ) (1 ) (1 )).

2(1 e )
ED

cf x h x h x h x h x−
′′ = − − − + + + −

−
 

当 x=0 时,显然有
2

( ) 0ED
cf x′′ < ,当 0<x<0.5 时,因 2−x>1+x>1−x>x≥0,且 h(x)是[0,+∞)上的严凸函数,从而 h(x)+ 

h(2−x)>h(1+x)+h(1−x),所以当 0≤x<0.5 时,有
2

( ) 0.ED
cf x′′ <  

类似地,当 0.5<x≤1 时,有
2

( ) 0ED
cf x′′ < . 

仿照推论 1 的证明过程,类似地有结论:对于任意 x1,x2∈[0,1],x1≠x2,λ∈(0,1),都有
2 21 2( ) (1 ) ( )L LD D

c cf x f xλ λ+ − <  

2 1 2( (1 ) )LD
cf x xλ λ+ − ,从而可知

2
( )ED

cf x 是区间[0,1]上的严凹函数. □ 

显然 ,
2 2

22

( ) ( | ), ( ) ( | )L E
D DEL

cc

D D
c P c P ff

e X ER X P e X ER X P= =� � ,又因
2 2 2 2 2

(0) (1) 0, (0) (1) 0 ( )L L E E ED D D D D
c c c c cf f f f f x= = = = 且

在区间[0,1]上非负,根据定理 3 可知,由它们导出的公式
2 2

( ), ( )L ED D
c P c Pe X e X� � 是定义 9 下的不确定性度量. 

范九伦等人提出了如下基于距离的模糊熵[38]: 

 ( ) ( , ) 1 ( , )d
F near fare X d X X d X X= + −� � � � �  (20) 

那么, 

1 1

1 1( ) ( ( )), ( ) ( ( )),L L E E
n n

D D D D
F F i F F iX X

i i
e X f x e X f x

n n
μ μ

= =

= =∑ ∑� �
� �  

其中, ( ( )), ( ( ))L ED D
F i F iX Xf x f xμ μ� � 分别与

2 2
( ), ( )L ED D

c cf x f x 相同,从而知 ( ), ( )L ED D
F P F Pe X e X� � 是定义 9 下的不确定性度量. 

在文献[37]中,范九伦和马远良提出了另一种σ-熵,归一化后变成如下形式: 

 , ,

1

1( ) ( ( ))
n

iX
i

e X f x
n

α β α β μ
=

= ∑ �
�  (21) 

其中, , 1( ) [( (1 ) ) 1]
(1 )

f x x xα β α α β

α β
= + − −

−
,α>0,α≠1,β≠0,x∈[0,1]. 

当β=1,x∈(0,1)时,f ″α,1(x)=−α(xα−2+(1−x)α−2)<0,可知 fα,1(x)是(0,1)上的非负严凹函数,且 fα,1(0)=fα,1(1)=0.根据 

定理 3 可知,由它们导出的公式 ,1( )Pe Xα � 是定义 9 下的不确定性度量. 

当β=1/α时,类似地可证明:当 x∈(0,1)时,
1 1 1, , ,( ) 0, (0) (1) 0f x f fα α α α α α− − −

′′ < = = 且
1, ( )f xα α −

非负,根据定理 3可

知,
1, ( )Pe Xα α − � 是定义 9 下的不确定性度量. 

然而,并不是对任意的β≠0 都能保证 fα,β(x)是严凹函数,由其导出的模糊熵也不可用于度量粗糙集的不确定

性,具体反例如下. 
例 5:取α=3,β=0.01,f 3,0.01(x)=−50((3x2−3x+1)0.01−1),假设 U={x1,x2,…,x20},X={x1,x2},U/P1={{x1,x2,…,x10},{x11, 

x12,…,x20}},U/P2={{x1,x2,…,x20}}.那么, 

1

2

1

2

1 2 10 11 20

1 2 20

3,0.01 3,0.01

3,0.01 3,0.01

0.2 / 0.2 / ... 0.2 / 0 / ... 0 / ,

0.1/ 0.1/ ... 0.1/ ,

1( ) (0.2) 0.162948,
2

( ) (0.1) 0.157108.

P

P

P

P

X x x x x x

X x x x

e X f

e X f

= + + + + + +

= + + +

= =

= =

�

�

�

�

 

虽然 U/P1≺U/P2 且 1 2
| ( ) | | ( ) |P PBND X BND X< ,但是

1 2

3,0.01 3,0.01( ) ( ),P Pe X e X>� � 违背了定义 9 和文献[27]的定义 

2.5(RP2). 
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当α=3,β=0.01时,模糊熵函数 fα,β(x)的一阶导数
,

2 1d ( ) 3[(3 3 1) (2 1)]
d 2

f x x x x
x

α β
β −−

= − + − 在[0,1]上的图像如图 3

所示,虽然满足条件——在 x∈[0,0.5]时导数大于 0,在 x∈[0.5,1]时导数小于 0,但它在区间
9 120,0.5

18 24
β
β

⎡ ⎤−
−⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
和

9 12
0.5 ,1

18 24
β
β

⎡ ⎤−
+⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
上是增函数,其原函数的二阶导数会大于 0,从而不是严凹函数. 

当β→0时, ,0 ,0

1

1( ) ( ( ))
n

P iX
i

e X f x
n

α α μ
=

= ∑ �
� ,其中, ,0 1( ) ln( (1 ) )

1
f x x xα α α

α
= + −

−
,它也不能保证对任意的α>0,α≠1

是严凹函数,如α=3 时, ,0 21( ) ln(3 3 1)
2

f x x xα = − − + ,相应的一阶导数 ,0
2

3 2 1( )
2 3 3 1

xf x
x x

α −′ = −
− +

在区间
3 30,

6
⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

和
3 3 ,1

6
⎡ ⎤+
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

上是增函数,从而原函数 fα,0(x)不是[0,1]区间上的严凹函数,其一阶导数函数的图像如图 4 所示. 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

 

Fig.3  Image of f ′α,β(x) on [0,1] for α=3, β=0.01 
图 3  α=3,β=0.01 时,f ′α,β(x)在区间[0,1]上的图像 

Fig.4  Image of f ′α,β(x) on [0,1] for α=3, β=0 
图 4  α=3,β=0 时 f ′α,β(x)在区间[0,1]上的图像 

例 6(例 5 续):取α=3,β=0,那么
1 2

3,0 3,0.01 3,0 3,01( ) (0.2) 0.163482, ( ) (0.1) 0.157355
2P Pe X f e X f= = = =� � ,虽有 U/P1≺ 

U/P2 且 1 2
| ( ) | | ( ) |P PBND X BND X< ,但

1 2

3,0 3,0( ) ( )P Pe X e X>� � ,违背了定义 9 和文献[27]的定义 2.5(RP2). 

根据以上分析,文献[27]中能够用于刻画粗糙集不确定性度量的模糊熵函数都可归结为满足本文定义 11 

的非负严凹函数,其中,文献[27]中的 03 04 05, ,ke e e 分别对应着本文的
1 1 6 6 4 43 4 5, , , , , , , ,E L E L E Ld d d d d d

c c c c nf nff f f e e e e e e 分别对应着本

文的
1 1 2 2

, , , , ,E L E L E Ld d d d d d
c c c c F Fe e e e e e .由它们导出的公式都是定义 9 下的不确定性度量.同时发现,文献[27]中的 ,

02eα β 在语 

义上与粗糙集不确定性度量有时不一致. 

4   粗糙度、改进粗糙度和基于严凹函数的不确定性度量之间的关系 

由于现有粗糙度的不足,国内外学者纷纷对它进行改进.这节主要讨论粗糙度、改进粗糙度和基于严凹函

数不确定性度量之间的关系. 
由于粗糙度只依赖于正区域基数在上近似集基数的比例,缺乏对负域信息变化的刻画能力.在例 1 中,虽然

U/P2 没有分离出正区域中的知识颗粒,但我们并不是什么也不知道,仍然得到部分信息,即{x2,x4}一定不在 X1

中.Yao 提出了如下改进的近似精度和粗糙度公式[39]: 

 | ( ) | | ( ) |( )
| |

P P
P

POS X NEG XX
U

α +′ =  (22) 

 | ( ) |( ) 1 ( )
| |

P
P P

BND XX X
U

ρ α′ ′= − =  (23) 
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定理 4. 给定 IS=〈U,V,f,A〉,假设 P,Q⊆A,X⊆U,如果 U/P≺U/Q,那么, 

(1) ( ) ( ) ( ) ( )P QQ P
apr X apr X X apr X apr X⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ; 

(2) POSQ(X)⊆POSP(X),BNDP(X)⊆BNDQ(X). 
证明:根据上、下近似集以及正域和边界域的定义,即知结论成立. □ 
定理 5. ( )P Xρ′ 是定义 9 下的不确定性度量. 
证明:显然, ( )P Xρ′ 满足定义 9 的条件(1)和条件(2),下面仅证明单调性. 

若 U/P≺U/Q,根据定理 4,易知 ( ) ( )P QX Xρ ρ′ ′≤ ,如果|BNDP(X)|<|BNDQ(X)|,则显然有 ( ) ( )P QX Xρ ρ′ ′< . □ 

对于ρP(X), ( )P Xρ′ 和 ERf(X|P),它们具有如下关系成立. 

定理 6. 假设 U/P≺U/Q,X⊆U:(1) 如果ρP(X)<ρQ(X),那么 ( ) ( )P QX Xρ ρ′ ′< ;(2) 如果 ( ) ( )P QX Xρ ρ′ ′< ,那么, 

ERf(X|P)<ERf(X|Q). 
证明: 
(1) 根据定理 4,由 U/P≺U/Q,易知 BNDP(X)⊆BNDQ(X).假设 ( ) ( )P QX Xρ ρ′ ′< 不成立 ,那么有 |BNDP(X)|= 

|BNDQ(X)|;又因ρP(X)<ρQ(X),从而 | ( ) | | ( ) |P Qapr X apr X> .与定理 4 矛盾,从而结论(1)成立. 

(2) 根据定义 9、公式(23)和定理 3,即有结论成立. □ 
推论 3. 假设 U/P≺U/Q,X⊆U:(1) 若 ERf(X|P)=ERf(X|Q),则 ( ) ( )P QX Xρ ρ′ ′= ;(2) 若 ( ) ( )P QX Xρ ρ′ ′= ,则 

ρP(X)=ρQ(X). 
证明:根据题设和定理 6 即知结论成立. □ 
根据定理 6 和推论 3,上述 3 种不确定性度量公式中,粗糙度ρP(X)对知识粒度的划分反应最不敏感,而

ERf(X|P)对划分最敏感. 
定理 7. 假设 U/P≺U/Q,X⊆U. 
(1) 如果 BNDP(X)/P≈BNDQ(X)/Q,那么 ERf (X|P)=ERf (X|Q),从而ρP(X)=ρQ(X), ( ) ( )P QX Xρ ρ′ ′= ; 

(2) 如果|BNDP(X)|=|BNDQ(X)|,那么 ( ) ( )P QX Xρ ρ′ ′= ,从而ρP(X)=ρQ(X); 

(3) 如果|BNDP(X)|<|BNDQ(X)|,那么 ( ) ( )P QX Xρ ρ′ ′< ,ERf(X|P)<ERf(X|Q); 

(4) 若|BNDP(X)|<|BNDQ(X)|且|NEGP(X)|=|NEGQ(X)|,则ρP(X)<ρQ(X),则 ( ) ( )P QX Xρ ρ′ ′< ,ERf (X|P)<ERf (X|Q). 

证明:(1) 根据定义 9 的不变性准则和推论 3,即有结论成立;(2) 根据公式(23)和推论 3,即知结论成立; 
(3) 根据公式(23)和定义 9,即知结论成立;(4) 根据粗糙度定义和定理 5,即知结论成立. □ 

定理 7 的结论(1)表明,如果细分前后两边界域是同分布同构的,上述 3 个公式是一致的,它们在细分前后都 
保持值不变;结论(2)表明,如果只是保持边界域基数不变,从而正区域和负区域的基数都保持不变,此时 ( )P Xρ′  

和ρP(X)保持不变,而 ERf(X|P)可能不变,也有可能变小,具体反例见例 7;结论(3)表明,如果细化过程中边界域分 
离出确定区域(正域或负域)中的知识颗粒,此时 ( )P Xρ′ 和 ERf(X|P)是一致的,它们都会随划分严格变小,而当边 

界域分离出负域中的知识颗粒时,粗糙度ρP(X)有可能变小,也有可能保持不变,具体反例见例 1;结论(4)表明,如
果划分细化过程中边界域只分离出正域中的知识颗粒,上述 3 个公式也是一致的,它们都会随着划分的变细而

严格变小. 
例 7:设 U={x1,x2,…,x8},X={x1,x2,x5},U/P1={{x1,x2,…,x6},{x7,x8}},U/P2={{x1,x3,x5},{x2,x4,x6},{x7,x8}},U/P3= 

{{x1,x3,x4,x5},{x2,x6},{x7,x8}}. 
显然,U/Pi≺U/P1(i=2,3),

1 2 3
| ( ) | | ( ) | | ( ) |P P PBND X BND X BND X= = .如果取 f(x)=f5(x),那么 ERf (X|P1)=ERf (X|P3)= 

3/16,ERf (X|P2)=2/9,从而 ERf (X|P2)<ERf (X|P1).其他满足定义 11 的严凹函数也有类似性质,此处略. 
综上所述,粗糙度、改进粗糙度和基于严凹函数的不确定性度量具有一些共同的属性,如定义 9 中的非负

性,但它们在某些方面又各不相同,表 2 列出了它们随划分变细时的一些异同. 
 
 



 

 

 

3496 Journal of Software 软件学报 Vol.29, No.11, November 2018   

 

Table 2  Comparison of different uncertainty measures with refinement 
表 2  各种不确定性度量方法随划分变细的变化比较 

情形 ρP(X) ( )P Xρ′  ERf(X|P) 是否一致 
BNDP(X)=∅ 0 0 0 一致 

细分前后边界域分布同构 保持不变 保持不变 保持不变 一致 
细分前后边界域基数不变 不变 不变 变小或不变 仅ρP(X)与 ( )P Xρ′ 一致 

边界域只分离出负域中颗粒 变小或不变 严格变小 严格变小 仅 ( )P Xρ′ 与 ERf(X|P)一致 

边界域只分离出正域中颗粒 严格变小 严格变小 严格变小 一致 

根据表 2,我们有如下结论. 
(1) 当边界域为空或者细分前后边界域分布同构或者边界域只分离出正域中的知识颗粒时,上述 3 种度

量方法是一致的. 
(2) 若细分前后只保留边界域基数不变,此时只有 ( )P Xρ′ 与ρP(X)保持一致,而 ERf (X|P)可能与其不一致. 
(3) 如果细分前后边界域只分离出负域中的颗粒,此时 ( )P Xρ′ 与 ERf (X|P)保持一致,而ρP(X)与其不一致. 

(4) 当知识划分变细时,如果 ERf(X|P)不变,则其他两个也一定不变;如果ρP(X)严格变小,则其他两个一定

严格变小. 

5   数值算例 

本节再设计一个计算实例来比较上述 3 种粗糙集不确定性度量的性能和差异.考虑到上述 3 种度量方法的

语义分歧主要发生在划分变细过程,因此本算例主要针对划分变细展开讨论. 
我们知道,知识空间的划分变细包括正域变细、边界域变细和负域细分这 3 类情形.当然,在具体计算实例

中,有可能有上述 3 种细分的若干种同时发生.为了看清楚各类细分对粗糙集不确定性方法的影响,我们特意将

其设计成每种情况只有一类细分情形发生,即只有正域细分或负域细分或边界域细分.在此基础上衍生出 7 种

情况:(1) 只有正域中知识颗粒的细分;(2) 只有负域中知识颗粒的细分;(3) 边界域细分但只分离出正域中的知

识颗粒;(4) 边界域为全集时发生细分,但只分离出负域中的知识颗粒;(5) 边界域不等于全集时发生细分,但只

分离出负域中的知识颗粒;(6) 边界域细分,但边界域不变且细分前后条件概率不变;(7) 边界域细分,但边界域

不变且细分前后条件概率发生改变. 
例 8:设 U={x1,x2,…,x10},X1={x1,x2,x5,x7,x8},X2={x1,x2,x5,x7,x9},U/P1={{x1,x2,…,x6},{x7,x8},{x9,x10}},U/P2= 

{{x1,x2,…,x6},{x7},{x8},{x9,x10}},U/P3={{x1,x2,…,x6},{x7,x8},{x9},{x10}},U/P4={{x1,x2},{x3,…,x6},{x7,x8},{x9, 
x10}},U/P5={{x1,x2,x3,x5,x6},{x4},{x7,x8},{x9,x10}},U/P6={{x1,x3,x4,x5},{x2,x6},{x7,x8},{x9,x10}},U/P7={{x1,x3,x5}, 
{x2,x4,x6},{x7,x8},{x9,x10}}. 

显然,U/Pi≺U/P1(i=2,…,6).本文除了粗糙度ρP(X)用到X2外,其余度量都是针对X1展开计算的,它们的计算结

果见表 3(其中,严凹函数选 f1,f6,模糊熵选
1

( )LD
ce X� 作代表). 

Table 3  Computation results of different uncertainty measures 
表 3  不同不确定性度量所得计算结果 

 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 
1( )

iP Xρ  0.75 0.75 0.75 0.50 0.714 0.75 0.75 

1( )
iP Xρ′  0.60 0.60 0.60 0.40 0.50 0.60 0.60 

1( )
iPE X  1.463 1.313 1.313 0.70 1.115 1.05 1.013 

1 1( | )f iER X P  0.30 0.30 0.30 0.20 0.221 0.30 0.275 

6 1( | )f iER X P  0.05 0.05 0.05 0.03 0.0375 0.05 0.045 

1 1( )L
Pi

D
ce X�  0.30 0.30 0.30 0.151 0.240 0.30 0.268 

2( )
iP Xρ  1.00 0.89 0.89 0.80 1.00 1.00 1.00 
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表 3 中的计算结果有如下几个特点. 
(1) 只要知识划分变细,EP(X1)就会严格变小. 
(2) 当划分变细导致正域或负域中的知识颗粒细分时,除了 EP(X1)变小外,其他方法都保持不变,U/P2 和

U/P3 即是这种情形. 
(3) 当边界域分离出正域中的知识颗粒时,上述方法的不确定性值都会严格变小,即使是粗糙度ρP(X),在

这种情况下也会严格变小,U/P4 即是这种情形. 
(4) 当边界域分离出负域中的知识颗粒时,除了粗糙度ρP(X)外,其他不确定性度量都会严格变小,U/P5 即

是这种情形.若细分前边界域为整个论域,细分前后粗糙度保持不变;若细分前边界域不等于整个论 
域时,细分后粗糙度会变小.例如在例 8 中,对于集合 X1, 1 1( ) ,PBND X U≠ U/P1 细分成 U/P5 后,

5 1( )P Xρ <  

1 1( );P Xρ 而对于集合 X2,此时
1 2( ) ,PBND X U= 同样是 U/P1 细分后变成 U/P5,但 5 12 2( ) ( ).P PX Xρ ρ=  

(5) 当边界域大小保持不变,同时细分前后条件概率保持不变,除了 EP(X1)变小外,其余方法所得结果在细

分前后都保持不变,U/P6 即是这样. 
(6) 当边界域细分,边界域大小不变且细分前后条件概率有改变,粗糙度和改进粗糙度保持不变,但基于

严凹函数的不确定性度量方法所得结果会严格变小,U/P7 就是这种情形. 
上述计算结果表明, 
(1) 粗糙度之所以不能较好地刻画出粗糙集不确定性的变化情况,问题出在情形(4),即当细分前边界域为

整个论域且边界域分离出负域中的知识颗粒时,细分前后的粗糙度保持不变.这是它不合理之处. 
(2) 与粗糙度和改进粗糙度相比,基于严凹函数的不确定性度量方法能更加敏感地反映出划分细分的信

息变化,如果细分前后基于严凹函数的不确定性度量值不变,那么粗糙度和改进粗糙度不变. 
(3) 基于严凹函数的不确定性度量方法,无论是基于香农熵函数还是基于模糊熵函数的度量公式,都能较

好地刻画出粗糙集的不确定性变化信息,语义上也与粗糙集的不确定性保持一致. 

6   结束语 

本文结合粗糙集不确定性度量的语义分析,给出一种拓展的粗糙集不确定性度量公理化定义,将香农熵函

数推广到一般严凹函数,提出一类以条件概率为自变量,基于严凹函数的粗糙集不确定性度量方法,研究结果表

明,基于严凹函数的不确定性度量方法不但能够有效地刻画粗糙集不确定性度量问题,而且它能够将现有的基

于香农熵和模糊熵的不确定性度量方法统一到本文提出的理论框架下,这将有助于我们看清粗糙集不确定性

度量问题的数学本质,同时为不确定性度量研究提供新思路和新视角.然后,我们研究了粗糙度、改进粗糙度和

本文提出的基于严凹函数的不确定性度量之间的关系,发现粗糙度对划分变细反应最不敏感,其次是改进粗糙

度,基于严凹函数的不确定性度量能够较好地反映出划分变细的信息变化情况.而 Beaubouef 提出的粗糙熵方

法则反应过度,即只要划分细分,就会导致粗糙熵严格变小,即使与待刻画集合完全无关的负域的细分,也会导

致计算结果严格变小,这是它不合理的地方.最后设计了一组计算实例,发现了粗糙度不能有效刻画粗糙集不确

定性问题的根源(即当细分前边界域为整个论域且边界域分离出负域中的知识颗粒时,细分前后粗糙度保持不

变),验证了基于严凹函数的不确定性度量方法与粗糙集不确定性在语义上的一致性.下一步我们将研究粗糙集

不确定性度量与属性约简、信息粒度之间的理论联系,为基于不确定性度量研究决策信息系统高效算法提供理

论基础.同时,基于严凹函数研究更复杂信息系统,如不完备系统、集值信息系统和区间值决策系统等的不确定

性度量问题. 
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