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摘  要: 策略梯度作为一种能够有效解决连续空间决策问题的方法得到了广泛研究,但由于在策略估计过程中存

在较大方差,因此,基于策略梯度的方法往往受到样本利用率低、收敛速度慢等限制.针对该问题,在行动者-评论家

(actor-critic,简称 AC)算法框架下,提出了真实在线增量式自然梯度 AC(true online incremental natural actor-critic,简
称TOINAC)算法.TOINAC算法采用优于传统梯度的自然梯度,在真实在线时间差分(true online time difference,简称

TOTD)算法的基础上,提出了一种新型的前向观点,改进了自然梯度行动者-评论家算法.在评论家部分,利用 TOTD
算法高效性的特点来估计值函数;在行动者部分,引入一种新的前向观点来估计自然梯度,再利用资格迹将自然梯度

估计变为在线估计,提高了自然梯度估计的准确性和算法的效率.将 TOINAC 算法与核方法以及正态策略分布相结

合,解决了连续空间问题.最后,在平衡杆、Mountain Car 以及 Acrobot 等连续问题上进行了仿真实验,验证了算法的

有效性. 
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Abstract:  Policy gradient methods have been extensively studied as a solution to the continuous space control problem. However, due to 
the presence of high variance in the gradient estimation, policy gradient based methods are restricted by low sample data utilization and 
slow convergence. Aiming at solving this problem, utilizing the framework of actor-critic algorithm, a true online incremental natural 
actor-critic (TOINAC) algorithm, which takes advantage of the natural gradient that is superior to conventional gradient, and is based on 
true online time difference (TOTD), is proposed. In the critic part of TOINAC algorithm, the efficiency of TOTD is adopted to estimate 
the value function, and in the actor part of TOINAC algorithm, a novel forward view is introduced to compute and estimate natural 
gradient. Then, eligibility traces are utilized to turn natural gradient into online estimation, thereby improving the accuracy of natural 
gradient and efficiency of the method. The TOINAC algorithm is used to integrate with the kernel method and normal distribution policy 
to tackle the continuous space problem. The simulation tests on cart pole, Mountain Car and Acrobot, which are classical benchmark tests 
for continuous space problem, verify the effeteness of the algorithm. 
Key words:  policy gradient; natural gradient; actor-critic; true online TD; kernel method 

机器学习是一门通过模拟人类学习过程,不断重组原有知识结构,以达到自我完善的学科.根据学习机制的

不同,机器学习可以分为监督学习、非监督学习、强化学习(reinforcement learning).有别于其他两类方法,强化

学习可以在没有标签数据以及完备的环境知识的环境中,通过直接与环境交互进行学习,有效地解决序贯决策

问题 ,其目标是从环境中得到长期最大累计奖赏(return,简称 R).强化学习问题通常利用马尔可夫决策过程

(Markov decision process,简称 MDP)进行建模[1].目前,强化学习已经积累了一些较好的应用实例,例如,谷歌的

DeepMind将强化学习应用到围棋程序AlphaGo中[2],Riedmiller等人将强化学习应用到机器人足球中[3],Bagnell
等人利用强化学习方法控制无人机[4]. 

在很多实际应用中,需要解决的问题往往具有连续的状态空间或/和连续的动作空间.例如,在电动机控制

问题中,作为状态之一的电动机当前转速是 0 到最大转速这一连续区间的某个值,作为控制动作的电动机加电

电压值也是 0 到最大额定电压这一连续区间的某个值.有效地解决连续空间问题是一个重要的研究内容,也是

当前的研究热点之一.常见的解决方法包括值函数方法、近似动态规划方法(approximate dynamic programming,
简称ADP)以及策略搜索方法等.值函数方法通过状态或状态动作对值函数间接地表示策略.连续动作空间Q学

习算法(continuous-action Q-learning,简称CAQ)[5]是一个典型的值函数方法,通过离散化动作空间并结合Q学习

处理连续问题.CAQ 方法虽然简化了问题的处理,但仍保留了值函数方法无法保证算法收敛性这一缺点[6].近似

动态规划是一种通过近似计算代价函数进行规划的算法.另外,还有一些研究人员使用强化学习的方法处理此

类问题,如 Carden 等人提出了在空间和时间达到连续时,使用 Q-学习的方法解决无限 MDP 问题[7],但这些方法

的收敛速度通常慢于值函数方法.双重启发式动态规划(dual heuristic programming,简称 DHP)[8]是一种常见的

近似动态规划算法,其在给定环境知识的情况下搜索最优动作.策略搜索算法直接在策略空间中进行搜索,可分

为参数化和非参数化两种.连续动作强化学习自动机(continuous action reinforcement learning automaton,简称

CARLA)[9]是一种典型的非参数化搜索非确定性策略的算法,由于没有采用参数化表示,其对计算要求更高;探
索自私的 CARLA(exploring selfish CARLA,简称 ESCARLA)[10]算法将探索自私的强化学习与 CARLA 相结合,
解决多动作联合的连续动作强化学习问题 .连续的评论家 -行动者算法 (continuous actor-critic learning 
automaton,简称 CACLA)[11]是一种典型的参数化搜索确定性策略,但由于 CACLA 算法丢弃了时间差分中的重

要信息,仅利用时间差分误差决定是否更新最优动作,因此算法收敛速度慢.连续动作近似策略迭代(continuous- 
action approximate policy iteration,简称 CAPI)[12]也是一种参数化搜索确定性策略方法,主要通过求解 Q 值函数

的极值来获得最优动作,对近似的基函数有很高的要求. 
策略梯度也是一种参数化策略搜索算法,其利用长期累积回报指导策略参数沿着累积回报最大化方向更

新,与强化学习的目标相符合,而且策略梯度方法具有可以保证收敛到局部最优解的优点.Willams 等人提出的

REINFORCE[13]算法是早期的策略梯度算法,但收敛速度比值函数方法慢,研究人员一直在寻求进一步的突破. 
Sutton 等人将值函数方法与策略梯度方法相结合,减小了梯度估计过程中的方差,加快了学习速度[6].在强化学

习中,可以将值函数方法视为仅有评论家方法(critic-only),将梯度策略方法视为仅有行动者方法(actor-only).强
化学习中经典的评论家-行动者(actor-critic,简称 AC)算法则可以视为结合了值函数方法与策略梯度方法.结合
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策略梯度和 AC 算法,可以使评论家部分利用当前状态下根据策略所能获得的累计期望奖赏值(V 值)来指导行

动者部分采取的策略,以减少梯度中的方差,进而加快策略的学习速度.在学习的过程中,策略梯度到了“平坦区”
之后,可能会陷入局部最优,而利用自然梯度则可以有效地避免这一问题.由于具备这样的优势,自然梯度的方

法得到了较多的关注.Peters 等人针对常规梯度在梯度估计过程中方差较大的情况,提出了自然梯度与最小二

乘时间差分(least squares time difference,简称 LSTD)算法相结合的自然梯度 AC(natural actor-critic,简称 NAC)
算法[14].Bhatnagar 等人提出了增量式的自然梯度 AC(incremental natural actor-critic,简称 INAC)算法[15].Degris
针对 INAC 算法利用时间差分 TD(0)算法未能充分利用学习经验的情况,将资格迹与 INAC 结合,提出了带资格

迹的 INAC(incremental natural actor-critic with eligibility trace,简称 INAC-E)算法[16],将其并应用到连续空间问

题.Sijen等人提出的真实在线时间差分(true online time difference,简称TOTD)算法[17]引入了一种新型的前向观

点以及资格迹,通过资格迹,能够保证在线情况下前向观点与后向观点完全一致,而且该算法的实验效果比原有

的 TD(λ)要好. 
本文借鉴 TOTD 算法的前向观点改进 INAC-E 算法:在评论家部分,完全采用 TOTD 算法估计值函数;在行

动者部分,利用 TOTD 算法的前向观点和资格迹估计自然梯度.根据上面的思想,本文提出了一个基于核的真实

在线增量式自然梯度 AC(true online incremental natural actor-critic,简称 TOINAC)算法,统一了自然梯度估计过

程中的前向观点与后向观点,使二者等价,从而使得算法能够用于离线和在线两种情况.最后,结合核方法以及

正态的策略分布解决连续空间问题,并且通过仿真对比实验,验证了 TOINAC 算法的可行性. 

1   马尔可夫决策过程与核方法 

1.1   强化学习的MDP模型 

连续空间的问题通常可以采用马尔可夫决策过程模型来建模分析.在 t=0 时刻,环境处于初始状态 s0∈S,该
状态服从状态分布 p(s0).在 t 时刻,环境状态是 st∈S,智能体 Agent 根据策略π(at|st)=p(ut|xt)选择并执行动作 at;在
采取了动作 at 之后,Agent 得到一个奖赏信号 rt+1=r(st,at)∈R,同时环境也会依据迁移概率 p(st+1|st,at)迁移到状态 

st+1,所获得的折扣累计奖赏为
0

( ) ( ).t
t

t
R s r sπ γ

∞

=

= ∑ 强化学习的算法通常利用状态值函数 Vπ(s)和动作值函数 

Qπ(s,a)对策略π进行评估.状态值函数 Vh(x)是指根据某个策略π,从特定状态 s 所获得的累计奖赏,动作值函数

Qπ(s,a)是指根据策略π,在状态 s 下,采取动作 a 所获得的累计奖赏.采用折扣累计模型的状态值函数[18]以及状态

动作值函数[18]分别定义为 

 10( ) { | , }t ii
i

tr sV s E sπ γ π∞
+ +=

= =∑  (1) 

 10( , ) { | , , }t ii
i

t ts a E r s sQ a aπ γ π∞
+ +=
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其中,γ∈(0,1]是折扣因子,E 表示期望. 
在解决大规模或连续空间问题时,采用表格方式保存状态、状态-动作值函数是不可行的,一般需要采用函

数近似的方法.常见的函数近似方法包括核方法[19]、线性函数近似[20]以及神经网络[21]等.其中,核方法可以通过

简单的线性方式解决非线性空间问题,并且还具备独特的优势:与线性函数方法相比,核方法需要更少的先验知

识;与神经网络相比,核方法训练时间更短.本文算法采用了核方法. 

1.2   行动者-评论家(AC)算法 

AC 算法具有两个独立的结构:一个用于存储并更新值函数,另一个用于存储所更新的策略.Agent 不再根据

值函数选择动作,而根据策略选择动作,策略部分称为行动者(actor);Agent 执行某动作后,更新值函数,利用值函

数评价动作的好坏并调整策略;值函数部分称为评论家(critic)[18].在强化学习中,AC 算法将值函数方法与策略

梯度方法相结合,具有较强的通用性.AC 算法利用一个独立的存储结构去表示与值函数无关的策略.如图 1 所

示,AC 算法的评论家部分通过将状态映射到期望累计奖赏来评估行动者选择策略的好坏,行动者部分根据评

论家返回的 TD 误差信号更新策略. 
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Fig.1  Diagram of AC algorithm architecture 
图 1  AC 算法结构示意图 

与基于值函数的强化学习方法不同,AC 算法可以学习到一个策略,且当值函数改变时,策略不会发生太大

的改变.此外,当动作空间很大甚至连续时,不需要借助值函数选择动作.另一方面,结合策略梯度和 AC 算法,可
以通过使评论家部分取得 V 值来指导行动者部分采取的策略以减少梯度中的方差,进而加快策略的学习速度. 

1.3   核方法与稀疏化方法 

核方法是一种采用核函数进行非线性数据处理的技术,其通过运用非线性映射,增强了学习的非线性逼近

能力和泛化能力.核函数 k(si,sj)是一个状态空间 S×S→R 的映射,通常是一个连续函数.根据 Mercer 定理[22],核具

有两个特点. 
(1) 核是一个正定核函数,即对于任何有限的样本集合{s1,s2,…,sn},核矩阵[k(si,sj)](1≤i,j≤n)是正定矩阵. 

(2) 存在一个 Hilbert 空间 H 以及一个从状态空间 S 到 H 的映射φ,能够使得 ,( ( ) ( ),)i j i jk s s ss φ φ= 只要确 

定了核函数 k(⋅,⋅),即可执行所有在空间 S 的计算. 
正是这两个特点,使得大量的研究者投身于核方法的研究中. 
数据的稀疏化是从观察数据中选取数据,构建精简数据字典的过程.数据的稀疏化影响着核方法的学习速

度与精度 ,因此 ,对核方法而言 ,稀疏化非常重要 .常见的稀疏化方法包括近似线性依赖(approximately linear 
dependence,简称 ALD)[23]、基于核的主成分分析(kernel principal component analysis,简称 KPCA)[24]、新奇准则

(novelty criterion,简称 NC)[25]等. 
使用 ALD 方法进行数据稀疏化,数据样本集合为{s1,s2,…,sn},若已经处理了 t 个样本,得到的数据字典为 

1 2{ , ,..., },
tt mD d d d= 则在处理第 t+1 个样本时,首先计算: 

 
2

1 1min ( ) ( )
i t

t c i i t
d D

c d sδ φ φ+ +
∈

= −∑  (3) 

利用 ,( ( ) ( ),)i j i jk s s ss φ φ= 可以将公式(3)变化为 

 1 1 1 1min { 2 ( ) ( , )}t t t t t tK s k s sδ + + + += − +c c c c k  (4) 

其中 ,Kt=[k(di,dj)](1≤ i,j≤mt),mt 是数据字典 Dt 的大小 ;参数向量 1 2[ , ,..., ] ,
tmc c c c= 向量 1 1 1( ) [ ( , ),t t ts k d s+ +=k  

2 1 1( , ),..., ( , )] .
tt m tk d s k d s+ + 公式(4)的最优解: 

 1
1 1 1 1 1( , ) ( ) ( )t t t t t t t tk s s s K sδ −
+ + + + += − k k  (5) 

接下来判断δt+1 是否大于临界值ν:如果大于临界值ν,则将 1 1tm td s+ += 加入数据字典 D,即 1 1.tt t mD D d+ += ∪ 公 

式(1)状态值函数可以近似表示为 

 
1

( ) ( ) ( , )
m

i i
i

V s s v k d sπ

=

= = ∑v k�  (6) 

其中,m 表示数据字典的长度,k(s)∈[0,1]m 表示核函数向量,v∈Rm 表示参数向量. 
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ALD方法可以保证所有基向量近似线性独立,对算法的收敛性而言是一个很重要的前提条件;而且ALD方

法的近似效果很好,时间复杂度是 O(n2),能够满足在线学习要求.本文采用 ALD 方法进行数据稀疏化. 

2   策略梯度与自然梯度 

值函数方法通过值函数间接地表示策略.策略梯度方法不同于值函数方法,它通过一组策略参数θ直接表

示策略π,并且通过梯度去更新策略参数,寻找最优策略.策略梯度方法中,策略参数θ的更新可以表示为θ =θ + 
β∇θJ,当达到局部最优解时,梯度∇θJ=0.根据文献[6],在策略π下累积折扣奖赏 J 可以定义为 

 { }1 00
( ) ( | ) ( , )d d| ,t

tt X A
d s a s r s arJ a ssE π πγ π∞

+=
== ∑ ∫ ∫  (7) 

其中,
0

( ) ( )t
tt

s p s sdπ γ∞

=
= =∑ 是折扣状态分布.累计回报 J 对策略参数θ的梯度∇θJ 定义为 

 ( ) ( | ) ( , )d d
S A
d s a s Q s a a sJ π ππ∇ = ∇∫ ∫θ θ  (8) 

虽然策略梯度方法有很强的收敛性保证,但这类方法收敛速度慢、样本效率低[15].这主要是因为梯度评估

过程中方差较大,可能会进行负搜索.自然梯度利用策略的 Fisher 信息矩阵 G(θ)去线性变化原有梯度,其定义为 

 1( )J G J−=∇ ∇�
θ θθ  (9) 

其中 , , ,( ) ( | ) d d ,( ) s a s aX A
d s a s a sG π π= ∫ ∫θ ψ ψ ψs,a=∇θlogπ(a|s), 并且两个梯度之 间的夹角不 会超过 90°, 即

cos( ) 0,J J∇ −∇� ≥θ θ 这就保证自然梯度可以收敛到下一个局部最优. 

对于给定任意一个关于状态 s 的函数 b(s),满足: 
( ) ( | ) ( )d d ( ) ( ) ( | )d d ( ) ( ) (1)d 0.

S A S A S
d s a s b s a s d s b s a s a s d s b s sπ π π

θπ π∇ = ∇ = ∇ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫θ  

所以,公式(8)可以改写为 

 ( ) ( | )[ ( , ) ( )]d d
AS

d s a s Q s a b s a sJ π ππ=∇ ∇ −∫ ∫θ θ  (10) 

采用函数近似 ,s awψ 去逼近 Qπ(s,a)−b(s)的值,并且最小化其均方误差: 

 2
,( ) ( ) ( | )[ ( , ) ( ) ] d ds aS A

d s a s Q s a b s a sπ π πε π= − −∫ ∫w wψ  (11) 

如引理 1 所述,最优参数 w*=argminwεπ(w)与给定的函数 b(s)无关. 
引理 1. 对于任意给定的策略θ,最优梯度参数 w*满足[26]: 

 * 1
,( ) ( ) ( | )[ ( , ) ]d ds aS A

G d s a s Q s a a sπ πθ π−= ∫ ∫w ψ  (12) 

证明:均方误差επ(w)对 w 的梯度表示为 
 , ,[ ]( ) 2 ( ) ( | ) ( , ) ( ) d ds a s aS A

d s a s s a b aQ s sπ π πε π∇ = − − −∫ ∫w w wψ ψ  (13) 

令上式等于 0,可以得到: 
*

, , , ,

,

,

( ) ( | ) d d ( ) ( | ) ( , ) d d ( ) ( | ) ( ) d d

( ) ( | ) ( , ) d d ( ) ( | ) ( )d d

( ) ( | ) ( , ) ( ) ( )d (1)d dd

s a s a s a s aS A S A S A

s aS A S A

s aS SA

d s a s a s d s a s Q s a a s d s a s b s a s

d s a s Q s a a s d s a s b s a s

d s a s Q s a a s

d

d s b s a s

π π π π

π π π
θ

π π π
θ

π π π

π π

π

−

= − ∇

= −

=

=

∇

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
∫
∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

wψ ψ ψ ψ

ψ

ψ

,( ) ( | ) ( , ) d d .s aS A
s a s Q s a a sπ ππ∫ ∫ ψ

 

得证. □ 
在给定最优参数 w*的情况下,通过调整 b(s)的值,可以进一步最小化均方误差επ(w*),从而可以降低动作值

函数的方差.将επ(w*)视为关于 b 的函数,能够获得 b*=argminbεπ(w*). 
引理 2. 对于任意给定策略π,最小方差基线 b*(s)与状态值函数 Vπ(s)相关[26]. 
证明:对于任意状态 s∈S,令επ,s(w*)表示为 

 , * * 2
,( ) ( | )[ ( , d() ])s

s aA
a s Q s a b s aπ πε π= − −∫w wψ  (14) 

对均方误差επ,s(w*)关于 b(s)求偏导: 
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*
*

,

, ( ) 2
( )

( | )[ ( , ) ( )].s

s

aA
a s Q b

b
s a s

s

π
πε π∂

= −−
∂

−∫ ww ψ  

令上式等于 0,得到: 
* *

,

*
,

*

( ) ( | ) ( , )d ( | ) d

( | ) ( , )d ( | ) d

( | ) ( , )d ( | )d

( | ) ( , )d

( ).

s aA A

s aA A

A A

A

s a s Q s a a a s a

a s Q s a a a s a

a s Q s a a a s a

a s Q s

b

a a

V s

π

π

π
θ

π

π

π π

π π

π π

π

= −

= −

= − ∇

=

=

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫
∫

w

w

w

ψ

ψ

 

得证. □ 

采用函数近似 ,s awψ 去逼近 Qπ(s,a)−b(s)的值,并且最小化其均方误差为公式(11),根据引理 2 所述,当 b(s)= 

Vπ(s)时,可以最小化公式(11)的均方误差.可以看出,相对于采用函数近似 saw ψ 去近似 Qπ(s,a),采用近似优势函 

数 Aπ(s,a)=Qπ(s,a)−Vπ(s)则显得更有意义.所以,公式(10)可以改写成 

 , ,( ) ( | ) d ds s aS A ad sJ s a s aπ π=∇ ∫ ∫ wθ ψ ψ  (15) 

根据公式(9),自然梯度重新定义为 

 1
, ,( ) ( ) ( | ) d ds a s aAS

J G d s a s a sπ π−∇ = =∫ ∫� w wθ θ ψ ψ  (16) 

因此,在计算自然梯度时,不需要计算 Fisher信息矩阵 G(θ),只需要计算参数 w.在后续部分,将详细介绍如何

计算参数 w,这也正是本文的创新工作之一. 

3   真实在线自然梯度 AC 算法 

3.1   截断式的λ-回报值函数 

在强化学习的方法中,有前向观点和后向观点两种方法.所谓前向观点是指:在一组状态流的某个状态上,
向前看每个状态来决定其更新;在每次从一个状态向前看并更新状态之后,移到下一个状态,并且不再处理之前

的状态.前向观点对每个访问过的状态,预测所有的未来奖赏并决定怎样把它们最好地结合在一起.在前向观点

的方法中,未来的状态会反复被访问和处理.所谓后向观点是指:在一组状态流的某个状态上,计算 TD 误差,并将

这些误差分配到前面已经访问过的状态.后向观点每个时刻都查看当前的 TD 误差,并且根据那个时刻状态的

资格迹把误差向后分配到前面的状态上.前向观点和后向观点是有区别的:前向观点是非因果的、理论的观点,
每步所使用的知识是后面几步以后将要发生的事情,因此,前向观点的方法很难直接应用;后向观点是则提供了

一种因果的、增量机制来逼近前向观点,概念上和计算上都比较简单.通过结合 TD 误差和迹,TD(λ)能够统一前

向观点和后向观点.但是,传统 TD(λ)算法只有在离线处理的情况下,其前向观点和后向观点得到的结果才一致;
而 TOTD 算法采用了新型前向观点的方法,使其能够在离线处理和在线处理的情况下,前向观点得到的结果和

后向观点得到的结果均保持一致.同时,根据 Sutton 等人的工作[17]可知,TOTD 算法比起传统的 TD(λ)有着更好

的表现.因此,为了更快、更准地计算出 TD 误差,本文采用 TOTD 方法评估策略. 

TD( 0)算法对值函数的更新 1 1( ) ( )t t tV s r sγ+ += +� v k 比较简单 ,而蒙特卡罗算法对值函数更新 ( )tV s =  

1
T i t

ii t
rγ −
+=∑ 更精确,其中,st+1 为 st 的后续状态,T 为情节的最大步数.TD(λ)算法结合了这两种算法的优点,通过当 

前状态之后的多步状态对值函数进行更新,称作 n 步更新,如式(17)所示. 

 ( ) 1
,

1
( )n i n

t v t i t n
i

n

sR rγ γ−
+ +

=

= +∑ v k  (17) 

对情节式问题而言,在算法的执行过程中,可以对多个不同 n 步更新进行加权平均,称作λ-回报: 
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1

1 ( ) 1 ( )
, ,

1
(1 )

T t
n n T t T t

t t v t v
n

R R Rλ λ λ λ
− −

− − − −

=

= − +∑  (18) 

作为当前状态的值函数的估计值.TOTD 算法稍稍改变了λ-回报,采用一种截断式的λ-回报: 

 
1

1
| 1 ( ) 1 ( )

, ,
1

(1 )
t n t t

t t
t n n t t t t

t t v t v
n

R RRλ λ λ λ
′+ − −

′− −
′ ′ ′− − − −

=

= − +∑  (19) 

作为值函数的估计. 

3.2   真实在线自然梯度的评论家部分 

真实在线自然梯度的评论家部分采用上述前向观点来预测当前状态 s 的期望累计奖赏 V(s),或者说是最优

化参数 v,更新规则如下: 

 |
, , 1 1 1 , 1 1 1([ )] ( )t

t k t k k k t k k kR s sλα− − − − − −= + −v v v k k  (20) 

其中,0<k≤t,并且 vt,0 等于参数 v 的初始值.参数 vi,j(i<j)只是临时的中间参数.从公式(20)可以看出:需要 t 次计算

才能计算出参数 vt=vt,t,并且需要保存所有的观察样本.为了能够在线计算,通常采用后向观点对值函数进行更

新,即利用当前值函数的 TD 误差对之前遇到的状态值函数进行更新.将前向观点与后向观点统一,得到真实在

线 TD(λ)算法.其更新规则如下: 

 1 1 1( ) ( )t t t t t tr s sδ γ+ + −= + −v k v k  (21) 

 1 1( ) [ ( ) ] ( )v v v
t t t t t t t tk s s sγλ α α γλ− −= + −e e k e k  (22) 

 1 1[ ( ) ( )] ( )v
t t t t t t t t t ts s sδ α+ −= + + −v v e v k v k k  (23) 

其中,δ表示 TD 误差;ev 表示资格迹,反映了当前状态之前所遇到的所有状态对当前差分值的“贡献度”. 

3.3   真实在线自然梯度的行动者部分 

真实在线自然梯度的行动者部分采用参数θ表示策略π分布,策略参数θ的更新可以表示为 
 θ t+1=θ t+βtwt+1 (24) 
表示沿着目标函数的自然梯度方向更新策略参数.当到达局部最优解时,自然梯度 w=0.所以,算法的核心问题是

自然梯度 w 的求解.根据上一节的介绍,可以转化为对优势函数 Aπ(s,a)=Qπ(s,a)−Vπ(s)逼近. 
采用上述前向观点去近似求解自然梯度 w,其更新公式表示为 

 
1 1 1 1

|
, , 1 1 1 , 1[ ]

k k k k

t
t k t k k k t k s a s aAλα

− − − −− − − −= + −w w w ψ ψ  (25) 

其中, | |
1 1 1( )t t

k k kA R V sλ λ
− − −= − 是截断式λ-优势函数.从公式(25)可以看出:需要 t 次计算才能计算出自然梯度 wt=wt,t, 

并且需要保存所有的观察样本.为了简化计算过程,采用向后观点对值函数进行更新.其更新公式如下: 

 1 , , 1 ,( )
t t t t t t

a a a
t t t s a t s a t s aγλ α α γλ− −−+=e e eψ ψ ψ  (26) 

 1 , , 1 ,( ) ]( ) ( )[
t t t t t t

a
t t s a s a t t t t t t t t s aI s sα δ α+ −= − −+ +w w e v k v kψ ψ ψ  (27) 

接下来,将证明这种带资格迹的更新方式与使用截断式λ-优势函数更新是一样的. 

定理 1. 截断式优势函数 |
t

tAλ ′ 与 Critic 部分的公式(21) 1 1 1( ) ( )t t t t t tr s sδ γ+ + −= + −v k v k 、TD 误差相关,关系  
如下: 
 | 1 | ( )t t

t t t t
tA Aλ λ γλ δ′ ′ ′+ −
′− =  (28) 

证明: 

1

| 1 | | 1 |

| 1 |

( 1) ( )
, ,

1 1 1

[ ]

( ) [ ( ) ( )]

( )

( ( ) ( ))

.

t t

t t t t

t t

t t t t
t t

t t

t t t t t t
t v t v

t t
t t t t t

t t
t

A A R R V s V s

R R

R R

r s s

λ λ λ λ

λ λ

λ

γλ γ

γλ δ

′ ′−

′ ′ ′ ′+ +

′ ′+

′ ′ ′− − + −

′−
′ ′ ′ ′ ′+ + −

′−
′

− = − − −

= −

=

=

=

−

+ −v k v k

. 

得证. □ 
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定理 2. 对于任意时间步 t,都有式(29)成立. 

 1, , 1
a

t t t t t teγλδ+ −− =w w  (29) 

证明:首先,先证明一个更一般的情况.对于任意给定 i,1≤i≤t,公式(30)成立. 

 1
1, , 1( )t i a

t i t i t iγλ δ+ −
+ −− =w w e  (30) 

采用数学归纳法证明.首先,当 i=1 时,使用公式(25)计算 wt+1,1−wt,1. 

0 0 0 0

| 1 |
1,1 ,1 1,0 ,0 0 0 1,0 ,0 ,0 ,[ ( ) ] .t t

t t t t t t s a s aA Aλ λα +
+ + +− = − −+ − − ψ ψw w w w w w  

由于 wt+1,0−wt,0=winit, 1
a
− = 0e 以及定理 1,可以得到: 

0 01,1 ,1 0 , 0( ) ( )t t a
t t t s a tγλ δ α γλ δ+ = =−w w eψ . 

假设当 i=k,1<k<t 时,公式(31)成立: 

 1
1, , 1( )t k a

t k t k t kγλ δ+ −
+ −− =w w e  (31) 

当 i=k+1 时,使用公式(25)计算: 
| 1 |

1, 1 , 1 1, , 1, , . .[ ] .( )
k k k k

t t
t k t k t k t k k k k t k t k s a s aA Aλ λα +
+ + + + +− = + − −− − ψ ψw w w w w w  

将公式(31)以及式(28)代入上式,得到: 
1 1

1, 1 , 1 1 , 1 .

1 . , 1 .

( ) [( ) ( ) ]

( ) ( )[

( )

]

.

k k k k

k k k k k k

t k a t k t k a
t k t k t k k t t s a k s a

t k a a
t k k s a k s a k s a

t k a
t k

γλ δ α γλ δ γλ δ

γλ δ γλ α α γλ

γλ δ

+ − − + −
+ + + − −

−
− −

−

− = + −

= + −

=

ψ ψ

ψ ψ ψ

w w e e

e e

e

 

综上可知,公式(30)成立. 
令 i=t,将其代入公式(30),可以得到公式(29)成立.得证. □ 
定理 3. 对于任意时间步 t,使用截断式λ-优势函数更新梯度 wt,t,是等同于下式对 wt 的更新: 

 1 , , 1 ,( ) ]( ) ( )[
t t t t t t

a
t t s a s a t t t t t t t t s aI s sα δ α+ −= − −+ +w w e v k v kψ ψ ψ  (32) 

证明:根据公式(25), 

 | 1
1, 1 1, 1, , ,[ ]

t t t t

t
t t t t t t t t s a s aAλα +
+ + + ++ −=w w w ψ ψ  (33) 

将定理 2 代入公式(33),我们可以得到: 

1, 1 , 1 1 1 1 1 , , 1 , ,

, , , , 1 , , 1 , 1

[( ) ][ ( ) ( ) ( ) ( )

[ ]

]

[ ( ) (
t t t t t t

t t t t t t t t t t

a a
t t t t t t t t t t t t t t t t s a t t t t t s a s a

a a
t t t s a s a t t t t t s a t s a t s a t t t t t

s s sr s

s s

γλδ α γ α γλδ

α δ γλ α α γλ α
+ + − + + − − −
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= + + − +

=

+
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+

−

−

+

−

−

w w e v k v k v k v k w e

w w e e v k v k

ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ,

, , , , 1 ,

, , , 1 ,
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[ ( ) ( )]

( ) [ ( ) ( ) .]

t t

t t t t t t

t t t t t t

s a

a
t t t s a s a t t t t t t t t t s a

a
t s a s a t t t t t t t t t s a

s s

I s s

α δ α

α δ α
−

−

= − + −

− −

+

= + +

w w e v k v k

w e v k v k

ψ

ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

 

得证. □ 
根据上述证明,带资格迹 ea 的向后观念的更新与使用截断式λ-优势函数更新是一样的.当λ=0 时,自然梯度

更新公式(27)与文献[26]里算法 3 更新公式完全一致.可以看出,资格迹中包含了所有历史信息,这些历史信息能

够有效地分配误差,从而加快学习经验的传播,能够加快算法收敛. 
根据上述算法过程的描述,基于核的真实在线增量式自然梯度 AC 算法可以总结为算法 1. 
算法 1. 基于核的真实在线增量式自然梯度 AC(TOINAC)算法. 
输入:核函数 k(⋅,⋅);临界值ν;初始学习步长α0,β0;步长参数αc,βc;折扣因子γ;参数λ;数据样本集合{s1,s2,…,sn}. 
输出:值函数参数 v,策略参数θ. 
1. 初始化数据字典 D=NULL,值函数参数 v=vinit,自然梯度 w=winit,策略参数θ=θ init,情节数 episode=0,t=0 
2. FOR each record si∈S DO 
3.  通过公式(5),计算δi 
4.  IF δi>ν Do 
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5.   D←D∪{si} 
6.  END IF 
7. END FOR 
8. LOOP: 
9.  s=s0,ev=0,ea=0 
10.  )( ) (V s s←� v k  

11.  LOOP: 
12.   根据策略分布π(a|s),选择动作 a 
13.   执行动作 a,得到下一状态 s′和奖赏 r 
14.   )( ) (V s s′ ← ′� v k  
15.   ( ) ( )V V sr sδ γ ′← + −� �  
16.   [ ( ) ] ( )1v v vs sγλ α γλ← + −e e k e k  
17.   ([ (]) )( )v V s s sδ α← + −+ �v v e v k k  
18.   , ,]1[ s a s

a a a
aγλ α γλ← + −e e eψ ψ  

19.   , , ,( ) (( ) )[ ]a
s a s a s aI V s sα δ α← ++− −�w w e v kψ ψ ψ  

20.   θ←θ+βw 
21.   ( ) ( )V s V s′←� �  

22.   s←s′ 
23.   t←t+1 
24.   根据公式(34),更新步长α,β 
25.  UNTIL s 是终止状态 
26.  episode←episode+1 
27. UNTIL 算法满足终止条件,θ收敛或 episode=T 最大情节数 
28. RETURN v,θ 
该算法过程中的学习步长α,β是可变的.根据文献[26],对两个时间维度的随机算法的收敛性证明,要求步长 

α,β满足 2 2, ,t t t t
t t t t
α β α β= = ∞ < ∞∑ ∑ ∑ ∑ ,并且βt=o(αt).其中,β是α的高阶无穷小,这就意味着β趋于 0的速度要比 

α的快.为此,本文采用的 Critic 的步长参数{αt}和 Actor 的步长参数{βt}分别表示为 

 0 0
2 / 3 ,  c c

t t
c ct t
α α β βα β

α β
= =

+ +
 (34) 

其中,t 表示时间步;αc,βc 都是常数. 

4   策略分布 

策略梯度类算法的性能在很大程度上依赖于策略分布的选择.众所周知,策略分布是解决探索与利用的平

衡问题的一个重要方法.所以,策略分布的质量直接影响算法收敛速度以及学习到的策略的质量.对于离散动作

而言,最常用的策略分布是 Gibbs 分布.对连续动作而言,策略分布可以是ε-greedy,也可以是正态分布,而正态分

布的效果通常会比ε-greedy 效果好[11].所以,本文采用正态分布作为策略分布.其概率密度函数表示为 
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其中, ( ) ( )s sμ μμ = kθ 和 ( ) exp( ( ))s sσ σσ = kθ 分别表示策略π(⋅|s)分布的均值和标准差.策略参数以及与之对应的

特征向量分别表示为 ( , )μ σ=θ θ θ 和 ( ) ( ( ), ( )) .a s s sμ σ=k k k 为了方便计算,kμ(⋅),kσ(⋅)以及 k(⋅)使用同一组特征 

向量. 
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策略向量π (a|s)的向量 log ( | ) lo( g ,( ), | )sa a s a s
μ σθ θπ π∇ ∇=ψ 其中, 

 2log ( | ) ( ( )) ( )
( )

1a s a s s
sμθ μπ μ

σ
∇ = − k  (36) 
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5   实验结果与分析 

本节通过对具有代表性的连续空间问题:平衡杆(Cart Pole)问题、Mountain Car 问题以及 Acrobot 问题进行

仿真实验测试来验证 TOINAC 算法的可行性.在实验中,算法采用核方法和 ALD 方法,核函数都是高斯核函数: 
2

2exp( , ) ,i

a
i

s dk s d
σ

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

& &  

其中,di 是通过 ALD 方法构建的数据字典 D 里面的状态. 

5.1   平衡杆问题 

平衡杆问题是强化学习中经典的连续空间问题.如图 2 所示,杆子连接在小车上,且可随意转动,不计任何摩

擦力.起初木杆竖直矗立在小车上,随后,通过水平方向上对小车施加力以保证木杆不倒.Agent 通过学习得到策

略,使杆子在尽可能长的时间步数内保持不倒. 

 
Fig.2  Diagram of cart pole problem 

图 2  平衡杆问题示意图 

通过MDP对问题进行建模,该问题的状态可以表示为 [ , ] ,θ θ� 其中,θ如图 2所示,是杆子与竖直线的角度,θ�  
是角度θ的角速度.任意时刻对小车施加力 a∈[−50,50],状态会发生转移,其转移函数如下: 
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其中,θ��表示角加速度,g=9.8m/s2表示重力加速度,m=2.0kg表示木杆的质量,l=1.0m表示木杆的长度,M=8.0kg表 
示小车的质量,Δt=0.1s 表示两个时间步之间的间隔.在时间步 t 时刻,采取动作 at,如果木杆与竖直方向的角度

−π/2<θt+1<π/2,立即奖赏 r=0;否则,r=−1,且认为木杆倒下,操作失败情节结束.如果木杆一直没有倒下,并保持 
3 000 个时间步,则认为操作成功情节结束. 

在本实验中,TOINAC 算法与各类可以解决连续问题的算法进行比较,如 CAQ,CACLA,DHP,IAC,NAC.DHP
算法是一种近似动态规划算法,其采用神经网络进行函数逼近,其 Critic 网络结构是 2-10-2,Actor 网络是 2-8-1.
除了 DHP 算法外,其余 5 种算法均采用 ALD 和核方法来进行函数逼近,其参数设置为σa=0.35,ν=0.001.CAQ 算

法将动作空间平均划分为{−50,−25,0,25,50}.CACLA 算法 Critic 的学习步长α=0.9,Actor 的学习步长β=0.2.IAC, 

θ
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NAC 以及 TOINAC 算法都是策略梯度算法,都采用高斯策略分布来选择动作,为了方便计算和比较,σ=5.0, 
λ=0.3,γ=0.9.其中,NAC 算法是基于 LSTD 算法,其参数遗忘因子设为 0.3,学习步长为 0.8;IAC 算法与 TOINAC
算法都是基于 TD 算法的,其学习步长参数设置为α 0=0.7,β 0=0.5,α c=9000,β c=9000. 

由于每个情节的累计奖赏与步数成正比,所以可以通过比较每个情节的步数来比较算法的收敛效果的好

坏.如图 3 所示:TOINAC 算法的收敛最快,且可以稳定的最大步数为 3 000 步.DHP 算法有着较好的性能,并且在

150 个情节左右有着更好的效果 ,这主要是因为该算法是一种模型已知的算法 ,利用了很多模型知识 ;但是

TOINAC 算法的表现上升坡度比 DHP 算法要陡峭,所以 TOINAC 算法可以最先收敛到最大步数.比较 3 种策略

梯度算法,可发现 TOINAC 算法和 NAC 算法表现上升坡度几乎一致,且比其他普通梯度算法都要陡峭;在样本

量比较少的时候,TOINAC 算法基于的 TOTD 学习比 IAC 算法基于的 TD 学习以及 NAC 算法基于的 LSTD 学

习速度都快.3 种策略梯度算法都比 CACLA 算法表现好,主要是因为策略梯度采用累积奖赏或平均奖赏指导策

略更新.离散化算法 CAQ 算法表现不好,500 个情节只是稍微有一点学习效果,在学习了 1 000 多个情节之后,算
法才成功. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Comparison of the steps of different algorithms in the cart pole problem experiment 
图 3  平衡杆问题实验中不同算法的步数比较 

为了进一步验证上面的猜想,在表 1 中列出了这 6 种算法 30 次实验 500 情节中的表现.首次成功表示 500
个情节中第 1 次达到 3 000 步的情节数.成功率表示这 15 000 个情节中成功的概率.平均步数表示 15 000 个情

节平均每个情节执行了多少步.可以发现,TOINAC 算法在成功率以及平均步数表现都是第一,首次成功仅低于

DHP 算法. 

Table 1  Performance comparison of 6 algorithms in the cart pole problem experiment (500 episodes) 
表 1  平衡杆问题实验 6 种算法的表现比较(500 个情节) 

算法名称 首次成功 成功率(%) 平均步数 
CACLA 243 32.4 1 014.6 
TOINAC 171 59.2 1 854.9 

NAC 256 43.5 1 337.6 
CAQ − 0 66.9 
INAC 202 50.0 1 528.0 
DHP 140 53.9 1 653.6 

 

5.2   Mountain Car问题 

Mountain Car问题是强化学习问题中经典的情节式的连续空间问题,其示意图如图 4所示,小车的任务是在

动力不足的情况下,从坡底 S 以尽量短的时间到达终点 G.这个问题的难点在于:小车的动力不足以克服重力影

响,从坡底直接加速到坡顶,只能通过左右来回加速多次到达较高位置,再加速到达终点.MDP 对问题进行建 
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模,状态可以表示为 [ , ] ,x v 其中,小车的水平位置 x∈[−1.2,0.5],小车的水平速度 v∈[−0.07,0.07].任意时刻对小车 
施加水平方向的力 a∈[−1,1],状态都会发生迁移,迁移函数为 

1

1 1

[ 0.001 cos(3 )],
[ ],

t t t t

t t t

bound v a g x
x bound v

v
x

+

+ +

= + −
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其中,g=0.0025 是与重力有关的系数.当小车水平位置 x<0.5 时,系统的奖赏是−1;否则,小车到达终点,奖赏为 0. 
在本实验中,TOINAC 算法与几种累加式的策略梯度算法比较,比如 IAC,INAC 以及带资格迹的 INAC-E 算 

法 .该实验中 ,几乎所有参数设置都一样 ,用于函数逼近的相关参数 [0.3,0.02] ,aσ = ν=0.001;步长相关参数 

α0=0.7,β0=0.3,αc=500,βc=500;折扣因子γ=0.9.带资格迹的算法λ=0.3.图 5 中所有的曲线都是各种算法每学习

500 步就评估策略的表现 ,每个算法独立执行了 50 次 .可以发现 ,3 种自然梯度的策略梯度算法(TOINAC, 
INAC-E,INAC)比普通梯度的策略梯度算法(IAC)下降速度要快.显然,两种带资格迹的算法(TOINAC,INAC-E)
比不带资格迹自然梯度算法 INAC 收敛速度要快.这主要是因为资格迹记录了所有历史状态信息,能够有效地

分配误差影响,加快了学习速率.最后比较两种效果最接近的算法 TOINAC 和 INAC-E:开始阶段,两种算法效果

几乎同步;到了 5 000 步~10 000 步之间,两算法效果就不一样了,这主要是因为真实在线资格迹的信度分配与

INAC-E 算法的累加迹不一样. 

 

Fig.4  Diagram of Mountain Car problem 
图 4  Mountain Car 问题环境示意图 

 

Fig.5  Comparison of the steps of different algorithms in the Mountain Car problem experiment 
图 5  Mountain Car 实验中不同算法的步数比较 

为了更细致地比较算法效果的比较,表 2 中列出了这 4 种算法 50 次实验 50 00 步中的表现.最低步数表示

小车成功到达终点需要多少次操作,方差表示 5 000 次评估策略小车走的步数的方差,平均步数表示 5 000 次评

估策略小车走的平均步数.可以发现,无论是最低步数、方差还是平均步数,本文算法都是表现最佳的. 
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Table 2  Performance comparison of four algorithms in the Mountain Car problem experiment 
表 2  Mountain Car 问题实验 4 种算法的表现比较 

算法名称 最低步数 方差 平均步数 
TOINAC 121 271.3 227.0 
INAC-E 121 290.3 258.0 
INAC 121 322.0 270.0 
IAC 128 351.6 377.2 

 

5.3   Acrobot问题 

本节将在一个更为复杂的学习控制问题中验证算法 .Acrobot 问题是一个经典的机器人仿真实验 ,在
Acrobot 问题实验中,一个具有双连杆的机器人在垂直平面上运动,机器人只有在肘关节的连接杆上具有驱动装

置,在肩部的连接杆没有驱动装置,其示意图如图 6 所示.Acrobot 有两个平衡点,分别是稳定的直下平衡点和不

稳定的直上平衡点.在动力不足的情况下,摆动使其从稳定平衡点到不稳定的平衡附近. 

 

Fig.6  Diagram of Acrobot problem 
图 6  Acrobot 问题示意图 

Acrobot 问题是具有二阶非完整约束的复杂系统问题,这类欠驱动机器人已在控制工程得到了广泛的研究. 

使用 MDP 对问题进行建模,其中,状态可以表示为 1 2 1 2, ,[ ],,θ θ θ θ� � 角度θi∈[−π,π], 1 2[ 4 ,4 ], [ 9 ,9 ]θ θ∈ − π π ∈ − π π� �  

分别是角度θ1,θ2 的角速度.任意时刻,在机器人驱动节点施加τ∈[−1,1]力,使机器人状态迁移,其动力模型如下: 

1 2 2 1 1

2 2 1 1 2

( ) ,

.

/

/

d d

d d

θ θ φ

θ τ φ φ

= − +

= + −

�� ��
��  

其中, 

2

2 2 2
1 1 1 2 1 2 1 2 2 1 2

2
2 2 2 1 2 2 2

2
1 2 1 2 2 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 1 2

2 2 1 2

2 cos

cos

sin 2 sin ( ) cos( / 2)
cos

( ) ,

(

( / 2),

) ,

,

c c c

c c

c c c

c

d m l m l l l l I I

d m l l l I

m l l m l l m l m l g
m l g

θ

θ

φ θ θ θ θ θ θ φ
φ θ θ

= + + + + +

= + +

= − − + + − π +

= + − π

� � �  

其中, iθ�� ,Ii 分别是杆子 i 的角加速度、惯性;g=9.8m/s2 是重力加速度;其他符号如图所示.在未达到目标点时,奖赏 

r=−1;否则,r=0. 
CAPI通过求解Q值函数的极值来求解最优动作,是近年来效果较好的一种算法.在本实验中,TOINAC算法

与 CAPI 算法以及几种累加式的策略梯度算法进行比较,比如 INAC 算法以及带资格迹的 INAC-E 算法.在该实

验中 ,策略梯度几种算法所有参数设置都一样 ,用于函数逼近的相关参数σa=10.0,ν =0.001;步长相关参数 
α0=0.5,β0=0.3,αc=1000,βc=1000;折扣因子γ=0.9.带资格迹的算法λ=0.3.CAPI 算法是一种批量学习算法,其批量 
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∑∑ 其中,s=[x1,x2,x3,x4].Acrobot 问题实验中不同算法的

步数比较如图 7 所示. 

 

Fig.7  Comparison of the steps of different algorithms in the Acrobot problem experiment 
图 7  Acrobot 问题实验中不同算法的步数比较 

从实验结果可以看出,CAPI 算法的学习速度最快,但也存在不足,主要表现在:首先,CAPI 算法的策略迭代

本身需要进行多轮策略评估和策略改进,这相当于学习的样本数量增加了多倍,使得 CAPI 算法需要大量的计

算时间,限制了其解决问题的规模;其次,CAPI 算法采用最直接的方法计算最优动作——计算 Q 值函数的极值

点,这就要对动作求导,使得函数不能复杂,从而限制了核函数的选择范围,不能使用一些效果较佳的常用核函

数.从实验效果可以看出,TOINAC 算法的最后收敛结果要好于 CAPI 算法.这可能是因为 CAPI 算法动作的好坏

完全依赖于 Q 值函数拟合的好坏,Q 值函数的拟合又依赖于核函数的选择、数据字典的构建等;然而,核函数选

择的严格限制要求又约束了 Q 值函数的拟合效果,最终影响了其解决问题的能力.TOINAC 算法的效果优于

INAC 算法和 INAC-E 算法,与前文的实验表现一致. 

6   结  论 

为了解决传统的强化学习算法在连续空间中学习最优策略时效率低下的问题,本文在 INAC-E 算法的基础

上提出了一种基于核的真实在线增量式自然梯度 AC 算法.在该算法的 Critic 部分,利用 TOTD 算法加快值函数

的更新;在 Actor 部分,真实在线估计自然梯度,进而更新策略参数.使用平衡杆、Mountain Car 以及 Acrobot 等经

典连续空间问题进行仿真实验测试,并与其他各类算法进行比较,本文算法收敛速度快,收敛后稳定性好. 
本文也有很多后续工作可以展开.例如,通过平衡杆实验发现,本文算法需要较多样本,且样本利用率不高,

因此,提高样本利用率,进一步加快收敛速度是一项很有价值的研究工作.另外,设计一种能够与本文算法结合

的联合探索算法,从而解决联合动作的连续动作空间问题,也是值得研究的内容. 
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