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摘  要: 规则化的布尔运算被广泛应用在三维建模系统中.近年来,随着图形硬件的发展,基于三角网格的规则化

布尔算法由于输出结果能直接被图形硬件处理,表现出了明显的优势.但是传统的算法由于采用 CSG 树局部评估策

略,使得面片在相交测试中反复被切割,并且由于面片分类在切割后的模型之间直接进行,导致算法无法在保证鲁棒

性的同时实现高性能.为了避免这些问题,提出了一种 CSG 树全局评估算法来统一执行单次和连续布尔运算.算法

由两部分组成:自适应的延迟切割和全局化面片分类.在自适应的延迟切割阶段,算法通过仔细处理多个三角面片相

交导致的各种情况扩展延迟切割到整个 CSG 树来避免由于面片的反复切割带来的数值误差累积,并利用自适应的

八叉树使得相交测试可在线性时间内完成.在全局化面片分类阶段,算法通过分治法使得分类始终在切割后的面片

和原始输入模型之间进行来保证分类的精度;通过结合组分类策略和自适应的八叉树来进一步优化分类性能.实验

结果表明,所提算法无论是在执行单次还是在连续布尔运算时,都能在保证鲁棒性的同时性能优于其他算法,因此该

算法可广泛应用于交互式建模系统中,如数字雕刻、计算机辅助设计和制造(CAD/CAM)等. 
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Abstract:  Regularized Boolean operations have been widely used in 3D modeling systems. In recent years, Boolean algorithms based on 
triangular polyhedron show the distinct advantages aligning with the development of graphic hardware, as their outputs can be processed 
by graphic hardware directly. But most existing methods rely on localized evaluation strategy over constructive solid geometry (CSG) tree 
perform regularized set operations. As a result, these methods cannot guarantee robustness while synchronously keeping high efficiency, 
because a facet may repeatedly split up in the splitting phase and the facets classification is carried out between the split polyhedrons by 
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triangulation. In this paper, a novel algorithm is presented to realize robust, exact and fast regularized Boolean operations through global 
evaluation of CSG tree. The algorithm is comprised of two steps: adaptive lazy splitting and globalized facets classification. The two steps 
aim to optimize splitting and facets classification phases of the regularized Boolean algorithms on triangulated polyhedrons respectively. 
In the adaptive lazy splitting phase, a lazy splitting strategy is applied to the whole CSG tree by coping with all intersection cases of 
triangular facets in order to eliminate the accumulation of number errors. In the meantime, an adaptive octree is employed to speed up the 
intersection test process. In the globalized facets classification phase, to ensure the accuracy of classification, the classification method is 
always executed between the split facet and the original input polyhedrons by divide and conquer algorithm. The performance of 
classification is further optimized by combining the grouping classification strategy and the octree. Experimental results demonstrate that 
the proposed approach cannot only guarantee the robustness of Boolean computations but also achieve better performance than existing 
approaches. Thus, the algorithm offers wide-ranging usage in for interactive modeling systems, such as digital sculpture, and CAD/CAM. 
Key words:  Boolean operations; triangular polyhedron; constructive solid geometry; lazy splitting; adaptive octree 

1   引  言 

三维几何模型的规则化布尔运算[1]定义为两个模型内部集合运算的闭包. 通过对多个三维几何模型反复

执行规则化的并(union)、差(subtract)或交(intersect)操作,可以生成新的任意复杂的三维几何模型.因此,三维几

何模型的规则化布尔运算被广泛应用在许多领域,如数字雕刻、机械零件设计及加工、建筑工程中建筑量的估

算等. 
构造实体几何实体(CSG)树是一棵由基本图元,如球、圆柱、立方体等以及布尔运算符组成的树[2].其中基

本图元组成叶子结点,布尔运算符组成中间结点.在实际应用中,CSG 树被广泛用来评估连续布尔运算,并且叶

子结点可以由任意复杂的模型组成. 
近几十年来,针对鲁棒性或者性能问题,许多不同的布尔算法被提出来.这些算法或者侧重于鲁棒性,或者

侧重于算法的效率,但都无法同时保证这两点.在这些方法中,文献[3]试图使用任意精度技术并仔细处理各种几

何退化现象来提高算法的鲁棒性 ,但是实践证明 ,这些算法都太慢 ,无法用于实时交互系统中 .比如 ,最新的

CGAL[4]库比采用非鲁棒布尔算法的商业化软件 Maya[5]慢 50 倍.为了克服这些缺点,文献[6,7]使用平面表示的

空间二分树(BSP)来表示三维模型,从而避免在布尔运算过程中引入新的顶点并简化了各种几何相交和退化现

象的处理,因此提高了单次布尔运算的鲁棒性和效率,但却仍然无法避免连续布尔运算过程中数值误差的累积.
另外,这些方法需要在边界表示法(B-Rep)[8]与平面表示的空间二分树之间转换,转换过程不但需要额外的时间,
而且也会引入数值误差.为了避免模型转换所引入的时间消耗和数值误差,Feito 等研究者[9]实现了基于三角网

格的规则化布尔运算的算法,他们通过使用自适应的八叉树来加速面片的相交测试和分类,进一步提高了算法

的性能.然而,该算法在每次面片相交时都需要执行面片的切割,导致面片数不断增加,数值误差也不断累积,特
别是在复杂模型的连续布尔运算时,问题将更严重. 

针对这些问题,本文提出了一种基于自适应延迟切割优化的三角网格快速布尔运算算法.该算法利用 CSG
树全局评估策略实现了对单次和连续布尔运算的统一处理.算法由两部分组成:自适应的延迟切割技术和全局

化面片分类技术.在自适应的延迟切割阶段,算法构建自适应的八叉树并将结点分为 3 类:相交结点、内部结点

和外部结点.通过限定相交测试在每个相交结点内,算法实现了在线性时间内完成面片的相交测试;通过仔细处

理多个三角面片相交导致的线段相交或重叠情况,算法扩展延迟切割至整个 CSG 树.在全局化面片分类阶段,
算法一方面利用分治法使得分类始终在切割后面片和原始输入模型之间进行,从而保证了分类的精度;另一方

面利用组策略和自适应的八叉树实现了在线性时间内完成面片的分类.因此,通过使用统一的策略处理单次和

连续布尔运算,本文提出的算法避免了单次或连续布尔运算中新的面片的不断增加和数值误差的不断累积,从
而在保证鲁棒性的同时实现了高性能. 

本文第 2 节介绍与本文算法相关的研究工作.第 3 节呈现本文算法的理论基础和主要框架.第 4 节详细阐

述本文算法的实现细节.第 5 节通过实验详细比较本文算法与其他相关算法的差异,并给出实验结果分析.最后

是本文的结论部分. 
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2   相关研究 

规则化布尔运算已被研究了很多年,这些方法可以分为 3 类:体素算法、近似算法、精确算法. 
通过空间采样将三维几何模型转换成离散的体素表示,规则化布尔运算更容易实现并且更鲁棒,比如自适

应的距离场方法[10]或者基于水平集(level-set)的算法[11].然而,体素表示的模型精度受到体素大小的限制,采用

更精细的体素又将导致存储空间和采样时间的上升.另外,在把模型从边界表示转换到体素表示的过程中,采样

带宽的限制使得模型的几何细节被丢失掉.即使运用过采样技术,由于重构模型的表面向量偏离原来模型的表

面向量,模型边缘的锯齿效果仍然不能完全消除[12].因此,文献[12,13]通过编码将模型的表面向量输入进采样过

程实现了重构模型几何细节的能力.在文献[13]的基础上,一些研究者通过扩展双轮廓算法来达到保留最终模

型的拓扑细节[14−16]或流形细节[17]的目的.然而,所有基于体素表示的布尔算法都需要将输入模型从边界表示转

换成体素表示,在得到布尔运算的结果后,再从结果中抽取出表面.这个过程不可避免地导致模型几何细节以及

模型精度的损失. 
因为在精确的布尔算法中,处理面与面相交的各种情况是最复杂的问题,一些研究者试图通过近似布尔算

法来避免此类问题.Simth 和 Dodgson[18]提出了一种基于边界表示近似布尔算法,该方法由相互依赖的 6 个层次

的几何操作集组成,算法利用随机扰动技术[19]处理几何退化问题.但是,当输入模型存在着退化或接近退化的几

何数据时,布尔运算的结果将破坏模型表面的拓扑一致性.另外,由于层次之间存在着相互依赖性,算法很难充

分利用现代处理器的并行计算能力.直到最近,Wang[20]将三角网格的相交区域转换成分层深度图像(LDI)[21]进

行相交处理,然后利用自适应轮廓生成算法产生近似的几何面片.该方法既达到了与基于体素的布尔算法同样

的鲁棒性,又保持了模型在相交区域周围的几何细节.然而自适应的轮廓算法可能导致最终生成的三角网格出

现自相交区域,从而破坏模型的拓扑一致性.另外,由于 GPU 硬件的限制,该算法无法处理 LDI 层数超过 256 的

复杂模型. 
在精确的布尔算法中,基于空间二分树(BSP)的算法具有独特的优势,这类算法能够处理非闭合的流形或非

流形模型,并且能够避免处理面片相交的各种退化现象.Naylor 和 Thibault[22−24]首先将输入模型表示成 BSP 树,
然后通过合并生成的 BSP 树实现了规则化布尔运算.然而在 BSP 树合并过程中,由于面片被超平面反复切割使

得数值误差被迅速累积,大大降低了算法的鲁棒性.因此,Berstein 和 Fussell[6]在基于平面的 BSP 树算法的基础

上利用自适应的几何断言技术[25]实现了鲁棒、精确的规则化布尔算法.然而,在将模型从边界表示转换成平面

表示时,算法需要使用网格修补算法[26]保证拓扑一致性.这使得算法花费了大量的预处理时间,另外,由于两棵

BSP 树合并的时间复杂度接近 O(n2),从而使算法无法用于大规模场景中.为了避免这些问题的出现,Campen 和

Kobbelt 在 Berstein 等人的基础上通过引入自适应的八叉树实现了局部化的 BSP 树布尔算法[7].然而,该算法需

要沿着包围盒切割平面表示的面片,当包围盒平面和八叉树结点中面片的平面接近平行时,误差迅速增大,可能

导致最终结果出现破洞或裂缝.所有 BSP 树算法都需要额外的转换过程,这种转换不仅引入数值误差,也导致算

法性能的下降,特别是在连续布尔运算的场景中,频繁的转换和 BSP 树的合并操作使得这类算法很难适用于实

时应用. 
在几何建模系统中,边界表示是最普遍使用的模型表示方法.因此,许多布尔算法的研究围绕如何直接在边

界表示的基础上实现布尔运算而展开.在这些算法中,Hubbard[27]引入了基于三角网格的全局化相交策略的布

尔算法.利用全局化相交策略,面片仅在所有相交测试完成后才被切割,因此该算法有效地避免了单次布尔运算

中数值误差的累积.然而,全局化相交策略无法应用到连续布尔运算中,因此无法解决连续布尔运算中数值误差

的累积的问题.另外,该算法需要合并共面的三角形,此过程不仅引入了数值误差,也增加了处理时间.直到最

近,Feito 等人在边界表示布尔算法[27−30]的基础上实现了新的基于三角网格的规则化布尔运算[9].算法采用逐步

构建自适应八叉树的策略并且利用多线程技术加速八叉树的查询,从而明显提高了性能,降低了系统内存消耗.
然而,每当输入模型的一对面片相交时,算法需要重新三角化该面片对.这使得数值误差不断被累积,在执行复

杂场景的连续布尔运算时,可能导致算法崩溃或三角化模型的拓扑不一致.由于该算法依赖三角化的模型进行

分类,拓扑不一致将导致算法将无法产生正确的分类结果.另外,该算法在面片分类阶段需要利用面片的邻接信
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息,因此,对于某些模型需要额外的预处理过程来建立这样的信息,从而增加了系统的处理时间. 

3   系统概览 

任意给定两个三角网格Pi和Pj,它们之间的规则化布尔运算被定义为根据下列公式对沿相交线切割后边界

面片的选择过程[31]. 
Pi∪

*Pj={Fi Out Pj}∪{Fj Out Pi}∪{Fi With Pj}, 
Pi∩

*Pj={Fi In Pj}∪{Fj In Pi}∪{Fi With Pj}, 
Pi −*Pj={Fi Out Pj}∪{Fj In Pi}∪{Fi Anti Pj}, 

其中,Fx 是 Px 切割后的边界表面集,分类集 Fx Out Py,Fx In Py,Fx With Py,and Fx Anti Py,分别表示在三角网格 Py

外部、内部、共面并且法向量相同、共面但法向量相反的面片集.进一步地,Px 的边界表面可以被归并成 3 个

不相交的子集,Px={Sin,Sout, and Sintersected},Sin∩Sout=Sin∩Sintersected=Sout∩Sintersected=∅,其中,Sin,Sout, and Sintersected分别

为在 Py 的最小轴对齐包围盒(AABB)[32]内部、外部以及和 AABB 的面片的集合.因此,Fx 能够从分类集Sin,Sout, 
Sintersected中产生.也就是说, 

Fx=Fx1∪Fx2∪Fx3,Fx1⊂Sin,Fx2⊂Sout,Fx2⊂Sintersected. 
比如,Fx In Py 中的面片是对 Sin 分类的结果和 Sintersected 中面片执行切割、分类后结果的并.因此,Pi和Pj 之间规则

化的布尔运算能够被分解为 3 个子过程. 
• 利用表 1 的表达式简化规则从每个网格的面片集 Sout 得到 Fx2,这是因为 Sout 中的所有面片完全在其他

模型外部. 
• 通过对每个网格的面片集 Sin 中面片分类结果的收集得到 Fx1,这是因为该集合中面片或者完全在其他

模型外部,或者完全在其他模型内部. 
• 通过对每个网格的面片集 Sintersected 中面片切割、分类后得到 Fx3. 
这种策略可扩展到对多个模型的连续布尔运算评估中.任意给定一棵 CSG树 T和一系列三角网格 Pi=(1,…,n), 

Pi 构成了 T 的叶子结点.T 能够分解成 3 棵不相交的子树的并,也就是说:T=Tin∪Tout∪Tintersected,其中,Tin,Tout, 
Tintersected是分别由来自输入网格的面片集合Sin,Sout,Sintersected构成的 CSG 子树.当集合 S 为空集时,对应子树的一

个叶结点包含一个空的面片集合.因此,多模型的连续规则化布尔运算的评估能够表示为对所有子树评估结果

的收集.图 1 显示了一棵 CSG 树分解的例子. 

 

Fig.1  Shows an example of CSG decomposition 
图 1  一个 CSG 树分解例子 

通过部署自适应的八叉树,CSG 树 T 能够有效分解为一系列子树.因此,我们的算法由 4 步组成. 
• CSG 树构建 
算法首先转换输入布尔表达式为CSG树,其中叶子结点是输入的三角网格,中间结点是具体的布尔操作符.

在单次布尔运算时,CSG 树仍被构建,但此时仅有 3 个结点. 
• 自适应的延迟切割 
算法利用自适应的八叉树对所有 CSG 树叶子结点网格进行空间划分,使得最终生成的八叉树包含 3 类叶
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结点:相交结点、内部结点、外部结点(见第 4.1.1 节).这 3 类结点中的面片构成 3 类不同的子树,从而可以应用

不同的策略处理以加速算法的执行.比如:相交区域内的面片构成的子树将参与相交测试和面片分类;内部区域

的面片构成的子树仅参与面片分类以便精确确定和其他模型的关系.传统的延迟切割技术局限于两个模型之

间[30],而本文将延迟切割策略应用于由相交结点中面片构成的 CSG 子树.算法对每个相交结点内的面片按照所

属模型分组,然后对属于不同组的三角面片两两执行相交测试,和每个三角面片相交的线段被加入到该面片对

应的列表中.由于一个面片可能和多个面片相交,相交线段加入列表前需要和列表中已有的线段进行比较和处

理以保证列表中始终不存在相交或相互重叠的线段,这个过程一直被执行直到所有相交结点被处理完为止.此
时,每个三角形相交线段列表中的线段集合定义了不同模型之间分段线性的相交曲线,因此需要沿着这些相交

线段定义的边界一次性切割面片.在计算几何中,面片的切割是一个带约束的三角化问题,其中相交线段定义了

三角化问题中的约束边. 
• 全局化面片分类 
当八叉树所有相交结点中的面片完成切割后,这些面片构成一棵 CSG 子树,而所有内部结点中的面片构成

另一棵 CSG 子树.此时所有面片与其他模型不相交,它们或者完全在其他模型内、或者完全在其他模型外.因此,
点和多面体关系的测试算法可被应用以精确确定每个面片相对于其他模型的关系.然而,传统的分类算法是在

切割后的模型之间直接进行的,不但严重影响分类的精度,而且错误的分类结果将向上传播导致算法失败.为了

克服这些缺点,我们利用分治法使得分类始终在切割后面片和原始输入模型之间进行,从而保证了分类的鲁棒

性.本文将在第 4.2 节详细叙述全局化面片分类技术.同时,本文从两方面进一步优化了分类算法的性能:(1) 利
用组策略加速分类.由于八叉树中同一内部结点中的面片来自同一模型并且具有相同的分类关系(本文将在第

4.1.1 节阐述详细的证明),每个内部结点仅需任选一个面片参与测试;(2) 利用基于八叉树的光线投射和参数化

遍历方法优化点和多面体关系的判定.这些措施使得面片分类算法可以在线性时间内完成,大大提高了算法的

效率. 
• 布尔运算结果生成 
这一步的目的是通过收集每棵子树的评估结果生成最终布尔运算的结果.此时,八叉树相交结点面片构成

的子树和内部结点面片构成的子树已被评估完成,这一阶段仅需评估由外部结点面片构成的 CSG 子树.给定该

CSG 子树的任意一个中间结点及其左右子结点,由其组成的布尔表达式 A op B 的评估结果可以利用表 1 的评

估规则快速得到.其中,A 和 B 表示分别对左右子结点评估得到的面片集合,op 表示规则化布尔运算符.例如, 
A∪*B 的结果为 A 和 B 中面片构成的集合,这是因为,A 或 B 中面片完全在其他模型外部. 

Table 1  Evaluation rules for a CSG tree that only contains facets from all external nodes of an octree 
表 1  八叉树外部结点中面片构成的 CSG 子树评估规则 

运算符 左操作数 右操作数 结果 
∪* A* B A∪B 
∩* A B ∅ 
−* A B A 

注:A 和 B 表示对 CSG 树任一中间结点的左右子结点评估得到的面片集合 

4   CSG 树全局评估算法 

4.1   自适应的延迟切割 

延迟切割算法首先被 Hubbard[27]用于改进三角网格布尔运算的鲁棒性和性能.然而该算法仅限于处理两

个模型之间的布尔运算,无法应用于更多模型的连续布尔运算中.为了克服这一问题,本文实现了一种新的自适

应延迟切割算法.该算法通过对三角面片之间相交线段的仔细处理,扩展延迟切割策略至整个CSG树,从而对单

次和连续布尔运算提供了统一的处理方法.利用自适应的八叉树,算法保证了在线性时间内完成面片的相交测

试和切割.该算法由 3 个阶段组成:自适应八叉树构建、相交信息记录、面片切割. 
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4.1.1   自适应八叉树构建 
为了提高布尔运算性能,近年来许多研究者通过部署自适应八叉树快速确定输入模型的相交区域[7,9,20].不

同于这些算法中提出的自适应八叉树构建方法,本文构建的自适应八叉树允许同一面片被加入多个结点,因而

避免了在构建过程中由于切割面片导致的数值误差累积.同时,本文在构建过程中将八叉树的每个结点分类为

以下 3 种类型之一. 
• 相交结点:结点包含两个以上模型的面片. 
• 内部结点:结点内所有面片都属于同一模型并且在其他模型的轴对齐包围盒内. 
• 外部结点:结点内所有面片都属于同一模型并且在其他模型的轴对齐包围盒外. 
所有输入模型的面片按空间关系分布在八叉树的叶结点中,每个叶结点中的面片或者完全包含在该结点

对应的轴对齐包围盒中,或者与该包围盒相交,因此,一个面片可能被多个叶结点共享.为了管理八叉树中面片

的共享,算法定义了不同结点类型之间的优先级:相交结点的优先级高于内部结点,而内部结点的优先级高于外

部结点.这意味着,当一个面片同时被不同类型的结点共享时,该面片将被当作属于高优先级结点并在遍历该结

点时被处理,比如:如果一个面片被相交结点和外部结点共享,该面片将在相交结点内处理.为了确定每个共享

的面片的归属,这些面片同样被设置为以下 3 种标志之一. 
• 相交:面片至少被一个相交结点共享. 
• 内部:面片被至少一个内部结点共享但不被相交结点共享. 
• 外部:面片仅与多个外部结点相交. 
这些标志定义了八叉树中面片的遍历规则:在遍历外部结点时,所有含有相交或内部标志的面片将被跳过,

这些面片将分别在被共享的相交结点或内部结点中被遍历;在遍历内部结点时将跳过所有含有相交标志的面

片,这些面片将在被共享的相交结点中被遍历到.图 2 显示了在二维空间对两个多边形利用自适应的八叉树进

行空间剖分的例子. 

 

Fig.2  2D illustration of subdividing two polygons by adaptive octree. 
Cyan denotes exclusive cells; orange denotes intersected cells; and yellow denotes inclusive cell 

图 2  利用自适应的八叉树对两个多边形进行空间剖分的例子. 
其中,青色单元是外部结点、橙色是相交结点、黄色是内部结点 

以这种方式构建的自适应八叉树具有以下性质. 
1) 自适应八叉树的内部结点和外部结点只可能是叶结点,仅相交结点可能含有子结点. 
证明:在自适应八叉树的构建过程中,仅当一个结点是相交结点并且结点中的面片数超过指定值时,才对该

结点递归分割,因此内部结点和外部结点的父结点只可能是相交结点并且该结点不可能再被划分. □ 
2) 自适应八叉树内部结点中的所有面片具有完全相同的关系,它们或者完全在其他模型外部、或者完全

在其他模型内部、或者和其他模型共面. 
证明:根据定义和性质 1,一个内部结点是叶子结点并且结点内所有面片属于同一模型,假设结点内至少有

一个面片在其他模型外部而其余面片在该模型内部,则这些面片将穿越相交模型的边界,因此相交模型中必定

有一些面片在该结点中,这与内部结点的定义不符,因此性质 2 成立.  □ 
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3) 自适应八叉树中仅相交结点内的面片可能和其他模型相交. 
证明:假设八叉树中内部结点和外部结点存在一个面片和其他模型相交,则或者该结点包含来自其他模型

的面片,或者该面片是被一个相交结点所共享.第 1 种情况下,该结点属于相交结点,与假设不符;第 2 种情况下,
该面片将被相交结点处理,因此性质 3 成立. □ 

4) 输入模型的相交测试被限定在每个相交结点内. 
证明:根据性质 3,仅需考虑相交结点.任意给定一个相交结点 Ci,如果Ci中不存在共享的面片,则结论成立;

设Ci存在一个面片 a,若 a 仅与Ci中的面片相交但被至少一个非相交结点共享,当构建八叉树时,a 已被设置为相

交标志,因此 a 仅在 Ci 中被处理;若只有 a 不仅与 Ci 中的面片相交而且与 Cj 中面片相交,如图 3 所示,则当遍历

Ci时,a 将与 Ci 中面片执行相交测试,当算法遍历 Cj 时,a 将再次和 Cj 中面片执行相交测试,因此结论仍然是成立

的.证毕. □ 

 
Fig.3  An example of intersection between a triangle and two triangles from two different intersected cells 

图 3  一个面片分别和两个相交结点内三角面片相交的例子 

以这种方式构建的八叉树隐含地将每个输入模型的表面划分为 3 种不同类型的区域:相交区域、内部区域

和外部区域,分别对应所有相交结点、内部结点和外部结点中属于该模型的面片集合,图 4 显示了用不同颜色

表示不同区域的模型例子.属于不同区域的面片构成不同类型的 CSG 子树,因而算法可以应用不同的策略评估

这些子树以加速算法的执行.概要地说,算法仅需对相交区域的面片进行相交测试及切割,对切割后的面片构建

CSG 子树进行分类,而对由内部区域面片构成的 CSG 子树直接分类,对由外部区域的面片构成的 CSG 子树直

接评估,本节余下部分将详细介绍这些内容. 

 

Fig.4  An example of different regions on each polyhedron constructed by an adaptive octree. 
Green, pink and yellow denote the external, internal, intersected region respectively 

图 4  利用自适应八叉树对两个模型划分生成的不同区域的例子. 
其中,绿色、粉色和黄色分别表示外部、内部和相交区域 

4.1.2   相交信息记录 
规则化布尔运算的相交处理需要改变输入模型的拓扑结构,这个过程的关键问题是如何在线性时间内实

现面片的相交测试;如何避免面片的反复切割引起的鲁棒性问题.根据八叉树性质 4,算法将相交测试限定在八

叉树每个相交结点内,从而实现了在线性时间内完成所有面片的相交测试和切割.第 2 个问题是通过扩展延迟
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切割策略至整个 CSG 树来解决的. 
文献[27]提出的延迟切割策略仅限于处理两个模型的相交,这是因为输入模型的三角面片是可定向的二维

流形表面,同一模型的任意两个面片不存在相互重叠的情况,因此,当一个面片和另一个模型的多个面片相交

时,多个相交线段之间不可能重叠或交叉.而当多于两个模型相交时,相交线段之间存在着多种相交或重叠的可

能性,算法必须处理所有这些情况.这也是本文算法能扩展至整个 CSG 树从而保证单次和连续布尔运算鲁棒性

的关键.另外,该方法将相邻的共面三角形合并为多边形,在每个多边形内部属于原来三角形的边不被作为切割

的约束条件,从而减少在切割阶段生成三角形的数量.然而,我们的研究发现,在大量复杂的模型中,相邻面片的

法向量经常是接近平行但不完全平行,如果合并共面的三角形,一方面将引入新的数值误差从而可能导致切割

算法失败;另一方面,合并后的多边形可能是凹多边形,从而进一步增加切割算法的复杂性.因此,本文的算法并

不合并共面的三角形,而是通过直接切割原来的三角形保证了算法的鲁棒性和性能. 

           

(a) 属于 3 个不同模型的面片相交情况                       (b) 相交线段的处理 

Fig.5  An example of triangular facets intersection and handling 
图 5  多个面片相交及其相交线段处理的例子 

任意给定一个相交结点 Ci,算法首先对Ci中每个面片按照所属网格两两分组形成若干二元面片集的关系

对.对于每个二元关系对(Ti,Tj)中的两个三角面片 a 和 b,其中,a∈Ti,b∈Tj,算法测试 a 和 b 的轴对齐包围盒是否相

交,若不相交,则测试其他面片;若相交,则利用文献[33]提出的方法执行三角形和三角形之间测试.当 a 和 b 相交

时,算法将首先检测 a 和 b 是否存在相关联的用于保存二维相交线段的列表 La 和 Lb,如果不存在,则创建相关的

列表,并将 a 和 b 的边转换到二维模型空间后分别加入到对应的列表中.然后算法处理 a 和 b 相交线段集中的

每根线段 s(相交于一个点的情况被忽略以避免产生非规则的运算结果).由于 La 或 Lb 中线段将作为切割阶段的

约束边,这些约束边不能交叉或重叠.而当评估连续布尔运算时,a 可能和多个模型的面片相交,此时 s 可能和列

表中的已有线段相交或重叠.因此,s 被分别转换到 a 和 b 的模型空间后必须与 La 和 Lb 中所有线段进行相交测

试并消除相交或重叠情况才能保证算法的正确性. 
表 2 显示了两根线段相交或重叠的各种情况以及处理方法,其中,s′为 s 在 a 或 b 模型空间的表示,l 为对应

列表中线段.图 5 则显示了 a 分别和属于不同模型的面片 b、c 相交的例子.在该例中,a 和 b 的相交线段 lab 已经

存在于列表La中,当 a 和 c 相交测试时,由于线段 lcd 和 lab 相交于非端点 t,根据表 2 必须将 lac 和 lcb 分别替换为

lat、ltb、lct、ltd.算法对每个相交结点执行类似的操作,直到完成八叉树所有相交结点的处理. 
由于采用延迟切割策略,相交结点内的面片数量在布尔运算过程中保持不变,因此相交测试的时间降低到 

( )O n k× ,其中,n是输入模型的数量,k 是一个网格中的平均三角面片数.这是由于,每个相交结点中面片 A 的数 

量不超过指定值且不随模型数量的增加而增加,因而结点内相交测试的时间复杂度为 O(1),当输入模型的面片 

是均匀分布时,构建的八叉树平均有 n k× 个相交结点. 
 
 
 
 



 

 

 

姜旭东 等:基于自适应延迟切割的三角网格布尔运算优化 2481 

 

Table 2  An example of two segments intersection or overlapping processing 
表 2  两根线段相交或重叠的各种情况及处理 

相交线段 处理结果 说明 

 
s′和 l 完全重合,线段 s′被丢弃 

 
s′和 l 部分重叠,s′中与 l 重叠部分被

丢弃,l 被分为两段 

 

s′和 l 部分重叠,s′中与 l 重叠部分被

丢弃,l 被分为两段 

 

s′完全包含在 l 中. 
s′被丢弃,l 被分为 3 段 

 

l 完全包含在 s′中. 
l 被丢弃,s′被分为 3 段 

 
 

s′和 l 相交于非端点,s′和 l 根据相交

点分别分为两段 

 
 

l 的端点和 s′相交,s′被分为两段 

 
 

s′的端点和 l 相交,l 被分为两段 

4.1.3   面片切割 
在这个阶段,所有相交结点内的面片已经完成相交测试,相应的相交线段集也已经生成并加入相应面片的

列表中,这些相交线段的集合定义了三角网格表面分段线性的相交线及包围每段相交线的外轮廓.因此,面片的

切割被转换为带约束的三角化问题,通过对相交组中每个面片 a 关联的相交线段集 La 执行带约束的三角剖分

并用剖分生成的新三角形集合替换 a,最终输入模型所有面片都不存在与其他模型部分相交的情况.由于在 La

中所有线段都位于二维空间,因此面片切割被进一步简化为二维带约束的三角剖分问题.在实际实现中常使用

二维 Delaunay 三角剖分[34],文献[35]中所提算法被用于执行这样的三角化过程,其中,La 中的线段定义了所有的

约束边.三角化的结果在替换原始三角形 a 前被转换回世界坐标系. 

4.2   全局化面片分类 

八叉树所有相交结点内面片利用延迟切割算法切割后彼此不再相交,这些切割后的面片构成一棵 CSG 子

树,类似地,所有内部结点的面片构成另一棵CSG子树,因此面片分类仅需确定这两棵子树中面片相对于其他模

型的关系以便决定是否将面片保留在最终结果中.利用性质 2,算法在构建由内部结点中面片构成的子树时,对
面片按所属结点分组,分类时仅从每组中任选一个面片进行测试从而得到整组中面片的关系,这种组分类策略

大大优化了分类的性能. 
由于三角面片不再彼此相交,面片和一个网格的关系测试被转换为确定三角形的质心和多面体之间关系

的基本几何问题.在点和多面体关系的测试中,算法要求被测模型是基于边界表示的拓扑多面体[36].然而,传统

分类算法不能保证被测模型总是拓扑多面体,这是由于传统的方法基于局部评估策略,分类在 CSG 树任一中间

结点的两个子结点表示的模型之间直接进行.当子结点是叶结点时,该结点表示的模型是切割后的模型;当子结

点是中间结点时,该结点表示的模型是对其子树分类的结果.错误的分类结果将使得结点表示的模型产生破洞
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或裂缝,并且该结果将往上传播,最终导致算法无法生成正确的结果.由于切割后模型的面片数多于原来的模

型,这种方法也导致算法性能有所下降. 
为了避免这些问题的出现,本文利用分治法使得分类总是在切割后的面片和原始输入模型之间进行.因此,

在构建 CSG子树时,每个叶结点包含对输入 CSG树对应叶结点中原始输入模型的引用.给定一个被分类的面片

t,基于分治法的分类算法首先判断 t 所在结点的兄弟结点 n 是否是叶结点,如果条件成立,则测试 t 的质心和 n
对应原始输入模型之间的关系.否则,算法分别测试 t 和 n 的左右子树表示模型之间的关系,这个递归过程一直

向下进行直到叶结点,此时,t 分别和叶结点引用的原始输入模型进行分类,分类的结果再往上传递到父结点,在
该结点处根据定义的布尔运算符从预定义的规则表中(见表 3~表 5)得到分类结果,这个结果一直往上传递最终

得到 t 和 n 的分类结果.具体的过程描述在算法 1 中给出,其中函数 Combine 以 n 上定义的布尔运算符以及左右

子树的分类结果为输入,根据表 3~表 5 中定义的规则得到 t 和 n 的分类结果. 
Table 3  Classification relation between model C and A∪*B 

表 3  模型 C 中面片相对A∪*B的分类关系 
   C in B C out B C with B C anti B 

C in A In In In In 
C out A In Out With Anti 

C with A In With With In 
C anti A In Anti In Out 

In 是指面片在被测模型内;Out 是指面片在被测模型外;With 是指面片和被测模型共面且法向量一致; 
Anti 是指面片和被测模型共面但法向量相反 

Table 4  Classification relation between model C and A∩*B 
表 4  模型 C 中面片相对 A∩*B的分类关系 

 C in B C out B C with B C anti B 
C in A In Out With Anti 

C out A Out Out Out Out 
C with A With Out With Out 
C anti A Anti Out Out Anti 

Table 5  Classification relation between model C and A−*B 
表 5  模型 C 中面片相对 A−*B 的分类 

 C in B C out B C with B C anti B 
C in A Out In Anti With 

C out A Out Out Out Out 
C with A Out With Out With 
C anti A Out Anti Anti Out 

点和多面体的关系测试是基本的几何问题,许多研究者提出了不同的方法来解决这个问题[37−40].这些算法

按照是否利用空间结构来加速测试过程被分为两类:非空间结构算法和空间结构算法.非空间结构算法需要测

试模型的所有面片,而空间结构算法仅需模型的部分面片信息.因此基于空间结构的点和多面体关系测试性能

大大优于基于非空间结构的算法.利用算法开始阶段构建的八叉树,算法采用基于 Joran 曲线理论[41]的点和多

面体分类方法.利用文献[42]提出的参数化方法,分类算法的性能被进一步优化. 
算法 2 描述了八叉树内部结点面片构成的 CSG 子树的评估过程,对于由相交结点内面片切割后生成的

CSG 子树,当假设结点中每个面片属于不同的组时,该子树的评估与此类似.算法以 CSG 子树的根结点为输入,
在每个递归阶段收集来自左右子结点的面片组,由于每组中的面片具有相同的分类关系,每组中仅第 1 个面片

测试和兄弟结点表示模型之间的关系.测试结果与表 3 和表 5 定义的规则一起决定是否将该组中所有面片保留

在当前结点中.这个过程一直持续到根结点,从而得到最终的分类后结果. 
算法 1. Classify. 
输入:三角面片 t;CSG 树结点 n. 
输出:面片 t 的分类结果. 
1:  if n 是叶结点 then  
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2:      return Point-in-polyhedron(t.barycenter,n.mesh); //点和多面体关系测试 
3:  else  
4:      return Combine(Classify(t,n.left),Classify(t,n.right),n.operator); 
5: endif  
算法 2. EvaluateCSGTree. 
输入:CSG 树结点 n; 
输出:以 n 为根结点的 CSG 树布尔运算评估结果. 
1:  if n.left 是叶结点  then  
2:      保存 n 的左子结点中所有面片组进面片组集合 Gl; 
3:   else  
4:      Gl=EvaluateCSGTree(n.left); 
5:   end if  
6:   if n.right 是叶结点 then  
7:      保存 n 的右子结点中所有面片组进面片组集合Gr; 
8:   else 
9:      Gr=EvaluateCSGTree(n.right); 
10:  end if 
11:  foreach Gl 中面片组 g do 
12:     选择 g 中第 1 个面片 f; 
13:      if IsAcceptable(Classify(f,n.right),n.operator)) then //对 f 和 n.right 表示的模型分类并判断可否接受

14:           如果可接受,则保存 g 至 node n; 
15:      end if  
16:  end for  
17:  foreach Gr 中面片组 g do  
18:     选择 g 中第 1 个面片 f; 
19:      if IsAcceptable(Classify(f,n.left),n.operator)) then//对 f 和 n.right 表示的模型分类并判断可否接受 
20:           如果可接受,则保存 g 至 node n; 
21:      end if  
22:  end for  
23:  return 结点 n 中所有面片组. 

5   实  验 

5.1   实验配置 

整个系统使用 C++作为编程语言,免费的 Fade2D[43]用于执行带约束的三角剖分.同时,英特尔 TBB 多线程

库也被用于并行化点到多面体关系的判断算法.在构建自适应的八叉树时,每个相交类型的叶子结点中最大三

角形的数量被设置为 17.这个数据是经过对多个模型进行划分,综合比较算法的运行时间后而得出的最优值. 
算法的测试与比较在一台配置为 CPU i7 2.2 GHz,内存 16GB 的消费级计算机上进行.为了进行性能对比,

我们实现了最新的基于平面 BSP 表示 Campen[7]的布尔算法.同时,商业化软件 Maya 2015 也被选择作为比较 
对象. 

5.2   单次布尔测试 

单次布尔运算被广泛运用在实时交互系统中,这样的应用要求算法鲁棒及响应速度快.因此本文从两个维

度来评估算法的鲁棒性和性能,一是算法的覆盖度,本文通过对图 6 每组模型用不同的算法分别执行交、并、

差,然后计算每种算法的平均时间,结果显示在表 6 中;二是算法的时间复杂度,通过对同一模型不断的细分来评

价算法的运行时间和三角面片之间的关系,结果显示在表 7 中. 
从表 6 可以看出,不同的算法在相同测试集下性能差异明显.商业化软件 Maya 2015 和 Campen 算法对于简

单的模型表现良好,但当模型的面片数超过 200 000 时,性能急剧下降.由于存在鲁棒性问题,当模型的面片数超

过 4 000 000 时,Maya 2015 将无法产生正确的结果,而 Campen 算法则无法分配到足够的内存而导致程序崩溃.
相比较而言,本文提出的算法对图 6 的各种模型保持了良好的鲁棒性,同时测试结果显示出更好的性能.比如:当
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模型的面片数超过 150 000 时,本文算法分别比 Maya 2015 快 4 倍,比 Campen 算法快 10 倍.这是由于 Campen
算法需要额外的预处理和后处理过程,随着模型数的增加,额外的处理过程成为系统的性能瓶颈.而本文算法直

接处理三角网格,避免了这些额外的开销.另外,对输入模型而言,相交线附近的面片仅占整个模型的面片数的

很小比例.本文构建的自适应八叉树将这些面片划分到相交结点中,通过在每个相交结点内执行相交测试并利

用延迟切割技术大大提高了算法的性能.在表 6 中,我们还可以发现恐龙-怪兽的面片数(2 317k)和龙-兔子面片

数(2 314k)接近,但是和龙-兔子模型相比,其布尔运算时间却大了 15%,这是由于算法的性能不仅取决于相交测

试的性能,也依赖分类的性能.在龙-兔子模型中,龙和兔子相交角度接近 0°,这使得构建的八叉树中含有大量的

内部结点,这也影响了分类的性能.一般说来,当两个模型相互垂直时,八叉树中的内部结点数最少. 

 
(a) 蝎子-球  (b) 头-环  (c) 香蕉-香蕉  (d) 龙-兔子  (e) 恐龙-怪兽 

Fig.6  Models and its Boolean results 
图 6  模型及布尔运算结果 

Table 6  Average times in milliseconds for intersection,  
 union and difference operations of different meshes in Fig.6  (Unit: ms) 
 表 6  对图 6 中每组模型交、并、差平均运算时间的统计 (单位:毫秒) 

模型 面片数(k) Maya 2015 Campen 本文方法 

蝎子-球 
2.4 62 113 31 
9.6 219 272 79 

38.2 920 800 254 

头-环 
10 281 349 97 
40 1 217 1 192 258 

160 5 679 5 481 934 

香蕉-香蕉 
48 983 1 725 368 

192 4 946 11 576 1 303 
768 24 960 70 792 6 757 

龙-兔子 
170 4 968 12 774 1 544 
680 23 594 42 707 5 060 

2 314 128 203 内存不足 30 426 
恐龙-怪兽 2 317 95 610 内存不足 26 550 

“内存不足”是指由于堆栈溢出导致程序崩溃 

为了评估算法的复杂度,我们通过不断细分图 6(c)的两个香蕉模型,每次细分使得模型的面片数量增加到

原来的 4 倍,从而得到相对关系不变、但面片数不同的一系列模型.然后统计不同算法对这些模型分别执行交、

并、差的平均时间.从表 7 可以看出,即使对于简单的模型,当模型的面片数不断增加时,本文算法仍然明显优于

其他算法.这是由于,当输入模型的相对关系保持不变时,本文构建的八叉树仅相交结点数随着面片数的增加而

增加,外部结点和内部结点数基本保持不变,从而算法的性能取决于相交测试的时间.而在本文算法中,相交测

试的时间复杂度是线性的,因此表 7 显示本文算法的时间复杂度近似 O(n),n 为模型的三角面片数. 
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 Table 7  Average time for Boolean operations with increasing facet count  (ms) 
 表 7  对图 6(c)模型在不同面片数量下交、并、差平均运算时间的统计(毫秒) 

面片数 (k) Maya 2015 Campen 本文方法 
8 250 319 139 

32 797 971 313 
128 3 406 4 516 771 
512 16 438 34 113 2 554 

2 048 87 453 32 790 12 371 

5.3   连续布尔测试 

连续布尔运算有着广泛的应用,比如数字雕刻、计算辅助设计等.这些应用要求算法零失败、高性能,而这

正是本文算法针对的问题之一.我们通过对一系列小球和环执行连续的交操作,同时不断增加小球的数量来测

试算法在连续布尔运算下的性能和鲁棒性.测试模型和部分的求交结果显示如图 7 所示,不同算法的测试结果

比较如图 8 所示. 

 
(a) 原始模型               (b) 400 个球求交后模型          (c) 800 个球求交后模型 

Fig.7  Sculpting a ring 
图 7  交操作雕刻环 

从图 8 可以清楚地看到,随着求交次数的不

断增加,Maya 的处理时间呈指数上升,而 Campen
算法在求交次数超过 400 后性能快速下降.这是

因为这些方法把连续的布尔运算操作分解成一系

列的单次布尔运算,前一次的运算结果作为后一

次的输入.由于布尔运算需要对相交区进行切割,
每次运算都会产生新的面片,这些新的面片也参

与分类,从而导致连续布尔运算的精度和性能不

断下降.特别地,由于 Campen 算法采用局部化相

交处理技术,性能优于 Maya.但是 Campen 算法在

预处理阶段需要沿着关键结点包围盒边界切割面片;在后处理阶段需要执行三角化,随着运算次数的不断增加,
一方面,BSP 树合并操作花费时间越来越长,另一方面,数值误差不断累积,这使得算法性能迅速下降.相比较而

言,本文算法利用 CSG 树全局评估策略,通过自适应地延迟切割技术使得相交测试限定在八叉树相交结点内并

保证整个相交过程中不产生新的面片,直到所有模型的相交测试完成后才进行一次切割,从而避免了数值误差

的累积并提高了算法性能.面片的分类也利用全局化分类技术基于 CSG 树一次完成,所以本文算法对连续布尔

运算在维持健壮性的同时保持了高性能,其处理时间远远小于其他算法. 

6   结  论 

本文呈现了一种基于三角网格的高效、精确、鲁棒的布尔运算评估算法.算法利用 CSG 树全局评估策略

实现了对单次和连续布尔运算的统一处理.通过限定相交测试在自适应八叉树的每个相交结点内,算法保证了

在线性时间内完成面片的相交测试;通过扩展延迟切割技术至整个 CSG 树,算法实现了单次和连续布尔运算下

相交测试和切割的鲁棒性和精度;通过使用分治法使得分类始终在切割后面片和原始输入模型之间进行,算法

Fig.8  Time in seconds for continuous Boolean operation
图 8  不同算法连续交运算性能比较图 
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保证了分类的鲁棒性和精度;通过组策略优化八叉树内部结点中面片的分类性能,并利用八叉树加速点和多面

体关系测试的性能,算法实现了在线性时间内完成面片的分类.因此,该算法对三角网格构成的复杂场景执行布

尔运算时,可在保证鲁棒性的同时实现高性能. 
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