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摘  要: 面对结构复杂的数据集,谱聚类是一种灵活而有效的聚类方法,它基于谱图理论,通过将数据点映射到一

个由特征向量构成的低维空间,优化数据的结构,得到令人满意的聚类结果.但在谱聚类的过程中,特征分解的计算

复杂度通常为O(n3),限制了谱聚类算法在大数据中的应用.Nyström扩展方法利用数据集中的部分抽样点,进行近似

计算,逼近真实的特征空间,可以有效降低计算复杂度,为大数据谱聚类算法提供了新思路.抽样策略的选择对

Nyström 扩展技术至关重要,设计了一种自适应的 Nyström 采样方法,每个数据点的抽样概率都会在一次采样完成

后及时更新,而且从理论上证明了抽样误差会随着采样次数的增加呈指数下降.基于自适应的 Nyström 采样方法,提
出一种适用于大数据的谱聚类算法,并对该算法的可行性和有效性进行了实验验证. 
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Abstract:  Spectral clustering is a flexible and effective clustering method for complex structure data sets. It is based on spectral graph 
theory and can produce satisfactory clustering results by mapping the data points into a low-dimensional space constituted by eigenvectors 
so that the data structure is optimized. But in the process of spectral clustering, the computational complexity of eigen-decomposition is 
usually O(n3), which limits the application of spectral clustering algorithm in big data problems. Nyström extension method uses partial 
points sampled from the data set and approximate calculation to simulate the real eigenspace. In this way, the computational complexity 
can be effectively reduced, which provides a new idea for big data spectral clustering algorithm. The selection of sampling strategy is 
essential for Nyström extension technology. In this paper, the design of an adaptive Nyström sampling method is presented. The sampling 
probability of every data point will be updated after each sampling pass, and a proof is given that the sampling error will decrease 
exponentially with the increase of sample times. Based on the adaptive Nyström sampling method, a spectral clustering algorithm for big 
data analysis is presented, and its feasibility and effectiveness is verified by experiments. 
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聚类学习是一种重要的数据分析技术.为了从纷繁复杂的数据中发现有用的信息,可以先对数据进行聚类,
根据数据对象的相关特征,将相似的对象归到同一类里,而差别较大的对象划分到不同类中,找到数据之间的内

在联系,为决策提供支持[1].谱聚类是聚类分析中十分热门的研究领域,与传统的聚类算法(如 k-means, FCM)相
比,其优势在于:谱聚类算法可以很好地处理非凸形结构的数据集,得到比较满意的聚类结果[2].谱聚类的背后有

着坚实的理论基础,它用图划分的思想处理数据聚类问题,为了得到 优的子图划分,引入拉普拉斯矩阵并对其

特征分解,利用特征向量将原始数据点映射到一个低维的特征空间中,再进行聚类. 
但是传统的谱聚类算法只适用于规模较小的数据集,因为在其聚类过程中,存储相似度矩阵需要的空间复

杂度是 O(n2);而对拉普拉斯矩阵特征分解,需要的时间复杂度一般为 O(n3),这样的复杂度在处理大规模数据时

是无法接受的[3].所以,如何降低谱聚类算法的计算复杂度,将其应用于大数据的聚类上,一直是个非常有挑战性

的难题.近年来,该问题的研究受到了越来越多的关注.Song 等人[4]设计了一种并行的谱聚类算法,将矩阵稀疏

化处理,同时利用机器集群的优势对大规模的数据集进行聚类.Yan 等人[5]从另外的思路,提出了一种快速逼近

的谱聚类算法,首先,通过 k-means 或 RP-tree 算法对数据集进行失真 小化局部变换,得到代表点的集合;然后,
利用谱聚类算法将这些代表点划分成若干类; 后,根据所有点与代表点的一致性,恢复所有点的类属关系.经
典的谱聚类算法一般选择前 k 个特征向量构成低维嵌入空间,但是 Lin 等人[6]发现特征向量具有收敛性,利用幂

方法对其多次迭代,得到的第 1 个特征向量具备多路聚类所需要的信息,从而降低了算法复杂度. 
当前,在谱聚类研究领域,Nyström 扩展技术是一种有效的用于大规模数据聚类的方法.Nyström 初的设

计是为了求解积分方程[7],其原理是:利用少量的抽样点对连续或离散空间中的卷积算子进行逼近,求解近似的

特征向量.Williams 和 Seeger[8]将 Nyström 方法引入到核机器学习中,以加速 Gram 矩阵的特征分解,而准确率并

没有明显下降.Fowlkes 等人[9]扩展了 Nyström 方法,使其可以处理规范割(normalized cut)问题,并用改进的谱聚

类算法进行图像分割,取得了很好的效果. 
一般情况下,Nyström 扩展方法的性能与样本点的选取有很大关系.通常认为,抽样的数目越多,Nyström 逼

近的效果越好,得到的计算结果与真实值的差别越小[10].但是大量抽样也有明显的弊端:一方面没有抽样停止的

标准,算法无休止地抽样是不可能的;另一方面,随着抽样点的增多,算法的复杂度必然大幅度增加. 初用于谱

聚类的 Nyström 扩展技术是通过随机抽样获得样本点,然而随机抽样具有不稳定性,在处理大数据集时,样本点

容易集中在某一局部区域,产生不准确的计算结果.因此,采用何种策略来抽样,使样本点更好地反映原数据集

的分布情况,从而降低逼近误差,是 Nyström 方法的一个十分关键的问题.Zhang 等人[11,12]详细分析了 Nyström
扩展的低秩逼近误差,指出量化误差的目标函数可由 k-means 算法求解,然后将 k-means 初步聚类的中心点作为

抽样点,用于 Nyström 扩展方法.Wang 等人[13]提出一种基于 远 近策略的抽样方法,首先根据每个点被抽样

的概率,形成 h 组数据.再从这些组中采样,获得 终的样本点集合.本文设计了一种自适应的 Nyström 采样方法,
通过多次遍历并更新抽样概率,选取更有意义的样本点,而且从理论上证明了抽样误差会随着遍历次数的增加

呈指数下降.基于此,提出一种适用于大数据的基于自适应 Nyström 采样的谱聚类算法,该算法可以用较小的抽

样集获得令人满意的聚类效果. 
本文第 1 节从图论的角度介绍谱聚类算法,重点分析规范割的基本原理.第 2 节阐述 Nyström 方法的相关

理论,以及如何将其扩展并应用于谱聚类算法.第 3 节给出自适应的 Nyström 采样方法,并且从理论层面证明该

方法的有效性.第 4 节提出基于自适应 Nyström 采样的谱聚类算法.第 5 节设计实验,将所提出的算法与其他算

法进行对比. 后总结本文所做的工作,并给出下一步的研究方向. 

1   谱聚类算法原理 

给定一个包含 N 个点的数据集,根据数据点的成对相似性可以构造一个 N×N 的相似性矩阵,谱方法就是基

于相似矩阵的特征向量和特征值来聚类的.利用这些特征向量,可以构造数据点的一个低维嵌入子空间,在这个

嵌入空间中,可以使用简单的中心聚类方法(例如 k-means)对数据点进行聚类.规范割(normalized cut)[14]是一个

典型的谱聚类算法,下面简要介绍该方法的基本原理. 
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谱方法是基于图论的,首先将数据点想象成无向加权图 G(V,E),节点 V 代表数据点;边 E 的权重表示数 
据点的成对相似性,这些相似性的值就形成了对称矩阵 W∈ N×N.设 A 和 B 分别表示 V 的二部划分,即: 

A∪B=V,A∩B=∅.令 cut(A,B)表示 A 和 B 之间的权重之和,即:
,

( , ) .ij
i A j B

cut A B W
∈ ∈

= ∑ 第 i 个节点的度定义为

i ij
j

d W= ∑ ,集合的容量(volume)为该集合内所有节点度的总和: ( ) , ( ) .i i
i A i B

vol A d vol B d
∈ ∈

= =∑ ∑ 集合 A 和 B 之间的 

规范割由下式给出: 
( , ) ( , )( , )

( ) ( )
cut A B cut A BNCut A B
vol A vol B

= + . 

我们希望找到 A 和 B,使 NCut(A,B) 小化.借助谱图理论,Shi 和 Malik[14]指出:通过求解归一化拉普拉斯矩

阵 L 的第二小特征值λ2,并对相应的特征向量阈值处理,可以获得该问题的一个近似解.归一化的拉普拉斯矩阵

定义为 
L=D−1/2(D−W)D−1/2=I−D−1/2WD−1/2, 

其中,D 是对角矩阵,其元素 Dii=di.不管 W 如何,矩阵 L 是半正定的.它的特征值在区间[0,2]内,所以 D−1/2WD−1/2

的特征值被限制在[−1,1]中. 
扩展到多分类问题,可以通过递归二划分或使用多个特征向量来处理[15].本文采用多个特征向量把每个元

素嵌入到一个 NE-维欧氏空间(NE<<N),以便保留归一化相似性中的显著差异 ,抑制其中的噪音 .然后 ,使用

k-means 算法对嵌入空间中的点进行划分. 
要找到这样的嵌入空间,需要对 D−1/2WD−1/2 特征分解,计算其特征向量和特征值: 

(D−1/2WD−1/2)V=VΛ, 
其中,V 由特征向量组成,是一个 N×NE 的矩阵;Λ由特征值组成,是 NE×NE 的对角矩阵.第 j 个点的第 i 个嵌入坐 
标为 

1, , 1,..., , 1,..., ,i j
ij E

jj

V
E i N j N

D
+= = =  

其中,特征向量已经按特征值的升序排列. 
但是,解决这个问题所需的计算量是非常大的.在聚类的过程中,W以元素数二次幂的规模增长,很快就会占

满内存空间,更不用说计算其特征向量了.一种解决方法是使用稀疏、近似的 W,其中每个元素仅与其附近的少

数邻居相连,而其他连接都假定为 0[16].这样就可以采用高效的、用于稀疏矩阵的特征值求解方法(例如 Lanczos
法),不过该方法的有效性还有待进一步研究.Fowlkes 等人[9]提出的基于 Nyström 矩阵低秩逼近的解决方案,允
许保留所有的相似性值,虽然也会损失一部分精度,但是极大地降低了计算复杂度,在实践中取得了较好效果. 

2   Nyström 扩展技术 

Nyström 方法是寻找数值近似的技术,适用于如下特征函数问题: 
 

 
( , ) ( )d ( ).

b

a
W x y y y xφ λφ=∫  

我们可以在区间[a,b]上选取一组均匀分布的点ξ1,ξ2,…,ξn,然后用简单的求积公式来逼近该积分方程: 

 
1

( ) ˆ ˆ( , ) ( ) ( )
n

j j
j

b a W x x
n

ξ φ ξ λφ
=

−
=∑  (1) 

其中, ˆ( )xφ 是真实φ(x)的一个近似. 
由于公式(1)对任意 x 都成立,为了求解,可以用抽样点代替 x,即:令 x=ξi,得到下式: 

1

( ) ˆ ˆ( , ) ( ) ( ), {1,..., }.
n

i j j i
j

b a W i n
n

ξ ξ φ ξ λφ ξ
=

−
= ∀ ∈∑  

不失一般性,将[a,b]替换成[0,1],上述问题等价于矩阵特征值问题: 



 

 

 

2040 Journal of Software 软件学报 Vol.25, No.9, September 2014   

 

ˆ ˆA nΦ ΦΛ= , 
其中,Aij=W(ξi,ξj);Φ=[φ1,φ2,…,φn]是 A 的 n 个特征向量,相应的特征值为λ1,λ2,…,λn.代入到公式(1)中,可以得到每 

个 îφ 的 Nyström 扩展: 

 
1

1ˆ ˆ( ) ( , ) ( )
n

i j i j
ji

x W x
n

φ ξ φ ξ
λ =

= ∑  (2) 

公式(2)可以将一组样本点的特征向量扩展到任意使用 W(⋅,ξj)作为插值权重的点 x,尽管 x 可以是任意真值,
我们所关心的是如何处理那些没有被抽到的点.为了便于理解,下面从矩阵补全的角度来分析 Nyström 扩展的

性质. 
将所有 N 个数据点分成两部分,一部分为随机抽样得到的 n 个样本点,另一部分为剩余的 N-n 个数据点,则

相似矩阵 W 可以写成: 

 T

A B
W

B C
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (3) 

其中,A∈ n×n 为抽样点间的相似度矩阵,且 A=UΛUT;B∈ (N−n)×n 为抽样点与剩余点的相似度矩阵;C∈ (N−n)×(N−n)

为剩余点间的相似度矩阵.令U 表示 W 的近似特征向量,由 Nyström 扩展可以得到: 

1 .T

U
U

B UΛ−

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

相应地,令 Ŵ 表示近似的 W,则有: 

1
1 11

ˆ [   ]
T

T T T
T T TT T

U A BU U BW U U U U B
B U B B A BB B A B

Λ
Λ Λ Λ

Λ
−

− −−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
. 

可见,Nyström 扩展技术使用 BTA−1B 来逼近 C.由于 n<<N,所以抽样后剩余点的数目通常是很大的,经过

Nyström 逼近,避免了使用剩余点的相似度,从而极大地降低了问题求解的空间和时间复杂度.但近似特征向量 
U 并不能直接使用,因为不一定满足特征向量正交的性质.定理 1 给出了 Ŵ 正交特征向量的表达式. 

定理 1. 若 A 是正定的,令 A1/2 表示 A 的对称正定平方根,定义 Q=A+A−1/2BBTA−1/2,将其对角化 T
Q Q QQ U UΛ= ,

则 Ŵ 的正交特征向量为 

 1/ 2 1/ 2
Q QT

A
V A U

B
Λ− −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (4) 

证明: 
(1) 首先证明 V 是 Ŵ 的特征向量: 

1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
1

ˆ [   ] { [   ]} .T T
Q Q Q Q Q QT T T T

A B A A
W A A B A U U A A B V V

B B A B B B
Λ Λ Λ Λ− − − − −

−

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪= = = =⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

 

(2) 然后证明 VT 和 V 是正交的: 

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2{ [   ]}T T
Q Q Q QT

A
I V V U A A B A U

B
Λ Λ− − − −⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= = ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
. 

上式右边的两部分分别乘以 1/ 2
Q QU Λ 和 1/ 2 T

Q QUΛ ,即可得到 Q: 

 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2[   ] .T T
Q Q Q T

A
Q U U A A B A A A BB A

B
Λ − − − −⎡ ⎤

= = = +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 □ 

要将 Nyström 逼近用于谱聚类,还必须对相似矩阵(拉普拉斯矩阵)归一化处理,即 1/ 2 1/ 2ˆ ˆ ˆ ,D WD− − 其中, D̂ 是对

角矩阵,其对角线元素 ˆ
iiD 等于 Ŵ 第 i 行元素之和.Fowlkes 等人[9]给出了节点度的一种简便的计算方法: 

 1 1
ˆ ˆ n m r r

T T T
n m c r

A B
W

B B A B B A− −

+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 1
1

1 1
a b

d
b b

 (5) 

其中,m=N−n,ar,br∈
m 分别表示 A 和 B 的行和,bc∈

n 表示 B 的列和,1 表示元素均为 1 的列向量.利用 d̂ 就可以 
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将矩阵 A 和 B 归一化: 

 , , 1,...,
ˆ ˆ

ij
ij

i j

A
A i j n← =

d d
 (6) 

 , 1,..., , 1,...,
ˆ ˆ

ij
ij

i j n

B
B i n j m

+

← = =
d d

 (7) 

3   自适应的 Nyström 采样方法 

Nyström 扩展技术不但易于理解和实现,而且已经应用到很多有挑战性的场景中,取得了令人满意的效果. 
Nyström 方法的关键步骤是,从原数据集中选择一定数量的样本点. 常想到的方式是采用随机抽样,但是随机

抽样具有不稳定性,而且对于大规模的数据集,很难做到均匀采样,所抽的数据点可能集中在某一局部区域,从
而导致较差的聚类结果. 

谱聚类的基本思想是:求解相似矩阵的前 k 个特征向量,将原始数据点映射到由特征向量构成的一个低维

子空间中;在这样的近似空间中,数据的结构得到了优化,同一类中的点会更加紧凑,而不同类中的点会更加分

离,聚类的结果也会更好.Frieze 等人[17]指出:任何矩阵 A 都有 k/ε行,其生成空间可以形成 A 的一个秩-k 近似,附 

加的误差在 2|| ||FAε 范围内.而所选取行的子集可以作为独立的样本,从 A 各行范数决定的分布中获得. 

定理 2. 给定一个 m×n 的矩阵 A,从中选择 s 行构造矩阵 S,每次采样都独立地遵循下面的分布,第 i 行被选

取的概率为 
( ) 2

2
|| || ,
|| ||

i

i
F

AP
A

=  

其中,A(i)表示 A 的第 i 行.如果 s≥k/ε,矩阵 kA (秩 大为 k)的行就包含在 span(S)中,且满足: 
2 2 2(|| || ) || || || ||S k F k F FA A A A Aε− − +≤E . 

定理 2 可以转化为高效的采样算法[18],该算法首先遍历一次 A 得到样本的概率分布,然后根据每一行的概

率进行采样和近似计算 ,其复杂度是 O(min{m,n}k2/ε4).由此考虑,逼近误差是否可以通过多次遍历数据而 
显著减少?举例来说,假设数据中除了一个点之外,其余的点都沿着 n 的一个 1 维子空间, 好的秩-2 子空间应 

该是零误差的.然而,一轮采样很有可能遗漏远离线的这一点.所以想到用两轮采样的方法:在第 1 轮,首先从平

方范的分布中得到一组样本;然后,重新计算剩余点的抽样概率,每个点被选取的概率正比于其与已有样本生成

空间的平方距离,根据概率的大小选择另一组样本,这个过程称为自适应采样.如果孤立点错过了第 1 次采样,它
在第 2 次采样中被选择的概率就会很高.现在全部样本的生成空间就能形成一个良好的秩-2 近似.可以证明:当
进行自适应地采样时,附加误差随着遍历次数的增加呈指数下降.因此,多次遍历数据对低秩近似问题是非常有

益的.自适应采样的数学描述由定理 3 给出. 
定理 3. 令 S=S1∪…∪St 是对 m×n 矩阵 A 的行的随机抽样,其中对于 j=1,…,t,每个集合 Sj 都是 A 的 s 行的一

个采样,从以下分布中独立地选择:行 i 被选中的概率为 
( ) 2

( )
2

|| ||
,

|| ||

i
jj

i
j F

E
P

E
=  

其中,
1 11 ..., ( ), ( )

jj S S SE A E A A Aπ π
−∪ ∪= = − 表示 A 在 S 的生成空间上的投影.对于 s≥k/ε,矩阵 kA (秩 大为 k)的行 

就包含在 span(S)中,且满足: 

2 2 21(|| || ) || || || ||
1

t
S k F k F FA A A A Aε

ε
− − +

−
≤E . 

从定理 3 可知,虽然抽样分布改变了 t 次,矩阵本身没有改变.这样,当 A 为稀疏矩阵时就显得特别重要.由于

保持了矩阵的稀疏性,可以充分利用稀疏性减少计算量,提高程序的运行效率.定理 3 的证明将在第 3.2 节给出,
在证明前,先回顾矩阵的相关知识. 
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3.1   预备知识 

任意 m×n 的实矩阵 A 都可以进行奇异值分解,即矩阵 A 可以写成下面的形式: 

( ) ( )

1
,

Tr
i i

i
i

A u vσ
=

= ∑  

其中,r 是 A 的秩,σ1≥σ2≥…≥σr≥0 称为奇异值;{u(1),…,u(r)}∈ m,{v(1),…,v(r)}∈ n 是正交向量的集合,它们分别 

称为左奇异向量和右奇异向量,遵循 ATu(i)=σiv(i)和 ATv(i)=σiu(i),其中,1≤i≤r. 
矩阵 A∈ m×n 的元素为 aij,A 的 Frobenius 范数记作||A||F,由下式给出: 

2 2 2

1 1 1
|| ||

m n r

F ij i
i j i

A a σ
= = =

= =∑∑ ∑ . 

对于子空间 V⊆ n,令πV,k(A)表示 A 的 佳的秩-k 近似(在 Frobenius 范数下),V 中元素为 A 的行索引.令: 

( ) ( )
,

1
( ) ( )

T

n

k
i i

k k i
i

A A u vπ π σ
=

= = ∑R
 

为 A 的 佳的秩-k 近似.并且πV(A)=πV,n(A)是 A 在 V 上的正交投影.我们说“A 的一组行的集合(或样本)”,意思是 
一组行的索引,而不是实际的行.对于 A的一组行的集合 S,令 span(S)⊆ n表示这些行产生的子空间;为描述方便,  

πspan(S)(A)简记为πS(A),πspan(S),k(A)简记为πS,k(A). 
对于子空间 V,W⊆ n,它们的和记作 V+W,由下式给出: 

V+W={x+y∈ n:x∈V,y∈W}. 

同时,还会用到操作符πV 的以下基本性质: 
(1) πV 是线性的,即πV(λA+B)=λπV(A)+πV(B),对任意λ∈ ,矩阵 A,B∈ m×n 成立; 

(2) 如果 V,W∈ n 是正交线性子空间,则πV+W(A)=πV(A)+πW(A),对任意矩阵 A∈ m×n 成立. 

对于一个随机向量 v,其期望记作 E(v).E(v)也是一个向量,其中的每个元素都是 v 中元素的预期值. 

3.2   自适应采样的证明 

为了便于证明,定义一个中间引理如下. 
引理 1. 令 A∈ m×n,V⊆ n 是一个向量子空间.令 E=A−πV(A),S 为包含 s 行的随机抽样,每一行都从 A 中选取, 

选取的概率符合分布 D: 

 
( ) 2

2
|| ||
|| ||

i

i
F

EP
E

=  (8) 

然后,对于任何非负整数 k,都有: 

2 2 2
( ),(|| ( ) || ) || ( ) || || ||S V span S k F k F F

kA A A A E
s

π π+− − +≤E . 

证明:定义向量 w(1),…,w(k)∈V+span(S),令 W=span{w(1),…,w(k)},则 W 可以认为是 span{v(1),…,v(k)}的一个很

好的近似,即: 

 2 2 2(|| ( ) || ) || ( ) || || ||S W F k F F
kA A A A E
s

π π− − +≤E  (9) 

其中, (1) ( ){ ,..., }
( ) ( )kk span v v
A Aπ π= ,span{v(1),…,v(k)}表示投影的 佳子空间.证明了公式(9)就证明了引理 1,因为 

W⊆V+span(S). 
为此,定义 ( )j

lX 为一个随机变量,其概率为 Pi,使得对于 i=1,…,m 和 l=1,…,s,有: 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ( ))
j j

j i i ii i
l V

i i

u uX E A A
P P

π= = − . 

注意到 ( )j
lX 是 A 中某一行的线性函数,该行从分布 D 中采样得到.令 ( ) ( )

1

1 s
j j

l
l

X X
s =

= ∑ ,则 
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ES(X(j))=ETu(j). 

对于 1≤j≤k,定义: 
 w(j))=πV(A)Tu(j)+X(j) (10) 

然后可以得到ES(w(j))=σjv(j).下一步要寻找约束 w(j)的二阶中心矩,即ES(||w(j)−σjv(j)||2).因为 

w(j)−σjv(j)=X(j)−ETu(j), 
所以, 

 

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2

( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2

( ) 2 ( ) 2

(|| || ) (|| || )

                                (|| || ) 2 ( ) || ||

                                (|| || ) || ||

j j j T j
s j S

j j T j T j
S S

j T j
S

w v X E u

X X E u E u

X E u

σ− = −

= − ⋅ +

= −

E E

E E
E

 (11) 

单独分析公式(11)的第 1 项: 

 
1 2

1 2

2
( ) 2 ( )

1

( ) 2 ( ) ( )
2 2

1 1

( ) 2 ( ) 2
2

1

1(|| || )

1 2                   (|| || ) ( )

1 1                    (|| || ) || ||

s
j j

S S l
l

s
j j j

S l S l l
l l l s

s
j T j

S l
l

X X
s

X X X
s s

sX E u
s s

=

=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + ⋅

−
= +

∑

∑ ∑

∑

≤ ≤ ≤

E E

E E

E

 (12) 

在公式(12)中,
1

( )j
lX 和

2

( )j
lX 是相互独立的.由公式(11)和公式(12)可以得到: 

 ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2
2

1

1 1(|| || ) (|| || ) || ||
s

j j j T j
S j s l

l
w v X E u

s s
σ

=

− = −∑E E  (13) 

由 Pi 的定义可知: 

 
( ) ( )

( ) 2 2
2

1

|| ||(|| || ) || ||
j im

j i
S l i F

i i

u EX P E
P=

= ∑ ≤E  (14) 

利用公式(13)和公式(14),就获得了 w(j)的二阶中心矩上的一个约束: 

 ( ) ( ) 2 21(|| || ) || ||j j
S j Fw v E

s
σ− ≤E  (15) 

有了这个约束 ,即可完成证明 .令 y(j)=w(j)/σj,1≤ j≤k,定义矩阵 ( ) ( )

1
,

Tk
i i

i
F A v y

=

= ∑ 可以用 F 来约束误差

2|| ( ) ||W FA Aπ− .F 的行空间包含在 W=span{w(1),…,w(k)}中,所以 2 2|| ( ) || || ||W F FA A A Fπ− −≤ . 

通过沿左奇异向量 u(1),…,u(r)分解 A−F,可以使用不等式(15)来约束 2|| ||FA F− ,从而证明引理 1: 

 

2 2

( ) 2

1

( ) ( ) 2 2

1 1

2

(|| ( ) || ) (|| || )

                               (|| ( ) || )

                               (|| || )

                               || || ||

S W F S F
r

T i
S F

i
k r

i i
S i i

i i k

F

A A A F

A F u

v w

k E
s

π

σ σ

=

= = +

− −

= −

= − +

+

∑

∑ ∑

≤

≤

E E

E

E

2( ) ||k FA Aπ−

 (16) 

 □ 
利用引理 1,下面采用归纳法证明定理 3. 
定理 3 的证明:假设采样的总次数为 t.定理 2 给出了 t=1 的基本情况. 
令

1 1... ( )
tS SE A Aπ
−∪ ∪= − .借助引理 1,对于 s≥k/ε,可以得到: 
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1

2 2 2
... ,(|| ( ) || ) || ( ) || || ||

t tS S S k F k F FA A A A Eπ π ε∪ ∪− − +≤E . 

又因为
1 1

2 2
,|| || || ( ) ||

tF S S k FE A Aπ
−∪ ∪−≤ ,所以, 

 
1 1 1

2 2 2
... , ,(|| ( ) || ) || ( ) || || ( ) ||

t t tS S S k F k F S S k FA A A A A Aπ π ε π
−∪ ∪ ∪ ∪− − + −≤E  (17) 

利用在 S1,…,St−1 上的期望以及 t−1 次采样的归纳假设,就可以得到定理 3 的结果: 

 

1 1 1 1 1

2 2 2
... , ,..., ... ,

2 2 1 2

(|| ( ) || ) || ( ) || (|| ( ) || )

1                                        || ( ) || || ( ) || || ||
1

                          

t t tS S S k F k F S S S S k F

t
k F k F F

A A A A A A

A A A A A

π π ε π

π ε π ε
ε

− −∪ ∪ ∪ ∪

−

− − + −

⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟−⎝ ⎠

≤

≤

E E

2 21               || ( ) || || ||
1

t
k F FA A Aπ ε

ε
= − +

−

 (18) 

 □ 
当进行 t 次采样时,所有样本索引的集合为 S1∪…∪St=S.由不等式(18)可知:A 在 span(S)上的二阶中心矩 

2
,(|| ( ) || )S S k FA Aπ−E 不超过 2 21 || ( ) || || ||

1
t

k F FA A Aπ ε
ε

− +
−

,其中,πk(A)是A 佳的秩-k近似, 21 || ( ) ||
1 k FA Aπ

ε
−

−
是一

个定值, 2|| ||t
FAε 是附加的误差.因为 0<ε<1,所以当采样次数 t 增大时,附加误差 2|| ||t

FAε 会呈指数下降.定理 3 说 

明,采用自适应的抽样方法可以有效减少抽样误差.通过多次遍历采样,使得到的样本点具有更强的代表性,这
样,利用少数抽样点就能较好地描述数据的真实结构.在 Nyström 扩展方法中,使用这些高质量的样本点进行近

似计算,得到相似矩阵的特征向量更接近真实的值. 

4   基于自适应 Nyström 采样的谱聚类算法 

第 3 节从理论层面分析了基于概率分布的自适应抽样方法.传统的算法大多从一个固定分布里对数据点

进行采样,而自适应采样每次选择一组样本后,都会更新所有样本的概率分布,使 终得到的样本可以产生 佳

的秩-k 子空间(v(1),…,v(k)的生成空间)的一个近似.利用该自适应抽样方法对相似矩阵 W 进行采样,从所有行的

初始分布开始,选择 s<n 行来形成子矩阵 R′;然后,根据先前选择的行更新剩余行被选择的概率,选取概率 大的

s 个新的行并入 R′.重复此过程,直到已经选择了 n 行为止.该自适应采样方案详见算法 1. 
算法 1. 自适应 Nyström 采样算法. 
输入:数据点的相似度矩阵 W∈ N×N,总的采样行数 n,每次遍历选取的行数 s; 

输出:W 中 n 个行的索引,即抽得的 n 个样本. 
SAMPLE-ADAPTIVE(W,N,n,s) 
Step 1. 初始化抽样点的索引的集合 S=∅,令迭代次数 t=n/s. 
Step 2. 对于 i∈[1,…,t],重复执行以下步骤: 

(a) Pi←UPDATE-PROBABILITY(S) 
(b) Si←根据 Pi 选取的 s 个索引组成的集合 
(c) S←S∪Si 

Step 3. 返回抽样集合 S 
UPDATE-PROBABILITY(S) 
Step 1. 选出与 S 中的索引对应的 W 的行,组成集合 R′. 
Step 2. 计算 R′的左奇异向量 UR′ 

Step 3. 计算 W 与它在 R′上的正交投影的误差: .T
R RE W U U W′ ′= −  

Step 4. 对于 j∈[1,…,n],重复执行以下步骤: 
(a) 如果 j∈S,就令 Pj=0; 

(b) 否则,令 2
2|| ||j jP E= . 
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Step 5. 更新所有数据点的抽样概率
2|| ||

PP
P

← . 

Step 6. 返回概率集合 P. 

通过算法 1 得到 n 个样本的索引后,再使用 Nyström 扩展技术对相似矩阵 W 进行逼近,得到 Ŵ , 后,采用 
谱聚类算法将数据点划分成 k 类.算法流程见算法 2. 

算法 2. 基于自适应 Nyström 采样的谱聚类算法(ANS-SC). 
输入:数据集 X={xi|i=1,…,N},采样的数目 n,聚类数目 k; 
输出:聚类产生的 k 个簇. 

Step 1. 计算 X 中成对数据点的相似性,构造相似度矩阵 W∈RN×N,其中每个元素 wij 可以用高斯核函数来表 

示,即:wij=exp(−||xi −xj||2/2σ2). 
Step 2. 利用算法 1 进行采样,得到 n 个样本的索引集合,然后从 W 中选出相应的元素,组成抽样点间的相似 

度矩阵 A∈ n×n,以及抽样点与剩余点的相似度矩阵 B∈ (N−n)×n. 

Step 3. 在矩阵 A 和 B 的基础上,根据公式(5)计算节点的度 d̂ ,然后根据公式(6)、公式(7)分别对矩阵 A 和 B 
作归一化处理. 

Step 4. 利用归一化的 A,B,计算矩阵 Q:Q=A+A−1/2BBTA−1/2. 

Step 5. 将矩阵 Q 对角化: T
Q Q QQ U UΛ= ,得到矩阵 UQ 和 ΛQ. 

Step 6. 将 UQ,ΛQ 代入公式(4),求 Ŵ 的正交特征向量 V. 
Step 7. 从 V 中选出 Ŵ 前 k 个 大特征值对应的特征向量 v1,…,vk,形成矩阵 Vk: 1 ] .[k k

N kv vV ×= ∈  

Step 8. 将矩阵 Vk 的每一行都规范化成单位向量,得到矩阵 Y,其每个元素 2

1

k

ij ij ij
j

y v v
=

= ∑ .矩阵 Y 形成了一 

个低维嵌入空间 N×k,其第 i 行与原始数据集的点 xi 对应. 

Step 9. 利用 k-means 算法对矩阵 Y 的行向量进行聚类,若第 i 行被分到第 j 类中,就将原数据点 xi 归到第 j 
类中,这样,将所有数据点划分成 k 个类簇. 

算法 1 抽样得到的行的索引都保存在集合 S 中,每次迭代时,在已有采样点的基础上使用一组新的正交向 

量进行扩展,产生新的样本点 Si.所选取的每一行的残差二范数||E(i)||2以及总的 2|| ||FE ,可以通过相似矩阵 W 减去 

它在 span(S)上的正交投影πS(W)计算得到.令 M 表示相似矩阵 W 中非零点的数目,N 表示数据集中数据点的总

数,n 表示采集的样本点的总数,s 表示一次采样选取的样本数目.每次迭代时,在正交向量上投影所需的时间为 
O(Ms).在第 i次迭代中,由于 N空间中对 s个向量进行Gram-Schmidt正交化时,一个正交基的大小 多为 s(i+1), 

所以计算正交基需要的时间为 O(Ns2i).那么 ,第 i 次迭代所需的时间为 O(Ms+Ns2i);t 次迭代 ,总的时间为

O(Mst+Ns2t2).又因为 t=n/s,所以算法 1 的时间复杂度为 O(Mn+Nn2). 
算法 2 中输入的数据集一共包含 N 个数据点,Step 1 利用高斯核函数计算这 N 个数据点的相似性值,构造

相似矩阵,时间复杂度为 O(N2);Step 2 通过算法 1 采样,得到 n 个样本的索引,组成矩阵 A 和矩阵 B,时间复杂度

为 O(Mn+Nn2);Step 3 根据公式(5)计算节点度所需的时间为 O(n(N−n)),归一化矩阵 A 和 B 需要的时间分别为

O(n2)和 O(n(N−n)),因为 n<<N−n,所以 Step 3 的时间复杂度为 O(n(N−n));Step 4~Step 6 利用 Nyström 扩展技术

求解近似的正交特征向量,时间复杂度为 O(n3);Step 7 寻找前 k 个特征向量,构造矩阵 Vk需要的时间为 O(k);Step 
8 对 Vk 归一化的时间复杂度为 O(kN);Step 9 使用 k-means 算法聚类的时间复杂度为 O(kNt),其中,t 是迭代的次

数.因此,算法 2 的时间复杂度为 O(N2)+O(Mn+Nn2)+O(kNt). 

5   实验分析 

为了对本文提出的 ANS-SC 算法的有效性进行验证,从 UCI 机器学习数据库中选取了 7 个不同大小的数

据集,它们的数据特征见表 1. 
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Table 1  UCI datasets used in the experiments 
表 1  实验中使用的 UCI 数据集 

数据集 实例点个数 属性数 类数 
ImageSeg 2 100 19 7 

Musk 6 598 166 2 
penDigits 10 992 16 10 
mGamma 19 020 10 2 
Connect-4 67 557 42 3 

USCI 285 779 37 2 
Poker Hand 1 000 000 10 3 

对于 USCI(US Census Income)数据集,我们去除了包含缺失数据的实例和属性,剩下一共 285 779 个数据

点,含有 37 个属性.Poker Hand 数据集非常不均匀,所以我们把小的类聚到一起,而大的类保持不动.这样, 终得

到 3 个类,其数据点的数目分别占总实例数的 50.12%,42.25%和 7.63%.同时,我们对 Connect-4 和 USCI 数据集

做了归一化处理,使得所有属性的平均值为 0,而标准差为 1.为了确定谱聚类中高斯核参数σ的值,本文采用了交

叉验证的方法,搜索范围是[0,200],搜索步长设为 0.1. 
实验中,评估聚类性能的指标主要有两个:算法运行时间和聚类准确率.聚类准确率关心的是聚类算法得到

的类标签是否正确,需要统计数据集中每个实例的类归属与真实的类标签相符的比例.经过聚类,类的序号往往

会重新排列,为了找到聚类结果与原数据集中类划分的对应关系,令 z={1,…,k}表示类标签的集合,θ(⋅)表示真实

的类标签,f(⋅)表示聚类算法赋予每个数据点的类标签,那么聚类准确率β可以定义为 

 
1

1( ) max { ( ( )) ( )}
z

n

i i
i

f f x x
nτ Π

β τ θ
∈ =

⎧ ⎫
= =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ I  (19) 

其中,I是指示函数,Πz 是 z 上所有排列的集合. 

使用表 1 中的数据集,我们将 ANS-SC 算法与另外 3 种基于不同采样技术的谱聚类算法进行了对比,分别

是基于随机抽样的谱聚类算法(RS-SC)[9]、基于加权抽样的谱聚类算法(WS-SC)[19]、基于方差增量抽样的谱聚

类算法(IS-SC)[20].实验的计算机环境为:处理器 Pentium(R) Dual-Core E5300 2.60GHz,操作系统 Windows 8,编
程环境 MATLAB 2013a.为了客观地对比算法的各项聚类指标,实验中分别将上述 4 种算法执行 20 次,计算其平

均聚类准确率和聚类时间.在不同的采样比例下,4 种算法在 UCI 数据集上的聚类准确率以及它们在置信水平

为 0.05 下的配对 t 检验的比较结果见表 2. 
表 2 中的 P-value 表示在 0.05 的置信水平下,配对 t 检验计算出的 P 值.当 P 值<0.05 时,说明该算法的聚类

准确率与 ANS-SC 算法有显著差异;当 P 值>0.05 时,说明该算法的聚类准确率与 ANS-SC 算法的差异不显著.
从表 2 中可以看出:随着采集的样本数的增多,各种算法的聚类准确率也不断提高.RS-SC 算法由于采用随机抽

样,其聚类性能不太稳定,波动较大,而且聚类准确率也比较低.WS-SC 算法利用了未抽样点的信息,通过 小化

舒尔补来降低逼近误差,其聚类表现优于 RS-SC 算法.但是对于大多数数据集,WS-SC 算法的聚类效果不如

IS-SC 算法和 ANS-SC 算法.IS-SC 算法根据特征向量的可聚性,分析舒尔补中相邻数据点之间的关系,然后利用

基于方差的启发式策略进行增量抽样,得到所有样本点.在 ImageSeg,Musk,penDigits,mGamma 数据集上,多数情

况下,IS-SC 算法的 P 值>0.05,其聚类准确率与 ANS-SC 算法很接近,说明当数据集规模较小时,ANS-SC 算法的

聚类表现与 IS-SC 算法差不多.但是在处理大规模的数据集,如 Connect-4,USCI,Poker Hand 时,IS-SC 算法的 P
值<0.05,其聚类准确率明显不如 ANS-SC 算法,说明 ANS-SC 算法的聚类性能更好.可见,ANS-SC 算法使用自适

应的采样方法,能够根据数据集自身的结构特征找到更具代表性的样本,使得 Nyström 逼近得到的特征向量更

接近真实的特征空间,从而提高聚类的准确率.这 4 种算法在不同数据集上聚类所花费的时间见表 3. 
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Table 2  Clustering accuracy of algorithms on different datasets (%) 
表 2  算法在不同数据集上的聚类准确率(%) 

采样比例 
n/N (%) 数据集 

算法 
RS-SC WS-SC IS-SC ANS-SC 

准确率 P-value 准确率 P-value 准确率 P-value 准确率 

5 

ImageSeg 38.64 (±3.35) 0.013 42.35 (±1.67) 0.025 47.66 (±1.52) 0.872 47.53 (±0.81) 
Musk 53.62 (±3.82) 0.028 54.71 (±1.26) 0.037 59.14 (±1.93) 0.648 60.22 (±1.12) 

penDigits 45.46 (±4.93) 0.046 47.53 (±2.42) 0.051 51.21 (±1.35) 0.032 49.73 (±0.94) 
mGamma 48.73 (±3.61) 0.019 51.22 (±1.58) 0.024 55.19 (±2.16) 0.739 56.13 (±1.52) 
Connect-4 41.45 (±4.53) 0.034 47.61 (±2.74) 0.561 45.92 (±1.84) 0.856 46.17 (±1.48) 

USCI 57.22 (±3.47) 0.021 59.43 (±1.39) 0.036 58.61 (±2.43) 0.027 64.36 (±0.84) 
Poker Hand 29.87 (±3.86) 0.038 30.65 (±1.52) 0.042 32.52 (±1.28) 0.045 35.67 (±0.75) 

10 

ImageSeg 45.12 (±3.41) 0.007 50.17 (±1.84) 0.023 55.49 (±1.32) 0.653 56.82 (±1.24) 
Musk 67.43 (±4.75) 0.018 69.86 (±2.01) 0.031 74.63 (±2.61) 0.834 74.15 (±0.63) 

penDigits 56.74 (±3.49) 0.009 58.37 (±1.75) 0.015 65.24 (±1.87) 0.537 66.37 (±0.74) 
mGamma 63.82 (±3.03) 0.026 70.31 (±2.24) 0.268 69.55 (±1.56) 0.745 68.19 (±1.33) 
Connect-4 55.26 (±3.78) 0.003 58.38 (±2.18) 0.017 61.14 (±2.93) 0.022 65.59 (±1.72) 

USCI 72.54 (±4.34) 0.025 75.64 (±1.56) 0.036 75.52 (±1.73) 0.041 78.48 (±1.35) 
Poker Hand 38.41 (±4.73) 0.004 43.27 (±2.31) 0.029 44.61 (±1.48) 0.038 49.87 (±0.64) 

20 

ImageSeg 75.21 (±3.32) 0.043 70.43 (±2.17) 0.035 72.65 (±1.22) 0.452 73.72 (±0.53) 
Musk 85.67 (±3.98) 0.034 86.29 (±2.05) 0.039 88.21 (±2.56) 0.891 88.44 (±0.42) 

penDigits 71.53 (±3.41) 0.016 74.93 (±1.51) 0.025 79.75 (±2.29) 0.623 80.43 (±0.69) 
mGamma 82.44 (±3.65) 0.028 85.34 (±1.68) 0.037 86.47 (±1.78) 0.239 87.62 (±1.35) 
Connect-4 72.83 (±3.74) 0.005 73.23 (±2.23) 0.014 75.31 (±1.24) 0.023 78.49 (±1.21) 

USCI 86.72 (±4.13) 0.039 86.88 (±2.74) 0.047 87.35 (±1.58) 0.305 88.76 (±0.74) 
Poker Hand 49.26 (±3.62) 0.015 50.75 (±2.43) 0.032 53.67 (±1.43) 0.041 56.84 (±0.83) 

Table 3  Clustering time of algorithms on different datasets (s) 
表 3  算法在不同数据集上的聚类时间(s) 

采样比例
n/N (%) 数据集 算法 

RS-SC WS-SC IS-SC ANS-SC

5 

ImageSeg 0.028 0.563 0.218 0.237 
Musk 0.231 2.034 1.581 1.562 

penDigits 1.046 15.716 9.673 8.741 
mGamma 2.273 25.875 15.425 17.853 
Connect-4 9.165 87.282 59.364 64.235 

USCI 33.251 258.663 181.527 176.338
Poker Hand 60.547 493.427 320.108 321.176

10 

ImageSeg 0.077 1.842 0.441 0.573 
Musk 0.675 5.146 2.237 3.256 

penDigits 3.204 38.749 17.279 21.541 
mGamma 4.296 61.715 38.306 42.304 
Connect-4 13.238 93.924 73.502 76.478 

USCI 45.783 371.852 265.243 284.942
Poker Hand 73.685 864.217 532.864 577.481

20 

ImageSeg 0.263 4.365 1.297 1.963 
Musk 0.814 14.643 6.732 9.805 

penDigits 8.461 77.916 42.961 54.237 
mGamma 10.502 134.285 78.239 95.816 
Connect-4 18.032 213.328 149.343 178.543

USCI 66.394 587.572 308.642 325.776
Poker Hand 117.673 1293.631 813.524 876.312

由表 3 可知:样本点的数目越多,算法聚类所需要的时间也越长.基于随机抽样的 RS-SC 算法在各个数据集

上运行的时间都是 少的,因为另外 3 种算法使用改进的抽样策略,需要花费额外的时间寻找合适的样本点.其
中,WS-SC 算法耗时 长,主要由于它在每一次采样迭代时,都需要计算一个 n 阶矩阵的行列式,算法复杂度较

高.当采样比例为 5%时,ANS-SC 算法的运行时间与 IS-SC 算法差不多.但是当采样比例增加到 10%和 20%时, 
ANS-SC 算法在几个数据集上聚类的时间都长于 IS-SC 算法,说明自适应 Nyström 采样方法所需的计算量还是
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比较大的.如何有效降低其时间复杂度,今后需要进一步研究. 

6   结束语 

Nyström 矩阵低秩逼近方法可以求解近似的特征向量和特征空间,是处理大数据的一个有力工具.在谱聚

类中,利用 Nyström 扩展技术进行近似计算,可以在很大程度上降低时间和空间的开销,以较小的精度损失换取

算法效率的大幅提升.使用 Nyström 方法时,抽样策略的选择会对聚类结果的优劣产生重要影响.为了使所选取

的少数样本点更好地反映数据集的分布情况,设计了一种自适应的采样方法用于 Nyström 扩展技术.该方法通

过多次遍历,根据不同的概率进行采样,每次采样只选择一部分样本点,并更新剩余点的采样概率.如此迭代循

环,直到已经选择了足够的样本点为止.本文从理论上证明了采样次数的增加可以有效降低抽样误差.接着,提
出一种基于自适应 Nyström 采样的谱聚类算法.在 UCI 机器学习数据库上的实验表明:该算法的聚类效果优于

基于随机抽样的谱聚类算法,基于加权抽样的谱聚类算法以及基于方差增量抽样的谱聚类算法,能够较好地处

理大规模的数据集. 
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