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Abstract:  This paper focuses on link scheduling in a wireless network with successive interference cancellation 
(SIC), and proposes a multi-level protocol model and an order-aware physical model to characterize the impact of 
SIC. As link scheduling in a wireless network with SIC is NP-hard, the study resorts to an approximate solution:  
(1) under the order-aware physical model, the study presents a scheduling scheme such that the approximation ratio 
is O(g), where g is the link diversity factor; (2) under the multi-level protocol model, the study presents an efficient 
scheduling scheme such that the approximation ratio is a constant. Finally, this study uses extensive simulations to 
investigate the impact of SIC on the scheduling performance in practice. 
Key words:  multipacket reception; successive interference cancellation; link scheduling; approximation algorithm 

摘  要: 研究了支持相继干扰消除(successive interference cancellation,简称 SIC)的无线网络中链路调度算法的设

计与分析.首先,为刻画 SIC 的顺序检测特性,提出 M-level 非累积干扰模型与有序累积干扰模型.然后,由于两种模型

下的调度均为 NP-hard 问题,研究了近似调度的性能:(1) 给出了一种工作于有序累积干扰模型的调度机制,其近似

比为O(g),其中,g为网络的链路多样性指数;(2) 给出了一种工作于M-level非累积干扰模型的调度机制,其近似比为

常数.最后,通过仿真实验考察了 SIC 对调度性能的影响. 
关键词: 多包接收;相继干扰消除;链路调度;近似算法 
中图法分类号: TP393   文献标识码: A 

现代无线通信系统的容量受限于干扰.由于无线通信的广播特性,到达接收节点的是所有相邻传输信号叠

加而成的混合信号.接收节点尝试对其中的一个传输信号进行解码,而将其他传输信号视为干扰与噪声.一旦多

路传输重叠,冲突就产生,导致接收失败. 
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相继干扰消除 (successive interference cancellation,简称 SIC)[1]是一种有效对抗干扰的多包接收技术

(multiple packet reception,简称 MPR).具有 SIC 功能的接收节点使用迭代方式检测多路传输信号,在每一次迭代

检测中,最强的信号被解码,而其他信号被视为干扰.如果信号干扰噪声比(signal to interference and noise ratio,
简称 SINR)不低于给定阈值,则该信号被解码然后从混合信号中移除.在随后的迭代检测中,下一个最强的信号

被解码,这个迭代过程持续到所有的信号均被解码或者迭代失败.这种逐一解码冲突信号的过程反映了 SIC 的

顺序检测(sequential detection)特性. 
多包接收技术(multipacket reception,简称 MPR)是物理层的重要进步,它试图从冲突信号中解码多个报文,

从而消解冲突.然而,冲突信号只有在满足一定条件时才可被解码,因此,为确保 MPR 方法的可行性,需要细致协

调网络中各链路的传输,这就需要围绕支持与利用 MPR 开展介质访问(MAC)与网络层等上层协议的设计与 
研究. 

以 SIC 作为 MPR 技术的代表,重点研究了支持 SIC 的无线网络中的链路调度问题.特别地,考虑以下两方面

的问题: 
• 刻画 SIC 的顺序检测特性:处理干扰是无线通信系统研究的主要难题之一,目前主要有两种干扰模 

型[2]:非累积干扰模型(protocol model)与累积干扰模型(physical model).尽管已有一些工作试图扩展两

类模型以反映 MPR 技术的特点[3,4],但它们均未考虑 SIC 的独有特征.因此,作为研究支持 SIC 的协议设

计的基础,刻画 SIC 的顺序检测特性将是工作的起点. 
• 调度性能的分析:在支持 SIC 的无线网络中,链路调度问题为 NP-hard[5],因此近似算法得到了广泛应用.

然而,尽管已有一些工作研究了支持 SIC 的无线网络中的协议设计[6,7],但如何设计近似调度机制,使其

具有理论上的优化性保证,仍未得到解决.深入理解 SIC 的影响有助于设计更有效的网络协议. 
本文第 1 节总结相关研究.第 2 节给出系统模型.第 3 节与第 4 节分别分析支持 SIC 的无线网络中基于两

类干扰模型的调度算法.第 5 节考察 SIC 对调度性能的影响.第 6 节总结全文. 

1   相关工作 

处理干扰是无线网络研究的热点问题.目前,主要有两类干扰模型得到广泛应用:非累积干扰模型和累积干

扰模型.在非累积干扰模型中,定义了节点的传输范围与干扰范围.节点 S 与 R 可成功通信的条件是 R 在 S 的传

输范围内,且 R 的干扰范围内仅有 S 这 1 个活跃的传输节点.而在累积干扰模型中,信号能够成功解码的条件是

其 SINR不低于给定阈值.以上模型未反映 MPR技术的特征.为此,研究者提出了一些扩展的干扰模型.例如非累

积干扰模型中,在 R 的干扰范围内允许多个节点保持活跃[3];又如累积干扰模型中,将 SINR 阈值设置为小于 1 
的值[4].此外,文献[8]中给出了一种新模型,它将接收概率设为并发传输的链路数的函数.该模型忽略了不同链

路间的差别. 
干扰感知的链路调度得到了广泛研究.文献[5]提出冲突图(conflict graph)以描述网络干扰并证明基于非累

积干扰模型的链路调度为 NP-hard 问题.文献[9]给出了非累积模型下的一种近似比为常量的近似算法.对基于

累积干扰模型的调度,文献[5]证明了其为 NP-hard 问题.集中式近似算法的研究包括文献[10−12]等,其中,文献

[10]与文献[12]研究了基于传输功率自适应的近似调度,而文献[11]探讨了分布式调度. 
为了充分发挥 MPR 技术的优势,网络协议需要仔细设计.这方面的工作包括集中式 MAC 层排队机制设  

计[8]、分布式 MAC 协议分析[4]及联合网络层路由与链路层调度的跨层设计[3]等.然而,这些工作所使用的干扰

模型仅反映了 MPR 技术的一般特征,未刻画 SIC 特有的顺序检测性.文献[13]研究了支持 SIC 的多用户 MIMO
网络中的拓扑控制.文献[4,7]则分别讨论支持 SIC的网络中基于非累积干扰模型与累积干扰模型的链路调度算

法.然而,系统考察 SIC 对调度性能的影响,未见深入的研究. 

2   系统模型 

考虑一个含 N 个静态节点与 n 条链路的单信道无线网络.链路标记为 Li,其传输节点为 Si 且接收节点为 Ri,
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其中,i=1,2,…,n.不引起混淆的情况下,节点 Xi 的位置也用 Xi 表示,而节点 Xi 和 Xj 之间的距离表示为|XiXj|.假定: 
(i) 所有节点分布在平面区域内; 
(ii) SIC 中信号的移除是无误差的; 
(iii) 每一个节点配有一个全向天线,工作于半双工模式且在同一时刻不能发送多个报文. 

2.1   M-level非累积干扰模型 

先给出已有的单层非累积干扰模型.该模型指出,节点 Si到节点 Ri传输成功的条件是:(i) Ri在 Si的传输范围

内;(ii) 在 Ri 的干扰范围内无传输节点与 Si 并发.传输范围(transmission range)与干扰范围(interference range)是
取决于传输速率、传输能量等条件的常数.通常假设干扰范围是传输范围的某个倍数,记 r 为传输范围,而(1+δ)r
为干扰范围,其中,δ≥0 为常数. 

为反映 SIC 的顺序解码特性,定义 M-level(M≥1)非累积干扰模型.令 rk(1≤k≤M)表示第 k 级传输范围,而
(1+δk)rk 表示第 k 级干扰范围.每个节点共有 M 级传输范围与干扰范围.不失一般性,设 rM>rM−1>…>r1>r0=0,且对

所有 1≤k≤M,δk>0. 
定义 1. 若存在 k>0 使得 rk−1<|SiRi|≤rk,则称链路 Li 为 k-level 链路.若存在 k>0 使得 rk−1<|XiXj|≤rk,则称在

Xj 处来自 Xi 的信号为 k-level(1≤k≤M)信号,定义函数 U 为 U(Xi,Xj)=k.特别地,当|XiXj|>rM 时,U(Xi,Xj)=∞. 
定义 2. 称链路 Lj 是链路 Li 的相关链路(correlated link),若 U(Si,Ri)<∞,k=U(Sj,Ri)<∞,且|SiRi|>(1+δk)rk.其含义

为,当两链路并发时,Ri 先视 Li 的信号为干扰而检测 Lj 的信号,然后移除 Lj 的信号,最后可解码 Li 的信号.此时,Li

的信号解码以 Ri 对 Lj 的信号成功解码为前提. 
M-level 非累积干扰模型:对链路 Ld,设有 J(J≤N−1)条链路与 Ld 并发,其中,D(D≤J)条为 Ld 的相关链路.依 

其传输节点与 Rd 的距离排序所有链路为
1 2 1
, ,..., .

Ji i iL L L
+
不妨记 ik=d,则

1
| | ... | |,

Ji d i dS R S R≤ ≤ 且相关链路的集合为

1 2
{ , ,..., }.

Di i iL L L 成功解码 Ld 的信号所需条件为 

对任意 1≤x≤D 或 x=k,满足 ( , )
xx i du U S R= < ∞ ,且对任意 x<y<J+1, 

 | | (1 )
y x xi d u uS R rδ> +  (1) 

如图 1 所示,图 1(a)与图 1(b)分别给出了已有的非累积干扰模型与 M-level 非累积干扰模型.显然,已有的非

累积干扰模型就是当 M=1 时的 M-level 非累积干扰模型. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.1 
图 1 

2.2   有序累积干扰模型 

在实际网络中,干扰具有累积效应(cumulative effect).当同时存在多份干扰信号时,总干扰为它们的累加.令
N0 表示噪声功率,P 为传输功率,而 Pij=P/|SjRi|η为在节点 Ri 处,来自 Sj 的信号的接收功率.其中,η是路径损失指数

(path loss exponent),通常 2≤η≤6.注意,接收能量必小于传输能量,即 Pij<P,故假设对任何 Sj 与 Ri,有|SjRi|>1. 

(1+δM)rM 

(1+δ1)r1

r1

rM

Ri

…

…

…

… 

(1+δ)r r 
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(a) 已有的单层非累积干扰模型 (b) M-Level 非累积干扰模型 
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先给出已有的累积干扰模型[2].对链路 Ld,设与 Ld 并发的链路集合为 LSd,则链路 Ld 成功传输的条件为 

 
0 x d

dd

xdL LS

P
N P

θ
∈

+ ∑
≥  (2) 

其中,θ为信号解码所需的 SINR 阈值.一般地,有θ>1. 
这种累积干扰模型未刻画 SIC 的特征,为此给出以下模型: 
定义 3. 称 Lj 为 Li 的相关链路,若 

 
0

ij

ii

P
N P

θ
+

≥  (3) 

当两链路并发时,Ri 先视 Li 的信号为干扰而解码 Lj 的信号,然后移除 Lj 的信号,最后解码 Li 的信号.此时,Li

的信号解码以 Lj 的信号成功解码为前提. 
有序累积干扰模型:对链路 Ld,设有 J(J≤N−1)条链路与 Ld 并发,其中,D(D≤J)条为 Ld 的相关链路.依其传输 

节点与 Rd 的距离排序所有链路为
1 2 1
, ,..., .

Ji i iL L L
+

不妨记 ik=d,则
1

| | ... | |,
Ji d i dS R S R≤ ≤ 且相关链路的集合为

1 2
{ , ,..., }.

Di i iL L L 成功解码 Ld 的信号所需条件为 

 
0 ( 1) 1

,  x k

j k

i i

i ix j J

P
x D

N P
θ

+ +

∀
+ ∑ ≤ ≤

≥ ≤  (4) 

 
0 ( 1) 1,

k k

k j

i i

i iD j J j k

P
N P

θ
+ + ≠

+ ∑ ≤ ≤

≥  (5) 

公式(4)保证所有相关链路的信号均可被Rd解码,而公式(5)则保证在所有相关链路的信号被移除后,Ld的信

号可被 Rd 解码. 

3   基于有序累积干扰模型的调度 

3.1   链路调度问题 

以 TDMA(time division multiple access)为背景,研究链路调度(link scheduling)问题.TDMA 将时间划分为等

长的时间槽(time slot),每个时间槽可用以完成一个报文的传输.假设每条链路仅需要 1 个时间槽,链路调度问题

是寻找一组链路集,满足:(i) 每条链路均含于某一个链路集;(ii) 每个链路集均为可行集;(iii) 链路集的数目为

最小.最终的调度为每个时间槽调度一个链路集.一个链路集为可行集是指当集合中的所有链路并发时,每个链

路均可成功传输.在前期工作中,已证明了如下定理: 
定理 1[4,7]. 在支持 SIC 的无线网络中,基于 M-level 非累积干扰模型与有序累积干扰模型的链路调度问题

均为 NP-hard. 
目前,对 NP-hard 问题并无多项式时间的解决方案,因此需要寻求有效的近似算法.为了衡量调度方案的性

能,定义调度长度(schedule length)为调度方案所使用的时间槽总数.近似算法的性能通过近似比(approximation 
ratio)衡量,近似比定义为近似算法的调度长度与最优解的调度长度的比值.下面首先考虑基于有序累积干扰模

型的调度. 

3.2   近似算法 
首先给出一种基于链路分类与贪婪调度的策略,然后再讨论其近似比. 
定义 4. 称|SiRi|为链路 Li 的长度(length).对非负整数 x,若 2x≤|SiRi|<2x+1,则称链路 Li 为第 x 类链路.令链路

多样性指数(link diversity factor)g(LS)表示链路集 LS 中不同链路类的数目,即有 

g(LS)=|{m|∃Li,Lj∈LS:⎣log2|SiRi|/|SiRj|⎦=m}|. { }2( ) | , : log | | / | | .i j i i i jg LS m L L LS S R S R m⎢ ⎥= ∃ ∈ =⎣ ⎦  

设 ALS 为所有链路的集合.对 1≤k≤g(ALS),将网络平面划分为边长为μ⋅2k 的方格,其中, 
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图 2(a)给出了划分的一个例子.令 C 为所有方格的数目, x
yL 表示满足以下条件的链路 Li 的集合:接收节点 

Ri 位于第 y 个单元格,且 Li 为第 x 类链路(即 2x≤|SiRi|<2x+1).借助于链路长度与网络划分,链路集 ALS 可被划分 

为最多 g(ALS)⋅C 个非空子集.然后,选择集合 k
mL 使得 1 ( ),1| | max {| |}k x

m x g ALS y C yL L= ≤ ≤ ≤ ≤ ,并令 | | .k k
m mLΔ =  

 
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig.2 
图 2 

算法 1 首先依据链路长度将 ALS 划分为 g(ALS)个子集.记 Rk 为第 k 类链路的集合,对 Rk 处理如下: 
• 将网络平面划分为边长为μ⋅2k 的方格. 
• 将所有方格做四着色(four-coloring).四着色问题要求对每个方格赋予一种颜色,使得:(1) 任何相邻方格

的颜色均不同;(2) 最多可使用 4 种颜色.两个方格相邻是指它们有共同的边或点.作为图着色领域的经

典问题,四着色问题在 20 世纪 70 年代借助计算机工具已经得到解决.图 3 给出了一个四着色的例子,
方格中的序号 1~4 代表 4 种不同的颜色. 

• 对每种颜色 j,按如下方式选出一组链路:遍历所有着色为 j 的方格,并对每个方格选择一条 Rk 中接收节

点在该方格中的链路,该组链路将调度到一个时间槽上.该步骤将重复执行,直到所有 Rk 中接收节点位

于着色为 j 的方格的链路均被调度. 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Illustration of four-coloring 
图 3  四着色的例子 

算法 1[10]. 基于有序累积干扰模型的调度. 
输入:所有节点在一个平面上的链路集 LS. 
输出:一个可行调度. 
1.  划分链路集 LS,设 Rk 包含长度为 2k≤|SiRi|<2k+1 的链路 Li; 
2. t=1; 
3. for 每一个非空集合 Rk do 
4.    将网络平面划分为长度为μ⋅2k 的方格; 

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4
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3 4

μ2k/3

μ2k
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(a) 平面划分为边长 
为μ2k 的方格 

(b) 每个方格进一步分割为 
9 个边长为μ2k/3 的单元格 
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5.    4-着色所有方格; 
6.    for j=1 to 4 do 
7.      选择颜色 j; 
8.        repeat 
9.          对每个颜色为 j 的方格 A,选择一条链路 Li∈Rk 使得 Ri 在 A 中,并将它调度到时间槽 t; 
10.       t=t+1; 
11.     until Rk 所有处于着色 j 的方格的链路均被调度; 
12.   end 
13. end 
14. return 调度结果; 
对算法的最后一步,举例加以说明.例如,设颜色 j 对应两个方格,Rk 中有 5 条链路的接收节点在这两个方格

中,记为 L1~L5,且 R1,R2 在第 1 个方格,R3,R4 与 R5 在第 2 个方格.则算法先选第 1 个方格中的一条链路,不妨设为

L1;再选第 2 个方格中的一条链路,设为 L3,由此得到第 1 个集合{L1,L3}.然后,算法重复选择过程,得到第 2 个链

路集{L2,L4}.最后,算法再度重复选择过程,得到第 3 个链路集{L5}.最后,L1~L5 被调度到 3 个不同时间槽上,且调

度为{{L1,L3};{L2,L4};{L5}}. 

3.3   性能分析 

当网络不支持 SIC 功能时,关于算法的可行性与性能,已有如下结论: 

引理 1[8]. 在不支持 SIC 的无线网络中,算法 1 的调度长度不超过 ( ( ) )k
mO g ALS Δ⋅ . 

引理 2[8]. 在不支持 SIC 的无线网络中,算法 1 所计算的调度为可行调度,且近似比不超过 O(g(ALS)). 
而当节点具备 SIC 能力时,有如下重要结论: 
定理 2. 在支持 SIC 的无线网络中,算法 1 所计算的调度为可行调度. 
证明:无论节点是否具有 SIC 能力,对同一个网络场景,算法 1 所构造的调度是相同的.而当接收节点具备

SIC 能力时,其接收能力只会提高而不会削弱.因此,当网络支持 SIC 时,算法 1 所构造的调度仍然可行. □ 
定理 3. 在支持 SIC 的无线网络中,基于有序累积干扰模型,算法 1 的近似比为 O(g(ALS)). 
具体的证明过程请参考附录,下面简要给出证明的基本思想.首先,由定理 2 可知,引理 1 关于算法调度长度 

的结论仍然成立.因此,为证明算法的近似比,只需证明最优调度的调度长度为 ( )k
mO Δ .具体做法是:将边长为μ⋅2k

的方格再划分为 9 个边长为μ⋅2k/3 的单元格,如图 2(b)所示.然后,考虑特殊的链路集 k
mL ,将所有接收节点位于相

同单元格的链路归为一类,可将 k
mL 划分为最多 9个非空子集.然后可以证明,每个子集中最大可允许的并发链路

数目不超过 q,其中,q 为仅依赖于路径损失指数η和 SINR 接收阈值θ的常数.从而,最优调度至少需要 /(9 )k
m qΔ 个 

时间槽. 
由引理 2 与定理 3 可知,无论网络是否支持 SIC,算法 1 的近似比均为 O(g(ALS)).因此,当网络从不支持 SIC

演化到支持 SIC 时,算法 1 的近似比仅增大常数倍,而近似比的数量级(order of approximation ratio)保持不变. 
关于算法的时间复杂度,有如下结论: 
定理 4. 算法 1 的时间复杂度不超过 O(n2),其中,n 为网络中链路的数目. 
证明:第 1 行对链路的划分,所需开销为 O(n).第 3 行~第 13 行是一个循环过程,其执行次数不超过 O(n).现

在考虑循环体的时间开销.当节点分布在有限平面内时,第 4 行、第 5 行的时间仅与网络平面的大小有关,而与

节点数目无关,因此它们仅需常数时间.考虑内循环体(第 6 行~第 12 行),第 7 行的开销为常数时间,而第 8 行~
第 11 行最多将所有链路选择 1 遍,因而开销为 O(n).该循环的重复次数为常数(即 4 次).综上所述,第 3 行~第 13
行,单次执行的时间开销不超过 O(n).因此,算法总的时间复杂度不超过 O(n2). □ 
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4   基于 M-level 非累积干扰模型的调度 

4.1   近似算法 

下面给出一种基于链路全局排序的近似调度机制.为排序链路,首先介绍度差(IN difference)的概念. 
定义 5. 基于 M-level 非累积干扰模型,若|S′R|≤(1+δk)rk,其中,k=U(S,R),则称链路 LS′R′是 LSR 的干扰链路

(interfering link),LSR 的入度(incoming degree)是 LSR 的所有干扰链路的数目. 
定义 LSR 的干扰区(interference zone)为以 R 为圆心、以(1+δk)rk 为半径的圆盘.判断链路 LS′R′为 LSR 的干扰

链路的等价条件是 S′位于 LSR 的干扰区内. 
定义 6. 基于 M-level 非累积干扰模型,若|SR′|≤(1+δk′)rk′,其中,k′=U(S′,R′)时,则称链路 LS′R′是 LSR 的被干扰

链路(interfered link),LSR 的出度(outgoing degree)是 LSR 的所有被干扰链路的数目. 
定义 7. 链路的度差是其入度与出度的差值. 
算法 2 给出了调度机制的算法描述,其主要过程如下: 
• 链路排序:首先选择度差最大的链路,将该链路从网络中移除.然后按如下方式重复选择链路直到所有

未调度链路均被处理:在所有未调度链路中选择度差最大的链路;从网络移除所选链路.若存在多条度

差相同且最大的链路,则算法随机选取其中一条链路.设网络共有 n 条链路,记第 i 次选择的链路为

Ln−i+1,则所有链路被排序为 L1,L2,…,Ln,其中,L1 为最后被选择的链路,而 Ln 为首次所选链路. 
• 时间槽分配:从 L1 开始为每条链路分配所需时间槽.算法从第 1 个时间槽开始,选择对链路可用的时间

槽.一个时间槽对链路可用是指该链路加入后,所有调度到该时间槽上的链路仍可并发传输.若当前时

间槽不足以满足链路的需求,则分配新的时间槽以调度链路. 
算法 2[6]. 基于 M-level 非累积干扰模型的调度算法. 
输入:所有节点在一个平面上的链路集 LS. 
输出:一个可行调度. 
1.  U←所有链路; 
2.  repeat 
3.    寻找 U 中度差最大的链路并用 Ln−m+1 表示第 m 个选择链路; 
4.    U←U−{Ln−m+1}; 
5.  until U 为空集; 
6.  for i=1 to n do 
7.    为链路 Li 选择序号最小的 di 个时间槽,使得 Li 可调度到这些时间槽上, 

其中,di 为 Li 所需时间槽的数目; 
8.  若当前可用时间槽数目小于 di,分配新的时间槽.这些时间槽上目前仅调度 Li; 
9.  end 
10. return 所构造的调度; 
定理 5. 算法 2 在返回时,在每一个时间槽上所构造的链路集均为可行集. 
证明:首先,每个时间槽上所调度的链路集起始状态为空集或仅包含单条链路,此时显然为可行集.然后,注

意步骤 7 与步骤 8,算法每次循环中加入新链路时都确保新链路的加入不会破坏已调度链路集的可行性.因此,
最终算法返回时,每个时间槽上所调度的链路集均为可行集. □ 

4.2   性能分析 

现在分析算法的近似比. 
引理 3[4]. 基于 M-level 非累积干扰模型,算法 2 的调度长度最大为(2Δin+1). 
首先考虑不支持 SIC 的网络中算法 2 的性能. 
定理 6. 不支持 SIC 的网络中,基于 M=1 的 M-level 非累积干扰模型,算法 2 的近似比为常数. 
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详细证明过程参见附录.由引理 3 可知,只需证明优化调度的调度长度为 O(Δin).为此,将链路的干扰区划分

为常数个子区域,再证传输节点位于同一子区域的链路不可并发. 
干扰区的划分如图 4 所示.对链路

i iS RL ,以接收节点 Ri 为圆心、以 dk=(k(1+δ)r)/K(k=1,…,K)为半径分别画 K 

个圆,其中,(1+δ)r)为干扰范围.然后将两个相邻圆之间的环形区域划分为⎡2π/α⎤份扇形环,其中,α∈(0,2π).图 4 中

斜线覆盖的阴影部分给出了扇形环的例子.该扇形环处于第 k 与第 k−1 个圆之间,不妨称其为(k−1,k,α)-region.
该扇形环的 4 个端点分别记为 Ak,1,Ak,2,Ak−1,1 与 Ak−1,2,其中,Ak,1 与 Ak,2 位于第 k 个圆上,而 Ak−1,1 与 Ak−1,2 位于第 

k−1 个圆.最终,整个干扰区被划分为 K⋅⎡2π/α⎤个扇形环.根据传输节点所处的扇形环归类,便可将
i iS RL 的所有干 

扰链路划分为 K⋅⎡2π/α⎤个子集.可以证明:(i) K 与α均为仅依赖于 r 与δ的常量;(ii) 每个子集中的链路一定相互

干扰.从而对入度为Δin 的链路而言,依据传输节点是否处于同一子区域,可将干扰链路划分为常数个子集,且每

个子集的链路均不可并发.从而,优化调度所使用的时间槽数目不能低于 O(Δin). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.4  Partition of the interference zone of link 
i iS RL  

图 4  链路
i iS RL 的干扰区的划分 

下面的定理 7 指出,在支持 SIC 的无线网络中,算法的近似比亦为常数. 
定理 7. 在支持 SIC 的无线网络中,基于 M-level 非累积干扰模型(M>1),算法 2 的近似比为常数. 
定理 7 可视为定理 6 的更一般情况,其证明过程也类似.详细的证明过程可参考附录.在证明中,当 M>1 时, 

推导过程与定理 6 有 3 点不同:(i) 链路 Li 的干扰范围表示为 ( , ) ( , )(1 )
i i i iU S R U S Rrδ+ ;(ii) 所有干扰链路首先被分割 

为 M 个子集,其中,第 k 个子集包含所有 k-level 的干扰链路;(iii) 对每个子集,再依据其传输节点所处的扇形环

而进一步划分.可以证明:(i) 进一步划分所得到的非空子集,其最大数目为依赖于{r1,r2,…,rm,δ1,δ2,…,δm}的常

量;(iii) 每个这样的子集中,任何 3 条链路均不能并发.因此,对入度为Δin 的链路,任何调度算法在调度其干扰链

路时,至少需要 O(Δin)个时间槽. 
关于算法的时间复杂度,有如下结论(注意,若某些链路需要多个时间槽,时间开销最多再增大 O(m)倍,其中, 

m 为单条链路所需时间槽数目的最大值.与算法 1 相比,算法 2 的复杂度有所增加,这主要是由累积干扰模型造

成的): 
定理 8. 算法 2 的时间复杂度不超过 O(n4),其中,n 为网络中链路的数目. 
证明:首先考虑第 2 行~第 5 行的循环.第 3 行需要计算所有链路的度差,对任意一条链路,计算其度差需要

遍历所有其他的链路,因此该行的总时间开销为 O(n2).第 4 行的开销为常数时间.该循环的执行次数不超过网络

中链路的数目,从而总时间开销不超过 O(n3). 
再考虑第 6 行~第 9 行的循环,第 7 行需要在每个时间槽上判断链路 Li 及已调度链路的可行性.对任何一条

链路,判断其可行性需要考察所有其他链路对该链路的干扰,时间开销为 O(n).从而在每个时间槽上做判断,时
间开销不超过 O(n2).显然,这种判断的执行次数不超过算法最终的调度长度,即不超过 O(n).第 8 行的时间开销

(k−1,k,α)-region

Ri
… …… …

α
dk

d1 dK=(1+δ)r

dk−1

Ak,1
Ak,2

Ak−1,1 Ak−1,2
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为常数.因此,循环体(第 7 行、第 8 行)一次执行的时间开销为 O(n3).循环的总时间开销不超过 O(n4). □ 
综上所述,算法 2 的时间复杂度不超过 O(n4). 

4.3   讨  论 

算法 1 与算法 2 的重要特征是,无论网络是否支持 SIC,它们的近似比的数量级均保持不变.因此,SIC 的引

入最多导致近似比发生常数倍的变化.那么,对于其他调度机制是否有类似结论成立?其次,如何理解 SIC 对网

络性能的影响?例如,仅考虑 MPR 技术的一般特征时,大量的理论分析[14]表明,若具备 MPR 能力,网络的容量则

有显著的提高.这些结论是否适用于支持 SIC 的无线网络?再次,若 SIC 的引入不能对调度机制的近似比产生十

分显著的影响,那么是否在调度算法的设计中不需要考虑 SIC 的特征?最后,若 SIC 的影响必须加以考虑,则近似

比是否足以衡量近似算法的性能? 
要完全回答以上问题,需要深入分析支持 SIC 的无线网络的容量,我们将另文探讨.下面通过仿真实验考察

SIC 对调度性能的实际影响. 

5   实验结果 

仿真实验在网络仿真器(network simulator 2,简称 NS-2)[15]上进行.表 1 总结了仿真的参数与协议的设置.所
有传输节点均始终有报文可发送,每个传输节点每次仅要求 1 个时间槽,实验结果中的每一个数据点均为多次

运行结果取平均值获得. 

Table 1  Simulation parameter/protocol setting 
表 1  仿真参数与协议设置 

参数/协议 值/机制 参数/协议 值/机制 
节点数目 30~100 报文大小 1 500 Bytes 
传输范围 250m 传播模型 Two-Way ground 
传输速率 2Mbps MAC 协议 TDMA 

SINR 阈值 10 路由协议 Shortest path 

评估参数为链路吞吐量.定义吞吐量增益为(TX−T802)/T802,其中,TX 为应用调度机制时的吞吐量而 T802 为相

同场景下使用 IEEE 802.11 作为 MAC 协议时的吞吐量.为考察 SIC 的影响,定义 SIC 利用率(utilization ratio of 
SIC capability)为调度所利用的源自SIC的并发量与源自SIC的所有并发量之比值.对调度到同一时间槽的两条

链路 Li 与 Lj,若 Li 为 Lj 的相关链路,则称调度利用了一次源自 SIC 的并发.类似可计算给定网络场景中所有源自

SIC 的并发量. 
考虑两种调度算法:一种是第 2 节给出的基于度差的调度算法,记为 Diff;另一种由 Wang 等人[9]给出,记为

Deg.它与 Diff 十分类似,其区别在于,Diff 算法基于入度与出度之差而排序,它则基于入度与出度之和对所有链

路执行排序.通过两种算法,下面考察调度算法对 SIC 能力的利用及其与网络性能的关系. 
首先考虑单跳网络.图 5 给出了单跳网络中 SIC 利用率与吞吐量增益的关系.网络包含 30 个节点,所有节点

随机分布在 150m×150m 的平面区域内.随机选择其中 15 个节点作为传输节点,然后再为它们任意指定目标节

点.图 6 给出了 500m×500m 的范围内 36 节点随机分布的网络中的实验结果.选择其中 18 个节点作为传输节点,
然后在每个传输节点的传输范围内为它任意指定目标节点.由两图可知,对两种调度算法均有:随着 SIC 利用率

的提高,吞吐量增益也逐步增大.例如图 5 中,对 Diff 算法,当利用率超过 25%后,吞吐量的增益多在 30%以上.对
两种算法而言,Diff 的 SIC 利用率较高,因而网络性能也相对较高.类似地,图 6 中,SIC 利用率与吞吐量增益的相

关性,同样十分明晰. 
图 7 给出了在不同规模的网络中 SIC 利用率与吞吐量增益的相关系数.此时,所有节点均匀分布在 500m× 

500m 的平面上.可以发现,对两种算法,相关系数都稳定地保持在 0.4 以上.这充分显示,无论采用哪种调度算法,
其网络吞吐量的高低都与其对 SIC 并发能力的利用存在十分密切的关系.再结合图 5 与图 6 的结果可知,更充

分地利用 SIC 所提供的并发机会,有助于调度机制得到更好的网络性能. 
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Fig.7  Correlation coefficient between throughput gain and utilization ratio of SIC capability 
in a network where the 36 nodes are distributed uniformly 

图 7  在 36 节点均匀分布的网络中,SIC 利用率与吞吐量增益的相关系数 

根据以上结果可以推断,对不同的调度算法,尽管其近似比在数量级上相同,但通过更充分地利用 SIC 所提

供的并发机会,可以得到更好的性能.然而,近似比本身并未直接衡量算法对源自 SIC 的并发的利用情况,因此,
近似比是否足以衡量此时的调度机制的性能,都是值得探讨的问题. 

6   结束语 

以相继干扰消除(SIC)为 MPR 技术的代表,研究了支持 MPR 的无线网络中的调度问题.针对已有干扰模型

的不足,提出 M-level 非累积干扰模型与有序累积干扰模型,以刻画 SIC 的顺序检测特性.由于链路调度为

NP-hard 问题,考察了两种具有代表性的近似调度机制,分析了它们的近似比.最重要的发现是,这些算法的近似

比在网络引入 SIC 的能力后最多只有常数因子的改变.通过仿真实验考察了 SIC 对调度性能的实际影响,发现

调度机制的性能与其对 SIC 所提供的并发传输机会的利用存在正相关.下一步的工作包括:(1) 从理论上理解

SIC 对网络性能的影响,分析支持 SIC 的无线网络的容量;(2) 考察近似比是否足以准确、完整地衡量调度机制

的有效性,研究新的指标以指导近似调度算法的设计. 
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附录 

定理 3 的证明:根据引理 1,要证明算法 1 的近似比,只需证明最优调度的调度长度不低于 ( ).k
mO Δ  

首先,将一个方格划分为 9 个边长为 2
3

kμ
⋅ 的单元格.对链路 , ,k

i x mL L L∈ 当 Ri 和 Rx 处于同一单元格时,有 

2k≤|SxRx|<2k+1 且
2| | 2 .
3

k
x iR R μ

⋅≤ 从而有 

1 2 2| | | | | | 2 2 2 2 ,
3 3

k k k
x i x x x iS R S R R R μ μ+ ⎛ ⎞

+ + ⋅ = + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ≤  

且 12 2| | max{| | | |,| | | |} 2 2 2 2 .
3 3

k k k
x i x i x x x x x iS R R R S R S R R R μ μ+− − ⋅ − = − ⋅≥ ≥  

考虑链路
i i

k
S R mL L∈ 的信号接收,它需要移除所有强干扰,且可容忍所有剩余干扰.先考虑强信号的移除,设

链路
i iS RL 满足|SxRi|≤|SiRi|,注意其接收节点 Rx 与 Ri 处于同一单元格,从而有 
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( )

( )
11

| | | | | | | |

2 / 3 22 / 3 2 2 2 /3 2 2| | .
2 / 3 2

| | | | 2 /3 2 2y i x i y i x i

k k
x i

O O
kS R S R S R S Ry i y i

P PP
S R

P P P qN N q
S R S R

ηη ηη ηη

η

ηη η η

μμ μ
θ

μ
μ

+− −
=

−+ + ⋅
+

∑ ∑
≥ ≥

≤ ≤ ≤  

因此定义 1
1 2 /3 2

2 /3 2
q

η
μ

θ μ
+

=
−

.另一方面, 

( )

( )
2

2
| | | | | | | |

2 / 3 2| | 2 2 .

| | | | 2 / 3 2 2y i i i y i i i

k k
i i

O O
kS R S R S R S Ry i y i

P P P
S R

P P P qN N q
S R S R

η
η η η

ηη η η

μ
θ

μ

+
=

+ + ⋅
+

∑ ∑
≥ ≥

≤ ≤ ≤  

因此定义 ( )2 2 / 3 2 .q
η

μ θ= + 对任意链路 ,k
i mL L∈ 若有多于(q1+q2)条链路,其接收节点与 Ri 处于同一单元

格,则当它们与 Li 并发时一定有:(i) Li 的某条相关链路的信号不能解码;或(ii) Li 自身信号不能解码.因此,对 ,k
mL

将所有接收节点处于同一单元格的链路归为一类,则 k
mL 被划分为最多 9 个子集,且每个子集的并发量不超过

(q1+q2).从而, k
mL 内链路的调度所需时间槽的数目不小于 

 
1 2

( ).
9 ( )

k
km
mO

q q
Δ Δ=

⋅ +
 □ 

定理 6 的证明:根据引理 3,只需证明最优调度的调度长度至少为 O(Δin). 
不妨设 LSR 的入度为Δin.对 LSR 的干扰链路 LS′R′,有|S′R|≤(1+δ)r.如图 4 所示,以 R 为圆心、以 dk=(k(1+δ)r)/K 

(k=1,…,K)为半径画 K 个圆,再将 LSR 的干扰区划分为多个扇形环.扇形环的数目不超过 K⎡2π/α⎤.K 和α都是由 r
和δ决定的常量,其具体值将随后给出.对于一个扇形环(k−1,k,α)-region,令 D(k−1,k,α)为该区域内任意两点距离

的最大值,则 
D(k−1,k,α)=max{|Ak,1Ak−1,1|,|Ak,1Ak−1,2|,|Ak,1Ak,2|}. 

显然,|Ak,1Ak−1,1|=(1+δ)r/K,且 
2 2

,1 1,2 1 1

,1 ,2

| | 2 cos ,

| | 2 2cos .
k k k k k k

k k k

A A d d d d

A A d

α

α
− − −= + −

= −
 

下面证明,若 
 D(k−1,k,α)≤δ⋅r (6) 
则任意两个传输节点处于同一扇形环的干扰链路必然相互干扰. 

事实上,考虑两条这样的干扰链路
x xS RL 和

x xS RL ′ ′ ,有 

| | | | | | ( 1, , ) (1 ) .x x x x x xS R S R S S r D k k rα δ′ ′ ′ ′+ + − +≤ ≤ ≤  

此时,证明所剩下的问题为:选择合适 K 和α以满足公式(6).公式(6)等价于以下不等式组: 

 2 2
1 1

(1 ) /

2 cos

2 2cos
k k k k

k

r K r

d d d d r

d r

δ δ

α δ

α δ
− −

+⎧
⎪⎪ + −⎨
⎪

−⎪⎩

≤

≤

≤

 (7) 

注意,dk−1=dk−(1+δ)r/K,代入公式(7),有 

 
2

2 2 2 2
2

1 (1 )( ) 2(1 cos ) 2(1 cos )k k kf d d r d r r
K K

δ δα α δ+ +
= − − − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅≤  (8) 

不难证明,当 dk>(k(1+δ)r)/K(这在 K>1 时显然成立)时,f(dk)随着 dk 的增加而单调递增.因此,当 dk=(1+δ)r(如
k=K)时,f(dk)取得最大值.将 dk=(1+δ)r 代入公式(8),化简得到: 
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2 2(1 ) 1 cos

2(1 )
xA A

xA
α− + −

−
≤  (9) 

其中,A=δ/(1+δ)及 x=1/(K+A). 
因此,选择 K=(1+δ)2/δ2,代入公式(9),可得 

2

2cos 1 .
2(1 )

δα
δ

−
+

≥  

不难验证,当 K=(1+δ)2/δ2 且
2

2arccos 1
2(1 )

δα
δ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

+⎝ ⎠
时,公式(6)成立. 

因此,对 LSR 的干扰链路,可依据其传输节点所属扇形环而分割为不同子集.所得到的子集,其数目不超过

K⎡2π/α⎤,且任何子集中的链路不可并发.从而,任何调度算法都至少需要以下数目的时间槽: 

 ( ).
2 /

in
inO

K
Δ Δ

α
=

π⎡ ⎤⎢ ⎥
 □ 

定理 7 的证明:根据引理 3,只需证明最优调度的调度长度至少为 O(Δin). 
不妨设 LSR 的入度为Δin. 
先考虑 M=2 的情况.令 S1表示 LSR的干扰链路 LS′R′的集合,其中,|S′R′|≤r1;S2为其余干扰链路的集合.显然,S1

与 S2 的链路数之和为Δin.优化调度长度至少为 

{ }

1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

| | | |max , min ,
2 / 2 2 / 2 2 / 4 2 /

                                                       
max 2 2 / ,4 2 /

                       

in in

in

S S
K K K K

K K

Δ Δ
α α α α

Δ
α α

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎬ ⎨ ⎬

π π π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭

=
π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥

≥

                                ( ),inO Δ=

 

若有以下结论成立: 
• 可将 S1 分成最多 K1⎡2π/α1⎤个子集,其中,K1 和α1 由{r1,r2,δ1,δ2}决定.同一子集中的链路相互干扰. 
• 可将 S2 分成最多 K2⎡2π/α2⎤个子集,其中,K2 和α2 由{r1,r2,δ1,δ2}决定.同一子集中最多有 2 条链路可并发. 

定理得证. 
先考虑如何划分 S1.令 r=rU(S,R),δ=δU(S,R).以 R 为圆心、以 dk=(k(1+δ)r)/K1(k=1,…,K1)为半径画 K1 个圆.类似

于定理 6 的证明,将 LSR 的干扰区划分为 Z1 个扇形环,其中,Z1≤K1⎡2π/α1⎤.考虑一个(k−1,k,α1)扇形环,令 D(k−1, 
k,α1)为该区域中任意两点之间距离的最大值.若 
 D(k−1,k,α1)≤δ1⋅r1 (10) 
则 S1 中传输节点处于同一扇形环的两条链路必然相互干扰.事实上,考虑这样的两条链路

x xS RL 和
x xS RL ′ ′ ,有 

1 1 1 1| | | | | | ( 1, , ) (1 ) .x x x x x xS R S R S S r D k k rα δ′ ′ ′ ′+ + − +≤ ≤ ≤  

因此,将 S1 中传输节点处于相同扇形环的链路归为一类,即可得到最多 Z1 个子集,每个子集中的链路不可 
并发. 

然后,与定理 6 的证明过程类似,可得到满足公式(10)的 K1 和α1: 2
1 1 2

1, arccos 1
2

K β α
β

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
,其中, 

1 1

(1 ) .r
r

δβ
δ
+

= ⋅  

注意,此时 U(S,R)可取值为 1 或 2,因此取 

1 2 2

1 1 1

(1 ) (1 )max , .r
r

δ δβ
δ δ

⎧ ⎫+ +
= ⋅⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

再考虑 S2,以 R 为圆心、以 dk=(k(1+δ)r)/K2(k=1,…,K2)为半径画 K2 个圆.然后将 LSR 的干扰区划分为 Z2 个扇
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形环,其中,Z2≤K2⎡2π/α2⎤.考虑一个(k−1,k,α2)扇形环,令 D(k−1,k,α2)是该区域中任意两点之间距离的最大值.若 
 D(k−1,k,α2)≤δ2⋅r2 (11) 
则 S2 中传输节点处于同一扇形环的 3 条链路必然不能并发.考虑这样的两条链路

x xS RL 和 ,
x xS RL ′ ′ 有 

2 2 2 2| | | | | | ( 1, , ) (1 ) .x x x x x xS R S R S S r D k k rα δ′ ′ ′ ′+ + − +≤ ≤ ≤  

由于 M=2,SIC 的迭代次数为 2,最多可移除 1 个干扰信号.当有 3 条或更多的链路并发时,必然有一个可干

扰 2-level 链路的干扰信号被保留.而 S2 中的链路均为 2-level 链路,故对 S2 的任意子集,若有 3 条或更多的链路

并发,必有链路接收失败.因此,将 S2 的传输节点处于相同扇形环的链路归为一类,可得到最多 Z2 个子集,且每个

子集中最大可支持两条链路的并发. 

类似于定理 6 的证明过程,可得到满足公式(11)的 K2 和α2,即 2
2 2 2

1, arccos 1 ,
2

K β α
β

⎛ ⎞′= = −⎜ ⎟′⎝ ⎠
其中, 

2 1 1

21 2 2

(1 ) (1 )max , .r
r

δ δβ
δ δ

⎧ ⎫+ +′ = ⋅⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

再考虑 M>2 的情况.将 LSR 的干扰链路划分为 M 个组{S1,…,SM},对于 1≤j≤M,Sj 包含满足 rj−1<|S′R′|≤rj 的

干扰链路 LS′R′.最优调度长度至少为 

1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

| | | | | |max , ,..., min , ,...,
2π / 2 2π / 2 2π / 2π / 2 2π / 2 2π /

                                                                   

in in in
M

M M M M

S S S
K K K MK MK MK

Δ Δ Δ
α α α α α α

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭
≥

{ }1 1 2 2

                   
max 2π / ,2 2π / ,...,2 2π /

                                                                                      ( ),

in

M M

in

M K K K

O

Δ
α α α

Δ

=
⋅ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

=

 

若以下结论成立: 
• 可将 S1 划分为最多 K1⎡2π/α1⎤个子集,其中,K1 与α1 仅依赖于{r1,r2,…,rM}与{δ1,δ2,…,δM}.同一子集的任

意 2 条链路相互干扰. 
• 可将 Sj(1<j≤M)划分为最多 Kj⎡2π/αj⎤个子集,其中,Kj 与αj 仅依赖于{r1,r2,…,rM}与{δ1,δ2,…,δM}.同一子

集中,最多有 2 条链路可并发. 
定理得证. 

首先,对于 1≤i≤M,3≤j≤M,定义: 

1 1

1 1
(2)

1 2 1 2

(1 ) (1 )max ,..., ,

(1 ) (1 )max ,..., ,
(1 ) (1 )

M M
i

i i i i

M M
j

j j j j

r r
r r

r r
r r r r

δ δβ
δ δ

δ δβ
ξ ξ− − − −

⎧ ⎫+ +⎪ ⎪= ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫+ +⎪ ⎪= ⎨ ⎬
− + − +⎪ ⎪⎩ ⎭

 

其中,ξ为 2 1

1 2

0,min ,..., 1M

M

r r
r r

−

−

⎛ ⎞⎧ ⎫
−⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎩ ⎭⎝ ⎠

内的任意常量. 

令 r=rU(S,R),δ=δU(S,R).当 1≤j≤M 时,以 R 为圆心、以 dk=(k(1+δ)r)/Kj(k=1,…,Kj)为半径画 Kj 个圆,从而将 LSR

的干扰区划分为 Zj 个扇形环,其中,Zj≤Kj⎡2π/αj⎤.然后,将 Sj 的传输节点处于相同扇形环的链路归为一类,即可得

到最多 Zj 个子集. 

对 S1 与 S2 的处理与 M=2 的情况类似,对 i=1 或 i=2,Si 的可行设置为 21/i iK β= 及 2arccos(1 1/ 2 ).i iα β= −  

对 Sj(3≤j≤M),考虑一个(k−1,k,αj)扇形环,令 D(k−1,k,αj)为该区域中任意两点之间距离的最大值.若 
 D(k−1,k,αj)≤δj⋅rj (12) 
且 
 D(k−1,k,αj)≤rj−1−(1+ξ)rj−2 (13) 
则 Sj 中传输节点在同一区域的 3 条链路必然不能并发.事实上,考虑两条这样的链路

x xS RL 和 ,
x xS RL ′ ′ 有 
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| | | | | | ( 1, , ) (1 ) .x x x x x x j j j jS R S R S S r D k k rα δ′ ′ ′ ′+ + − +≤ ≤ ≤  

另一方面, 

1 2| | | | | | ( 1, , ) .x x x x x x j j jS R S R S S r D k k rα− −′ ′ ′ ′− − − >≥ ≥  

因此,在节点 xR′ 上,干扰信号最强只是(j−1)-level 的信号,但最弱却也可干扰到 j-level 的信号.由于 Sj 中的链

路均为是 j-level 链路,故 Sj 中若有 3 条链路,其传输节点在同一区域,则它们并发时必出现接收失败. 

类似地,可以得到满足公式(12)的设置 2
(1) 1/j jK β= 和 2

1arccos 1 .
2j

j

α
β

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

类似地,为满足公式(13),可行设置为 2
(2) (2)1/j jK β= 和 (2) 2

(2)

1arccos 1 .
2j

j

α
β

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

最终,当 3≤j≤M 时,可行设置为 Kj=max{Kj(1),Kj(2)}和αj=min{αj(1),αj(2)}. 
综合 M=2 与 M>2 两种情况,可知定理成立. □ 
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