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Abstract:  Knowledge is not only an important cornerstone that constructs the cognitive ability in human beings, 
but is also one of the basic issues in intelligence science. With the development of intelligence science and 
technology, the study of knowledge uncertainty is attracting more and more attention. Knowledge uncertainty 
includes the inherent uncertainty of knowledge itself and the effect of external influence on knowledge. In the view 
of granular computing (GrC), the knowledge uncertainties of the fuzzy set theory model, the rough set theory model, 
the quotient space theory model, and some other related granular computing models are studied in this paper. The 
state-of-the-art and key issues of knowledge uncertainty are discussed. 
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摘  要: 知识不仅是构成人类认知能力的重要基石,也是智能科学研究的基础问题之一.随着智能科学技术研究

的发展,知识的不确定性研究受到人们的普遍关注.知识的不确定性来源于知识本身的不确定性以及受外界(客观

世界)影响而导致的不确定性.从粒计算模型的角度分析了模糊集理论模型、粗糙集理论模型、商空间理论模型以

及其他扩展粒计算模型中知识的不确定性问题,并对知识不确定性问题的研究工作进行了讨论和总结,对有待研究

的重要问题进行了展望. 
关键词: 粒计算;知识;不确定性;粗糙集;模糊集;商空间 
中图法分类号: TP182   文献标识码: A 

信息是人类认识世界和改造世界的知识源泉,由于现实世界是多样的、复杂的和运动变化的,导致人们对

事物和信息的表达往往是不精确、不确定和模糊的.人们接触到的各种各样的信息有时是确定的,但更多的时

候是不确定的.信息本身是确定还是不确定无所谓好坏,问题在于我们怎样去正确认识确定性与不确定性,以及

如何把握知识不确定性的本质规律.确定性是指客观事物联系和发展过程中有规律的、必然的、清晰的、精确

的属性.不确定性是指客观事物联系和发展过程中无序的、偶然的、模糊的、近似的属性.确定与不确定揭示
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了客观事物联系和发展过程中的规律性与无序性、必然性与偶然性、清晰与模糊、精确与近似之间的关系.
以牛顿、拉普拉斯和爱因斯坦等科学家为代表的确定性论者认为世界是确定的,产生不确定的原因是对初始条

件的测量误差,或者人类自身认知的局限性和知识的不完备,而并非事物的本来面貌.而麦克斯韦、玻尔兹曼等

科学家通过研究证明了不确定性在客观世界中是真实存在的,与人类是否无知没有关系[1].后来,人们普遍认为:
确定与不确定既有本质区别,又有内在联系,两者之间的关系是辨证统一的. 

随着对确定性问题研究的不断深入,人们开始转移到对不确定性问题的探讨上.“不确定性”最早于 1836 年

由詹姆斯⋅穆勒提出.在量子力学中,不确定性是指量子运动的不确定性.由于观测对某些量的干扰,使得与它关

联的量(共轭量)不准确,这是不确定性的起源.进入 21 世纪以来,信息不确定性问题的研究工作受到越来越多的

关注.不确定性现象在很多领域中存在,无论是在物理学、数学、化学等自然科学领域,还是在哲学、社会学、

心理学、认知学等社会科学领域,不确定性现象随处可见.如,克莱因于 1980 年在《数学:确定性的丧失》一书

中分析了“数学曾经被认为是精确论证的顶峰,真理的化身,是关于宇宙设计的真理”这一错误观点[2],指出数学

也存在不确定性问题.虽然许多人还在从事着确定性的研究,如精确推理,但是这些关于确定性的研究工作很难

解决一些实际问题,如模糊控制问题.相反地,关于不确定性的研究越来越得到学术界的普遍关注.不确定性问

题具有以下特征:随机性、模糊性、不完全性和不稳定性等.其中,随机性和模糊性是不确定性的基本特征. 
随机性是由于条件不能决定结果表现出来的不确定性,它反映了因果律的问题.随机性真正被人类所认识

要归功于前苏联数学家柯尔莫哥洛夫,他首次提出并建立了概率论的公理化方法,使得人们可以用微积分的方

法研究随机性.后来,以贝叶斯公式为基础的贝叶斯理论在人工智能研究领域中一直是处理不确定性的重要工

具.Dempster 和 Shafer 又提出证据理论(DS 理论),引入信任函数和似然函数来描述命题的不确定性.虽然随机现

象的每次实验我们无法得到确定的结果,但大量重复出现的随机事件表现出统计性规律.统计规律是大量随机

现象的整体性规律,它支配着随机性系统的状态.一定程度上讲,统计规律是随机现象的确定性规律. 
模糊性是由于概念外延边界的不清晰表现出来的不确定性,它反映了排中律的问题.模糊性是由于事物类

属划分的不分明而引起的不确定性.例如,健康人与不健康人之间没有明确的划分,当判断某人是否属于“健康

人”的时候,便可能没有确定的答案,这就是模糊性的一种表现.当一个概念不能用一个分明的集合来表达其外

延时,便有某些对象在概念的正反两面之间处于亦此亦彼的形态,它们的类属划分便不再分明,呈现出模糊性.
所以,模糊性也就是概念外延的不分明性、事物对概念归属的亦此亦彼性.模糊性不是由人的主观认识造成的,
而是事物的一种客观属性.为了研究模糊问题,1965年,美国控制论学家 Zadeh教授提出了模糊集合论,开创了模

糊系统与模糊控制理论的研究[3].模糊集的贡献在于引入了集合中元素对该集合的“隶属度”,从而将经典集合

论里的特征函数取值范围由二值{0,1}推广到区间[0,1],将经典二值逻辑推广至多值逻辑.后来,由 Pawlak 提出

的粗糙集理论[4]、Gau 和 Buehrer 提出的 Vague 集理论[5],都是处理模糊性问题的有力工具.粗糙集通过上、下

边界,Vague 集通过对模糊对象赋予真、假隶属函数来处理模糊性.模糊集的截集就是普通的康托集,是确定的

集合.而模糊集的分解定理正是将模糊集转化为一系列精确集的并集,它是联系模糊和清晰的重要桥梁,体现了

模糊问题和清晰问题在不同粒度层次上相互转换的过程. 
从粒计算的观点来看,不确定性和确定性是信息在不同知识粒度层次上的不同表现形式,它们并非完全对

立,在一定粒度层次上可以相互转化.某一层次上的不确定性问题可能是其他层次上的确定性问题,种种不确定

现象中还可能隐藏着某些确定的规律.不确定性人工智能学家的任务,就是研究如何形式化地表示不确定现象

中的规律性,至少是某种程度的规律性,从而使计算机能够模拟人类认知客观世界的过程.从自然现象的角度来

看,人们将自然现象分为确定性现象和不确定性现象.不确定性现象是不同粒度层次上的确定性现象的综合体,
主要分为随机现象和模糊现象;而确定性现象是不确定性现象在某个粒度层次上的特殊情况.从数学的角度来

考虑,建立不确定性理论的数学基础显得越来越重要,尤其是建立不确定性理论的公理化方法,形成一门不确定

性理论的数学分支,从而促进不确定性理论的发展.随着概率论和模糊数学理论研究的逐渐深入,不确定性现象

已逐渐被人们认知并利用到实际生活中. 
度量自然现象的不确定性程度称为不确定性度量,最早的度量方法是柯尔莫哥洛夫于 1933 年提出的概率
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论.后来,随着通信技术的发展,香农于 1948 年提出了信息熵.人们又根据模糊集、粗糙集和云模型等提出了模

糊熵、粗糙熵、超熵等概念[6].在运筹学、管理科学、信息科学、系统科学、计算机科学以及工程技术等众多

领域都存在着客观的知识不确定性度量问题.近年来,随着粒计算的诞生,很多研究者开始讨论各种粒计算理论

模型中知识的不确定性.从粒计算的观点来看,在人类认知过程中,人们对问题的分析及获取的知识表示都具有

粒度性,这既与认知主体的主观局限有关,也与观测工具等很多客观因素影响有关.因此,粒计算理论模型中的

知识粒具有不确定性,它直接决定问题求解的效率和精度.在认知粒计算模型中,认知的确定性是指认知主体在

当前的知识粒度水平上是确定的,而随着新证据的增加及各方面的条件变化使得知识粒度大小也发生了变化,
这时,认知表现出了不确定性,即认知过程的不确定性.粒计算方法论的关键是知识空间的粒化问题,知识空间

中知识粒的不确定性直接决定了用粒计算方法解决复杂问题的效率和精确程度.因此,研究各种粒计算模型中

知识的不确定性得到很多研究者的共同关注. 
目前,粒计算的三大基础理论包括:Zadeh 在 1965 年提出来的模糊集理论[3]、Pawlak 在 1982 年提出来的粗

糙集理论[4]和张钹、张铃在 1990 年提出来的商空间理论[7].受香农信息熵的启发,Zadeh 以集合中每个成员的隶

属函数作为香农(Shannon)信息熵的权重定义了一种新的模糊集的概率熵[8].香农信息熵是一种反映模糊集不

确定性的概率熵,之后,Deluca 和 Termini 发现香农信息熵并不适合用来反映模糊集的模糊性,他们研究了模糊

集的非概率熵,并在 1972 年从公理化角度出发提出了一种模糊度的公理化定义[9].根据模糊度的公理化定

义,Kaufmann 利用模糊集与它本身的 0.5 截集之间的距离定义了一种新的模糊度,称为明科夫斯基模糊度,并给

出了它的两个特例,即海明模糊度和欧几里德模糊度.对于粗糙集理论,不确定性主要来自两个方面:一个是由

不可分辨关系引起的,另一个是由粗糙集的近似域引起的.当近似域中的上、下近似不相等时,其边界域不为空,
即存在不确定性.目前,关于粗糙集的不确定性度量方法主要有粗糙度、粗糙熵、模糊度和模糊熵等.利用粗糙

集的上、下近似,Pawlak 给出了近似精度与粗糙度的概念,用它们来刻画粗糙集的不确定性.Wierman 从公理化

角度出发,提出了一种不确定性度量,称为粒度度量,它与香农信息熵和不确定性的 Hartley 度量之间有着内在

的联系 .后来 ,梁吉业等人定义了一种知识粒度的度量方法 ,并在此基础上提出了一种知识粒度的公理化定 
义[10].另外,苗夺谦等人还讨论了知识粗糙性与信息熵之间的关系,证明了知识粗糙性的单调性[11].钱宇华等人

则引入了具有直观知识含量特征的组合熵和组合粒度来度量信息系统中的不确定性和粒度大小,并讨论了组

合熵与组合粒度之间的关系[12].为了更好地度量粗糙集的不确定性,Chakrabarty 和 Biswas 通过对象的等价类与

被近似集合之间的关系导出一个粗糙集的模糊集,给出了粗糙集的两种模糊性度量.王国胤等人从代数观和信

息观两个方面研究了信息系统的不确定性,并讨论了粗糙集在不同知识粒度下的不确定性[13,14].商空间理论认

为,人类智能的特点就是人们能够从极不相同的粒度上观察和分析同一问题.人们不仅能在不同粒度的世界上

进行问题求解,而且能够很快地从一个粒度世界跳到另一个粒度世界.面对复杂的、难以准确把握的问题,人们

通常不是采用系统的、精确的方法去追求问题的最佳解,而是通过逐步尝试的办法达到有限而合理的目标.人
类就是这样采用分层递阶、由粗到细、不断求精的多粒度层次分析法来处理问题的.问题在不同层次上体现出

不同的不确定性,随着粒度层次的逐渐转化,不确定性逐渐降低.张清华等人[13]讨论了分层递阶商空间的信息熵

序列随知识粒度变化的规律. 
人类在认知事物的过程中,对问题的分析都是在一定粒度条件下进行的.因而在认知过程中获取的知识也

是在一定粒度条件下的知识,对此进行的知识表示具有粒度性及不确定性.人的认知实质上是客观世界的一种

映像,客观世界的不确定性决定了人类主观认知过程的不确定性.人类对这个世界的认知基本上都是不确定的,
对同一对象,在不同的环境下会有不同的认知结果.认识的过程就是由不确定到逐步确定的过程.在粗粒度上往

往是不确定的概念经过调整知识粒度,不断地对这些不确定的概念进行细化、更新,从而得到确定的概念,达到

了对事物的结构化认知.这个过程充分体现出人类认知的不确定性.以粒为单位的粒计算理论与人脑处理不确

定问题的认知理论有相似之处,对于粒计算模型,知识不确定性的研究显得非常重要,它将有助于粒计算理论和

认知科学的进一步发展.本文主要讨论粒计算模型中知识的不确定性问题,揭示知识不确定性随知识粒度的变

化关系,进一步挖掘知识不确定性与确定性之间的本质联系. 
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本文第 1 节介绍主要的粒计算模型.第 2 节讨论经典的粒计算模型中知识的不确定性.第 3 节讨论扩展粒

计算模型中知识的不确定性.第 4 节提出知识不确定性度量中存在的问题,并对未来的研究工作进行展望.第 5
节总结论文. 

1   粒计算模型 

粒计算是人工智能研究领域中的一种新理念和新方法,它覆盖了所有与粒度相关的理论、方法和技术,是
复杂问题求解、海量数据挖掘、不确定性信息处理的有效工具.粒计算的主要思想是,通过选择合适的粒度来

寻找问题的一种较好的、近似的解决方案,从而降低问题求解的复杂度.随着粒计算研究工作的发展,粒计算模

型的种类也层出不穷,如模糊集模型、粗糙集模型、商空间理论模型、基于覆盖的粒计算模型、模糊粗糙集模

型和粗糙模糊集模型等,本节将分别加以简单介绍. 

1.1   模糊集模型 

模糊集理论是由 Zadeh[3]于 1965 年提出来的,它是一种处理模糊和不确定性知识的数学工具.模糊集模型

是一种基于模糊集理论的“模糊”粒计算方法,主要讨论粒度的表示问题,认为知识的粒子可以用一个模糊子集

来表示,不同程度的知识可以通过不同程度的模糊子集来刻画;然后,利用模糊逻辑进行推理和计算,根据实际

需求得到近似的较优解.目前,它已被广泛应用于模糊控制、模式识别、模糊决策和模糊聚类分析等领域. 

1.2   粗糙集模型 

粗糙集理论是由波兰数学家 Pawlak[4]于 1982 年提出来的,它是一种处理不精确和不确定性知识的数学工

具.粗糙集模型是一种基于粗糙集理论的“精确”粒计算方法,研究了在给定空间(知识基)上粒度的表示、转换和

相互依存等问题.该理论认为,概念粒子可以用子集来表示,不同粒度下的粒子可以用不同大小的子集来描述,
所有的粒子都通过等价关系获得划分产生.其本质思想是,针对属性值的差异,利用等价关系对离散的对象集进

行划分,建立一个可以用上、下近似集来描述不确定性问题的边界.目前,它已被广泛应用到人工智能、知识获

取、决策分类和故障诊断等领域. 

1.3   商空间理论模型 

张钹和张铃[7]依据人们在解决问题时能够从不同的粒度世界去分析和观察同一问题,并且很容易地从一

个粒度世界转到另一个粒度世界,在 1990 年针对复杂问题求解时,提出了商空间理论.商空间理论模型是一种

基于商空间理论的“精确”粒计算方法,研究了所有可能的商空间之间的表示、关系、合成、分解、推理等问题,
主要论述了人们面临复杂问题时,通常从较“粗”的粒度层次来分析问题,再依据问题的需求,利用等价关系可以

进行动态划分,从不同的商空间(从不同的角度)上观察同一问题,最终寻求到问题的近似最优解.目前,它已被广

泛用于图像分割、数据挖掘、故障诊断和产品预测等领域. 

1.4   其他相关粒计算模型 

模糊集模型、粗糙集模型和商空间模型是 3 个主要的粒计算模型.在这 3 个模型的基础上,人们提出了很

多新的模型,如基于覆盖的粒计算模型、模糊粗糙集模型、粗糙模糊集模型和基于概念格的粒计算模型等.基
于覆盖的粒计算模型[15−19]是一种特殊的广义粗糙集理论模型,该模型以邻域系统为工具,通过二元关系(等价

关系或非等价关系)来产生邻域,再通过 Zooming-in 和 Zooming-out 两个算子实现了不同粒层之间的粒子可以

相互转化.模糊粗糙集模型[20−22]是用对象集上的一个等价关系,在模糊关系理论下,引入上、下近似后所得到的

一个扩展模型.粗糙模糊集模型[20,22]是用模糊相似关系代替等价关系所得到的一个扩展模型.基于概念格的粒

计算模型[23]是根据对象与属性之间的二元关系,依据知识体在内涵(属性集)和外延(对象集)上的依赖或因果关

系建立的一种概念层次结构,表明了概念之间的泛化和例化关系.随着粒计算研究工作的深入,人们提出了越来

越多的新的粒计算模型,如基于神经网络的粒计算模型[24,25]、自主式粒计算模型[26,27]等. 
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2   主要粒计算模型中的知识不确定性 

2.1   模糊集的不确定性度量 

模糊集理论作为经典集合理论的扩展,利用隶属函数来表示对象与集合之间的隶属关系.在模糊集理论中,
对于不确定性问题的处理是通过模糊度(模糊熵的归一化形式是模糊度)来进行的,模糊度刻画了模糊概念的模

糊程度. 
定义 2.1[9]. 若映射 d:F(U)→[0,1]满足条件: 
(1) d(A)=0,当且仅当 A∈P(U); 

(2) d(A)=1,当且仅当∀xi∈U,有 1( )
2iA x = ; 

(3) 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2ix U i i i iB x A x A x B x d B d A∈

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∀ ∨ →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ; 

(4) A∈F(U),d(A)=d(~A),其中,~A 是 A 的补集. 
称映射 d 是 F(U)上的一个模糊度,d(⋅)是模糊集的模糊度. 
明可夫斯基(Minkowski)模糊度: 

 

1

11
1 2

2( ) ( ) ( )
pn

p
p i i

ip

d A A u A u
n

=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (2.1) 

不难验证,明可夫斯基模糊度满足定义 2.1 中的 4 个条件. 
当 p=1 时,d1 称为海明(Haming)模糊度: 

 1 1
1 2

2( ) ( ) ( )
n

i i
i

d A A u A u
n =

= −∑  (2.2) 

当 p=2 时,d2 称为欧几里德(Euclid)模糊度: 

 

1
2 2

2 1
1

1/ 2
2

2( ) ( ) ( )
n

i i
i

d A A u A u
n =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  (2.3) 

香农模糊度: 

 
1

1( ) ( ( ))
ln 2

n

i
i

H A s A u
n =

= ∑  (2.4) 

其中,s(x)为香农函数
ln (1 ) ln(1 ),  (0,1)

( )
0,                                     0 or 1

x x x x x
s x

x x
− − − − ∈⎧

= ⎨ = =⎩
. 

米据生等人[6]改进了模糊度的公理化定义,给出了一种新的度量方法: 

 
1

4( ) ( )(1 ( ))
n

i i
i

d A A x A x
n =

= −∑  (2.5) 

冯乃勤[28]提出了一种新的模糊度的定义 

 ( ) 1 ( )P
F Ad A uμ= −  (2.6) 

其中, ( )P
A uμ 是 U 的平均隶属度,当论域 U 为有限时,

1

1( ) ( ).
n

P
A A i

i
u u

n
μ μ

=

= ∑  

2.2   粗糙集的不确定性度量 

为了便于清楚地讨论粗糙集的不确定性问题,本文根据信息系统的性质,从两个方面讨论粗糙集的不确定

性,即基于完备信息系统的粗糙集模型和基于不完备信息系统的粗糙集模型. 
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2.2.1   完备信息系统的粗糙集模型的不确定性度量 
在同一知识粒度的近似空间下,Chakrabarty 等人[22]较为详细地讨论了粗糙集的模糊性度量问题;王国胤等

人[14,29,30]从信息观的角度分析了决策信息系统的不确定性,并讨论了代数观和信息观意义下粗糙集的不确定

性的差异;梁吉业等人[31,32]从信息熵、条件熵、互信息和知识粒度的角度分析了粗糙集的不确定性,并定义了

一种新的粗糙集的粗糙熵;苗夺谦等人[33−35]从粒计算和信息表示等角度研究了知识的粒度、知识的粗糙度与信

息熵之间的关系.下面简单介绍几种典型的粗糙集不确定性度量方法. 
信息熵 

信息熵是一个非常广泛的概念,1948 年,Shannon 信息熵的提出为信息的不确定度量奠定了理论基础.Klir
基于 Shannon 熵提出了一种度量不确定性的信息熵[6]: 

 
2

( )
2

1

2( ) ( ) log
B
X ixB B

X X i
i

H F x
n

μμ
=

= − ∑  (2.7) 

粗糙度 

Pawlak 在研究粗糙集的近似精度和近似质量时提出了粗糙集的粗糙度的概念.粗糙集的粗糙度是通过集

合的上、下近似来定义,它充分反映了由于集合边界域的存在所引起的不确定性,下面给出其相关定义. 
定义 2.2[36]. 在一个信息系统中,IND(B)是 U 上的一个不可分辨关系,[x]B 表示对象 x 的等价类,对象子集 

X⊆U,X 的下近似集( BX )、上近似集( BX )和边界域(BNB(X))分别定义如下: 
{ | [ ] },  { | [ ] },  ( ) ( ) ( ).B B BBX x U x X BX x U x X BN X B X B X= ∈ ⊆ = ∈ ∩ ≠ ∅ = −  

定义 2.3[37]. 在一个信息系统中,IND(B)是 U 上的一个不可分辨关系,[x]B 表示对象 x 的等价类,对象子集 

X⊆U,X 的粗糙精度和粗糙度分别为:粗糙精度
( )( )
( )B

B XX
B X

α = ;粗糙度
( ) ( )( ) 1 ( ) 1
( ) ( )

B
B B

B X BN XX X
B X B X

ρ α= − = − = . 

粗糙熵 

为了弥补粗糙度的不足,很多学者对粗糙集的粗糙熵进行了深入研究. 
定义 2.4[32]. 设 U={x1,x2,…,xn},属性子集 B(B⊆A)对论域的划分 U/B={X1,X2,…,Xm},X⊆U,则属性集合 B 的熵 

定义为
2

1
| |

1

| |( ) log
| |

i
m

Xi

i

XE B
U=

= −∑ ,X 在划分 U/B 上的粗糙熵定义为 EB(X)=−ρB(X)E(B). 

模糊度 

由于粗糙熵的局限性,Chakrabarty 通过量化论域中对象与目标集合的隶属关系提出了粗糙集的模糊度这

一概念,从而用模糊集的方法对粗糙集的不确定性进行量化分析,为粗糙集的不确定性度量提供了新的思路. 

设 U 是非空对象集,对象子集 X⊆U,则对于任意 x(x∈U),x 属于集合 X 的隶属函数为
| [ ] |( )

| [ ] |
B B
X

B

X xx
x

μ ∩
= . 

模糊度是度量不确定问题的有力工具,很多研究者对粗糙集的模糊度进行了分析.Chakrabarty 等人[22]在提

出了粗糙集的模糊度之后,又通过粗隶属函数导出一个模糊集,并利用模糊集与其最邻近清晰集之间的距离来

度量粗糙集的模糊性. 
定义 2.5[20]. 设 A 是 U 上的模糊集,与 A 有关的最邻近的清晰集记为 A ,其定义为 

0,       ( ) 0.5
( ) 1,        ( ) 0.5.

0 1,  ( ) 0.5

i

i i

i

A x
A x A x

A x

<⎧
⎪= >⎨
⎪ =⎩ 或

 

一般地,当 A(xi)=0.5 时,取 ( ) 1iA x = .这时, 0.5A A= .这里,A0.5 表示 A 的 0.5 截集. 

Chakrabarty 等人[22]利用模糊集 B
XF 与其最邻近清晰集 B

XF 之间的距离给出了粗糙集的两种模糊性度量: 

(1) 线性模糊度 

 
1

2( ) | ( ) ( ) |
n

B B B
Kl X X i X i

i
d F x x

n
μ μ

=

= −∑  (2.8) 
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(2) 二次模糊度 

 2

1

2( ) ( ( ) ( ))
n

B B B
Kq X X i X i

i
d F x x

n
μ μ

=

= −∑  (2.9) 

其中, ( )B
X ixμ 表示 xi 在模糊集 B

XF 中的隶属函数. 

线性模糊度和二次模糊度很好地度量了粗糙集的模糊性,但是,随着知识粒度的减小,可能存在集合的线性

模糊度不变或者二次模糊度反而增加的问题.为此,王国胤等人进一步研究了粗糙集模糊度的度量方法,提出一

种基于信息熵的粗糙集的模糊性度量方法[13] 

 
1

1( ) [ ( ) ln ( ) (1 ( )) ln(1 ( ))]
ln 2

n
B B B B B

Z X X i X i X i X i
i

d F x x x x
n

μ μ μ μ
=

= − + − −∑  (2.10) 

并证明了这种模糊度随着知识粒度的减小而单调递减,弥补了粗糙度和粗糙熵对粗糙集不确定性度量的不足.
它既刻画出集合 X 的边界域中属于 X 的那部分元素所“贡献”的不确定性,也刻画出不属于 X 的那部分元素所

“贡献”的不确定性,更精确地描述了粗糙集的不确定性. 
模糊熵 
定义 2.6[38]. ∀A∈F(U),若映射 e:F(U)→[0,+∞)满足条件: 
(1) e(A)=0 当且仅当 A∈P(U); 

(2) e(A)取得最大值当且仅当
1( )
2ix U iA x∈∀ = ; 

(3) 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2ix U i i i iB x A x A x B x e B e A∈

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∀ ∨ →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ; 

(4) e(A)=e(Ac),这里,Ac 是 A 的补集. 
那么,称映射 e 是 F(U)上的一个模糊熵,记为 e(⋅). 
梁吉业等人[31,32]建立了粗糙集的一种模糊熵: 

1
( ) ( )(1 ( ))

n
B B B

L X X i X i
i

E F x xμ μ
=

= −∑       (2.11) 

并得出结论:一个精确集的模糊熵等于 0,一个粗糙集

合与其补集具有相同的模糊性. 
粗糙集的粗糙度、粗糙熵、模糊度和模糊熵虽然

都能够度量粗糙集的不确定性,但它们之间有一定的

区别和联系.粗糙性从集合的边界区域的角度来刻画

粗糙集的不确定性,随着知识粒度的减小,如果集合的

边界区域变小,则粗糙度会有所降低,粗糙集的不确定

性有所下降,具有很好的直观性;而粗糙集的模糊性用

元素属于某个集合的隶属函数的大小来刻画粗糙集的

不确定性,与集合的边界区域大小和知识粒度的大小

有关.它们之间的关系如图 1 所示. 
2.2.2   不完备信息系统的粗糙集模型的不确定性度量 

接下来,我们来介绍不完备信息系统中不确定性的度量方法. 
信息熵 
梁吉业等人[32]给出了不完备信息系统中信息熵的形式,其形式见公式(2.12): 

 
| |

2
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1 | ( ) |( ) log
| | | |
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A i

i

S uH A
U U=

= −∑  (2.12) 

为了区别于 Shannon 熵,梁吉业[32]又给出了信息熵的另外一种形式,即 
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Fig.1  Relationship among rough set methods for 
measuring uncertainty in complete information 

图 1  完备信息系统中粗糙集不确定性 

度量方法之间的关系 system 
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| | | |
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S uE A
U U=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (2.13) 

粗糙熵 
由于信息熵在度量系统不确定性中与人的直觉正好相反,Beaubouef[39]在讨论粗糙关系数据库和信息系统

时将粗糙熵的概念引入到了粗糙集中.之后,梁吉业[40]又将粗糙熵的概念引进到不完备信息系统中,并给出了基

于不完备信息系统的粗糙熵: 

 
| |

2
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1 1( ) log
| | | ( ) |

U

r
i A i

E A
U S u=

= −∑  (2.14) 

组合熵 
钱宇华等人[41]在不完备信息系统中引入了组合熵的概念,可以更加直观地反映不完备信息系统的不确定

性,其形式见公式(2.15): 

 
2 2| |
| | | ( )|

2
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1( )
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A i
U

U S u

i U

C C
CE A

U C=

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (2.15) 

1979 年,Zadeh[42]讨论了模糊信息粒的问题.特别地,在一个信息系统中,结合粒计算的一些度量方法以及它

们之间的关系[32]也被加以讨论.例如,粒度度量、信息熵、粗糙熵和知识粒度.但因已存在的知识粒度还都没有

一个统一的描述,从而给实际应用带来了极大的不便.因此,梁吉业等人[10]从公理化角度出发提出了知识粒度的

公理化定义,并证明了已存在的粒度度量都是该公理化定义的特殊形式.该公理化定义满足下列 3 个性质: 
(1) (非负性)G(P)≥0;(2) (不变性)∀P,Q⊆A,若 P≈Q,有 G(P)=G(Q);(3) (单调性)∀P,Q⊆A,若 P≺′Q,有 G(P)<G(Q). 

知识粒度 
知识粒度是论域中知识粒的一种平均度量,它代表了一种分类能力.事实上,知识粒度给出了论域划分的一

种简单的、可理解的描述.梁吉业等人[43]在提出了知识粒度的公理化定义之后,又进一步提出了不完备信息系

统中知识粒度的定义,其形式见公式(2.16): 
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组合粒度 
为了对不完备信息系统的知识粒度有一个更加直观的理解,钱宇华等人[41]提出了不完备信息系统中组合

粒度的概念,该组合粒度定义见公式(2.17): 

 
2| |
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S u

i U
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U C=

= ∑  (2.17) 

熵与知识粒度的关系 
为了更好地理解不确定性度量的本

质,梁吉业等人[44]建立了信息熵、粗糙

熵、组合熵、知识粒度和组合粒度之间

的如下关系:E(A)+GK(A)=1,H(A)+Er(A)= 
log2|U|和 CE(A)+CG(A)=1. 

从中可以看出,信息熵 E(A)和知识

粒度 GK(A)在描述信息系统不确定性上

具有相同的能力,并且熵和知识粒度之

间存在某种意义上的互补关系.也就是

说 ,熵越大 ,知识粒度越小 ;熵越小 ,知识

粒度越大.它们之间的关系如图 2 所示. 
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Rough entropy+information entropy=constant

Fig.2  Relationship among rough set methods for measuring 
uncertainty in incomplete information system 

图 2  不完备信息系统中粗糙集不确定性度量方法之间的关系 
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2.2.3   完备信息系统与不完备信息系统不确定性之间的联系 
由完备信息系统与不完备信息系统的定义可以看出,完备信息系统是不完备信息系统的特殊情况,而不完

备信息系统是完备信息系统的推广.因此,不完备信息系统中的不确定性度量在完备信息系统中都有其特殊形

式.即当信息系统由不完备变为完备时,其不确定性度量也会退化为相应的形式.表 1 总结了粗糙集的各种不确

定性度量方法. 
Table 1  Rough set method for measuring uncertainty 

表 1  粗糙集的不确定性度量方法 
Measure 
method 

Author 
Year Uncertainty measurement Advantage Disadvantage Property 

Klir 
1998 
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Information 
gain. 

Function has 
property of 
complement 

It is contrary to some  
intuition of people, 

i.e., the more 
uncertainty  

degree the system has, 
the larger roughness of 

system  
will be. But according  

to the information  
entropy, a contrary 

conclusion will  
be resulted 

With the  
decrease of 
knowledge 
granularity,  

it is increasing 
monotonically 

Roughness Pawlak 
1982 

( ) ( )( ) 1
( ) ( )

B
B

R X BN XX
R X R X

ρ = − =  
Simple,  
easy for  

calculation 

It can only describe 
the changes of the 

boundary region, but 
cannot perfectly 

reflect the changes of 
the knowledge 

granularity 

It is inversely 
proportional to 

the lower 
approximation, 

and proportional 
to the upper 

approximation 

Liang JY 
2004 2

1

|( ) ( ) | 1log
| | | |

m
i

i i
B B

X
U X

E X Xρ
=

= ∑  

It can 
synchronously 

describe the 
changes of the 

boundary 
region and the 

knowledge 
granularity 

It cannot correctly 
depict the changes of 

the knowledge 
granularity in positive 
domain and negative 

domain 

Rough 
entropy 

Liang JY 
2006 

| |

2
1

1 1( ) log
| | | ( ) |

U

r
i A i

E A
U S u=

= −∑  
Simple,  
easy for 

calculation 

When the tolerance 
classes of two 

incomplete 
information systems 

are the same, it cannot 
depict the uncertainty 

caused by different 
degrees of missing 
attribute value well 

With the 
decrease of 
knowledge 

granularity, it is 
decreasing 

monotonically 

1

2( ) | ( ) ( ) |
n

B B B
Kl X X i X i

i
d F x x

n
μ μ

=

= −∑  
Simple, 
easy for 

calculation 

As the knowledge 
granularity decreases, 
linear fuzziness may 

be constant Chakrabarty 
2000 

2

1

2( ) ( ( ) ( ))
n

B B B
Kq X X i X i

i
d F x x

n
μ μ

=

= −∑
It is more 

accurate than 
linear 

fuzziness 

As the knowledge 
granularity decreases, 

quadratic fuzziness 
may increase 

It is proportional 
to the distance 
between fuzzy 

set and its 
nearest neighbor 

crisp set 

Fuzziness 

Wang GY 
2008 1

1( ) [ ( ) ln ( )
ln 2

               (1 ( )) ln(1 ( ))]

n
B B B

Z X X i X i
i

B B
X i X i

d F x x
n

x x

μ μ

μ μ
=

= − +

− −

∑

It can depict 
the 

uncertainty, 
which is 

caused by 
elements in 

the boundary 
region 

The formula is 
complex 

With the 
decrease of 
knowledge 

granularity, it is 
decreasing 

monotonically 

 
(Continue)
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Table 1  Rough set method for measuring uncertainty (continue) 
表 1  粗糙集的不确定性度量方法(续) 

Measure 
method 

Author 
Year Uncertainty measurement Advantage Disadvantage Property 

Fuzzy  
entropy 

Liang JY 
2002 1

( ) ( )(1 ( ))
n

B B B
L X X i X i

i
E F x xμ μ

=

= −∑  

Information gain. 
Function has property of 
complement. According 
to this formula, we can 
define corresponding 

conditional entropy and 
mutual information 

It is not  
normalized,  

the maximum  
value is indefinite 

With the 
decrease of 
 knowledge  
granularity,  

it is increasing 
monotonically 

Qian YH 
2007 

2 2
| | | |

2
1 | |

| |( )
| |

i
m

U Xi

i U

C CXCE A
U C=

−
= ∑  

It cannot distinguish 
two types of 

knowledge-based, 
which possess the 
same knowledge 
granularity and 

different knowledge 
structure Combination 

entropy 

Qian YH 
2006 

2 2| |
| | | ( )|

2
1 | |

1( )
| |

A i
U

U S u

i U

C C
CE A

U C=

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

Information gain. 
Function has visual 

information contents, so 
it is easier for 

comprehension 
It cannot accurately 
depict the ratio of 

elements, which can 
be distinguished 

from each other in 
incomplete 

information systems 

With the decrease 
of knowledge 

granularity, it is 
increasing 

monotonically 

Liang JY 
2004 

2
2

1

1( ) | |
| |

m

i
i

GK A X
U =

= ∑  

With refinement 
of equivalence 

class, it is 
decreasing 

monotonically Knowledge 
granularity 

Liang JY 
2006 

| |

2
1

1( ) | ( ) |
| |

U

A i
i

GK A S u
U =

= ∑  

It conforms to 
characteristics of 

granular computing, i.e., 
it can refine knowledge 
and information from 
different hierarchies 

It cannot distinguish 
two types of 

knowledge-based, 
which possess the 
same knowledge 
granularity and 

different knowledge 
structure 

With refinement 
of tolerance class, 

it is decreasing 
monotonically 

Qian YH 
2007 

2
| |
2

1 | |

| |( )
| |

i
m

Xi

i U

CXCG A
U C=

= ∑  

It cannot distinguish 
two types of 

knowledge-based, 
which possess the 
same knowledge 
granularity and 

different knowledge 
structure 

With the 
refinement of 

equivalence class, 
it is decreasing 
monotonically 

Combination 
granularity 

Qian YH 
2006 

2| |
| ( )|

2
1 | |

1( )
| |

A i
U

S u

i U

C
CG A

U C=

= ∑  

Information gain. 
Function has visual 

information contents, so 
it is easier for 

comprehension 

It cannot accurately 
depict the ratio of 
elements, which 

cannot be 
distinguished from 

each other in 
incomplete 

information systems 

With refinement 
of tolerance class, 

it is decreasing 
monotonically 

 
2.3   分层递阶商空间结构的不确定性度量 

分层递阶这一概念早已被用到信息、控制以及管理等科学中.近年来,人工智能领域中也开始广泛使用,如
分层递阶规划、分层递阶学习和分层递阶控制等.为了模拟人脑处理复杂问题求解的过程,张钹、张铃提出了

分层递阶的商空间理论.之后,张铃等人对模糊集的结构进行了详细的分析[45],得到模糊集分层递阶的结构描

述,并指出,用结构来描述模糊问题比用模糊集来描述模糊问题更能反映出问题的本质.模糊问题的结构化描述

更能清晰地刻画事物模糊性的本质特征,具有鲁棒性.分层递阶结构在一定程度上刻画了分类的本质特征,从不

同粒度层次上描述了分类的结果,进而刻画了分类的模糊性.张铃等人[45,46]研究了不同的模糊等价关系可能得

到相同的分层递阶结构,即同构的模糊等价关系在本质上具有相同的分类能力,并进一步研究了具有ε-相似的

模糊等价关系对应的分层递阶结构之间的关系.唐旭清等人[47]讨论了模糊相似关系同构的充分条件,以及模糊
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相似关系之间的同构与其诱导的模糊等价关系之间同构的关系,进一步揭示了模糊相似关系与模糊等价关系

之间的联系. 
不同的人根据各自的主观意识和评价标准,会得到不同的模糊相似关系,从而得到各自的模糊等价关系和

分层递阶结构,由此得到各自的分类结果.这些分类结果可能相同,也可能不同,是什么原因导致它们相同(或不

同)?这个分类结果(分层递阶结构)分类质量的好坏、知识的含量以及不确定性又如何?不同的分层递阶结构对

分类的影响是否不同?为此,张清华等人[48]从一般的模糊关系入手,提出了分层递阶结构的信息熵序列,讨论了

模糊相似关系、模糊等价关系、分层递阶结构和分层递阶结构的熵序列之间的关系,利用信息熵序列刻画了分

层递阶结构的不确定性.从分类(聚类)分析的观点来看,同构的分层递阶结构具有相同的分类能力;从信息熵来

看,同构的分层递阶结构具有相同的信息熵.这些结论揭示了分层递阶结构的本质特征.信息熵序列、分层递阶

结构、模糊关系之间的联系见表 2. 
Table 2  Relationship among information entropy sequence, hierarchical structure, and fuzzy relation[48] 

表 2  信息熵序列、分层递阶结构、模糊关系的联系[48] 

Fuzzy similarity relation 

1R�  and 2R�  
Fuzzy equivalence 
relation R1 and R2 

Hierarchical quotient space 
structure πX(R1) and πX(R2) 

Information entropy sequence 
H(πX(R1)) and H(πX(R2)) 

Isogeny but not similarity Similarity Isomorphism 
Similarity but not isomorphism Isomorphism 

Isomorphism but not same 
Same Same Same Same 

Note: Ri(i=1,2) is fuzzy equivalence relation, induced by fuzzy similarity relation ( 1,2)iR i =�  here. 

表 2 表明,对相同的论域进行分类,不同的人可能有不同的标准,他们可能根据自己的评判指标得到对象之

间的不同相似度,从而建立论域上的模糊相似关系.如果这些相似关系是同源但不相似的,则它们能够转化为相

似的模糊等价关系,得到同构的分层递阶商空间,从而得到相同的信息熵序列;如果这些模糊相似关系是相似但

不同构的,则它们能够转化为同构的模糊等价关系,从而得到相同的分层递阶商空间和相同的信息熵序列;如果

这些模糊相似关系是同构的,则它们能够转化为相同的模糊等价关系,得到相同的分层递阶商空间和相同的信

息熵序列.因此,虽然人们对同一事物可能有不同的评价标准,但只要得到论域上的模糊相似关系是同源的,就
能够得到具有相同信息熵序列的分层递阶结构,从而使这些模糊相似关系对应相同的分类能力.由此看来,信息

熵序列是刻画分层递阶商空间不确定性的有力工具,它能更好地从本质上反映出分层递阶商空间对论域的分

类效果.人类对客观世界的过程中的“模糊与清晰”、“不确定与确定”是相对的,在一定程度上可以相互转化.分
层递阶结构是“模糊问题”和“清晰问题”之间的一座桥梁,对其不确定性度量的研究将进一步促进粒计算理论

的发展和完善. 

3   扩展粒计算模型的不确定性度量 

模糊集模型、粗糙集模型和商空间理论模型是 3 个主要的粒计算模型.然而在处理不确定性和不精确性问

题时,这 3 种粒计算模型都表现出一定的优势和不足.因此,人们对这 3 个模型进行了一定的扩展和补充,提出了

很多新的粒计算模型,如基于覆盖的粒计算模型、粗糙模糊集模型、模糊粗糙集模型和基于概念格的粒计算模

型等.本节将分别介绍模糊粗糙集、粗糙模糊集[49−52]、覆盖的粒计算模型[53−61]以及基于概念格的粒计算模型[62]

的不确定性度量. 

3.1   模糊粗糙集的不确定性度量 

模糊粗糙集是对粗糙集理论和模糊集理论的推广.当等价类的元素所属的类别不明确时,等价类便表示为 
模糊集的形式 F={F1,F2,…,FH},Fi(其中,i∈{1,2,…,H})是模糊集.给定 X 上的一个模糊划分 R,利用上近似 R 和下

近似 R 的形式表达任意一个模糊集合 F,称( ( ), ( )R F R F )为模糊粗糙集.模糊上、下近似[49]如公式(3.1)和公式

(3.2)所示: 
 ,  ( ) supmin{ ( ), ( )}

j
i F FR

x
x X F x xμ μ μ∀ ∈ =  (3.1) 
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 ,  ( ) inf max{1 ( ), ( )}
jR i F Fx

x X F x xμ μ μ∀ ∈ = −  (3.2) 

在给定的一个有限知识库 K=(U,R)上,对于每个子集 X⊆U 和一个等价关系 R∈ind(K),粗糙集的隶属度定义: 

 | [ ] |( )
| [ ] |

R
X

R

X uu
u

μ ∩
=  (3.3) 

其中,u∈U,[u]R 表示在 U 中的 R 等价类. 
引入 U 中模糊集 R

XF ,得到公式(3.4): 

 | [ ] |( , ( )) : , ( )
| [ ] |R R

X X

R R
X F F

R

X uF u u u U u
u

μ μ
⎧ ⎫∩

= ∈ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

 (3.4) 

Banerjee 和 Pal[21]提出了在某一近似空间的模糊集的粗糙度这一概念.考虑参数α,β(0<α≤β≤1),则相应的

模糊集 F*和 F*的α-截集(F*)α和β-截集(F*)β,分别称为(U,R)上模糊集 F 的α-下近似和β-上近似.那么,(U,R)上模

糊集 F 的粗糙度的定义可见公式(3.5): 

 , *

*

| ( ) |( ) 1
| ( ) |R

FF
F

α β α

β

ρ = −  (3.5) 

3.2   粗糙模糊集的不确定性度量 

设集合 X⊆U 和一个等价关系 R,F 为定义在 X 上的模糊集合,粗糙集 X 的 R 下近似为 ,RX R 上近似为 .RX  
若 U/R={X1,X2,…,Xn},则可定义模糊隶属函数如公式(3.6)和公式(3.7)[49]所示: 
 ( ) ( ) sup{( ( ) | ( ) [ ] }i F i RR F X x X xμ μ ω= =  (3.6) 

 ( ) ( ) inf{( ( ) | ( ) [ ] }R F i F i RX x X xμ μ ω= =  (3.7) 

设(U,R)为 Pawlak 粗糙集空间,U={x1,x2,…,xn},A 为 U 上的一个模糊集合,则粗糙模糊集 ( ( ), ( ))R F R F 的模糊 
性度量 FR(A)定义[63]如公式(3.8)所示: 

 
1

4( ) ( )( )(1 ( )( ))
n

i
FR A R A x R A x

n =

= −∑  (3.8) 

其中, [ ]
( )

( )( ) .
| [ ] |

Ry x

R

A y
R A x

x
∈=
∑

 

3.3   覆盖粒计算模型的不确定性度量 

3.3.1   覆盖近似空间中粗糙集的粗糙度 
粗糙度是一种最简单的不确定性度量方法,它的概念最初是由Pawlak教授提出来的;并且,粗糙度是基于近

似精度而定义的,它在数量上表现为 1 与近似精度的差.之后,黄兵等人[64]将粗糙度的概念引入到了覆盖近似空

间中,用来度量覆盖近似空间中粗糙集的不确定性.该粗糙度的定义见公式(3.9): 

 | ( ) |( ) 1
| ( ) |C
C XX
C X

ρ = −  (3.9) 

3.3.2   覆盖近似空间中粗糙集的粗糙熵 
由于粗糙度所存在的缺点,梁吉业认为,在具有严格偏序关系的两个近似空间中,粗糙集的不确认性度量也

应该具有严格的大小关系.因此,他将粗糙集的粗糙熵定义为知识粗糙熵与粗糙度的乘积[31].之后,黄兵等人[64]

又将粗糙熵的概念引入到了覆盖近似空间中,用来度量覆盖近似空间中粗糙集的不确定性,它能够更好地度量

覆盖近似空间中粗糙集的不确定性,该粗糙熵定义见公式(3.10): 
 EC(X)=ρC(X)E(C) (3.10) 

其中, 2
1

| |( ) log | |
m

i
i

i

CE C C
m=

= ∑ .粗糙熵在一定程度上要精确于粗糙度,但王国胤等人[13]指出,粗糙集的不确定性在 

正域或负域的知识粒度进行细分时,其值应该不变,而公式(3.10)定义的粗糙熵却严格地递减. 
3.3.3   覆盖近似空间中粗糙集的模糊度 

虽然粗糙熵能够较为准确地度量覆盖近似空间中粗糙集的不确定性,但根据王国胤等人[13]的研究结论,粗
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糙集的不确定性在正域或负域的知识粒子进行细分时,其值应该不变.因此,如何更加准确地度量覆盖近似空间

中粗糙集的不确定性已经越来越受到人们的重视.如,徐伟华等人[60]利用 x 在近似空间上的最小描述集与集合

X 的交集再与最小描述集的比值来确定模糊集的隶属函数,其定义见公式(3.11): 

 
1( )

| ( ( )) |( )
| ( ) |C

XF

Md u Xu
Md u

μ ∪ ∩
=

∪
 (3.11) 

魏荣等人[61]利用覆盖上的一个约简集中的元素与集合X的交集再与约简集中的元素之比来确定模糊集的

隶属函数,其定义见公式(3.12): 

 
2( )

| |( ) max |
| |C

X

i
iF

i

K Xx x K
K

μ
⎧ ⎫∩⎪ ⎪= ∈⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 (3.12) 

有了隶属函数的定义之后,就可以用模糊度的公式来计算覆盖近似空间中的粗糙集的不确定性,其主要方

法[65]见公式(3.13): 
 vp(A)=(2/np)⋅d(A,N(A)) (3.13) 

胡军等人[66]提出了一种新的覆盖粗糙集的模糊度这一概念,该模糊度将隶属函数分为 4 种情况,根据这 4
种情况可以得到一个隶属函数,其定义见公式(3.14): 

 

2

| |max ( ) ,                               
| |

( , )
| |max ( ) ( ), ,  

| |

K X K Ad x x X
K

D x X
K X K Md x Ad x x X x U X

K

⎧ ⎧ ⎫∩⎪ ⎪∈ ∈⎪ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎪ ⎩ ⎭= ⎨
⎧ ⎫∩⎪ ⎪⎪ ′ ′∈ ∩ ∈ ∈ −⎨ ⎬⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩

 (3.14) 

然后,再利用如下模糊度公式就可以计算覆盖近似空间中的粗糙集的不确定性: 

 
1

4( ) ( )(1 ( ))C C
X X

n
C
X i iF F

i
F x x

n
δ μ μ

=

= −∑  (3.15) 

 
1

1( ) [ ( ) ln ( ) (1 ( )) ln(1 ( ))]
ln 2 C C C C

X X X X

n
C
X i i i iF F F F

i
F x x x x

n
ξ μ μ μ μ

=

= − + − −∑  (3.16) 

3.4   基于概念格的粒计算模型的不确定性度量 

张文修等人[67]认为,对于不确定性知识,利用外延内涵算子和内涵外延算子可以将知识进行泛化和例化,结
合包含度理论,在不同的泛化和例化知识系统上发现知识,这种方法与粒计算的思路完全一致.曲开社等人在概

念信息粒格上建立了 3 个偏序集:G 偏序集、M 偏序集和 GM 偏序集[68],并将包含度的概念引入到这 3 个偏序

集中,证实了概念信息系统中的内涵、外延和蕴涵规则均可以归结为偏序集上的序表示及包含度表示. 
定义 3.1[69]. 设 U 是一个论域,集合 A,B 是 U 中的两个子集,集合 A 包含于集合 B 的程度 D(B/A)称为包含

度.它满足以下 4 个条件:(1)  0≤D(B/A)≤1;(2) 若 A⊂B,则 D(B/A)=1;(3) 若 A⊂B⊂C,则 D(A/C)≤D(A/B);(4) 若
A⊂B,对∀C∈U 有 D(A/C)≤D(B/C). 

在定义 3.1 中:条件(1)是对包含度的规范化,包含度在[0,1]中取值;条件(2)表示包含度与经典包含的协调性,
经典包含关系是包含度为 1 的特殊情况;条件(3)与条件(4)是包含度的单调性.在使用包含度时,有时可仅利用条

件(3)或条件(4)之一即可.包含度理论是一种描述不确定性关系的有效的度量方法[69],概率推理方法、证据推理

方法、模糊推理方法以及信息推理方法等不确定性推理方法都可以归结为包含度,其方法可参见文献[70].包含

度理论作为一种描述不确定性关系的有效度量方法,概括了概率推理方法、证据推理方法、模糊推理方法以及

信息推理方法等已有的不确定性推理方法,为不确定性推理提供了一个一般性原理,在人工智能、专家系统和

模糊集理论等领域[70−73]有着重要的应用. 

4   待解决的问题及其展望 

在粒计算模型中,知识的不确定性度量的研究工作引起了很多研究者的关注,在模糊集理论、粗糙集理论
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和商空间理论的逐渐发展和完善过程中,虽然知识的不确定性理论已逐渐形成,并取得了一定的研究成果和一

些重要结论,但是,随着粒计算理论的发展,在不同层次的信息粒空间中,知识不确定性度量、知识本身的不确定

性以及知识不确定性随粒度的变化关系等内容还有待进一步的研究.当前主要的研究现状可见表 3. 
由表 3 可以看出,知识的粒度、粗糙度和粗糙熵、模糊度和模糊熵是人们研究的热点问题,模糊集模型的

不确定性研究主要是模糊度;粗糙集模型的不确定性主要反映在粗糙度、粗糙熵、模糊度、模糊熵以及知识的

粒度方面,粗糙集的模糊度和模糊熵主要是将粗糙集转化为一个模糊集后,对模糊集的不确定性进行度量;商空

间模型的不确定性主要探讨它的粒度和信息熵;而扩展粒计算模型的不确定性主要讨论当知识空间由划分近

似空间转化为覆盖近似空间后所带来的不确定性的变化,这些方面的结论还不够完善.根据表 3 提供的研究状

态,还有很多具体的问题值得进一步的探讨,本节将对这些问题加以探讨. 

Table 3  Research status of uncertainty measurement of granular computing model 
表 3  粒计算理论模型的不确定性度量的研究状态 

Research issue Uncertainty classification Research method Relevant granular computing model 
Information entropy theory Rough set model, cloud model 

Probability theory Rough set model Uncertainty of knowledge  
or knowledge space 

Granularity Quotient space model, rough set model 
Roughness Rough set model 

Rough entropy Rough set model 
Fuzziness Fuzzy set model, rough set model 

Partitioning 
approximation 

space 
Fuzzy entropy Fuzzy set model, rough set model 

Roughness Rough set model, fuzzy rough set model
Rough entropy Rough set model, fuzzy rough set model

Fuzziness Rough set model, rough fuzzy set model

Uncertainty 
measurement 
of granular 
computing 

model 

Uncertainty 
caused by 
concepts 
change in 

knowledge 
space 

Covering 
approximation 

space 
Fuzzy entropy Rough set model 

 

4.1   确定性和不确定性在不同粒层的转化 

人类智能可以从极不相同的粒度或者尺度上观察和分析同一问题,而且还能够很快地从一个粒度世界跳

到另一个粒度世界,往返自如,这也是人类不确定性智能的魅力所在[7].在知识不确定性问题的研究中,知识的不

确定性和确定性并非完全对立,在一定程度上可以相互转化,不同粒层次之间的转换是粒计算的一个主要问题.
在不同粒度上的概念反映了确定性和不确定性之间的转换关系,知识的不确定性实质上是其所含信息的多少

的更深层次的刻画.某一粒度层次的不确定性可能是更高层次上的确定性,种种不确定性中还可能隐藏着某些

确定的规律等.如何在不同粒层之间寻找能够形式化地表示不确定性现象的规律性,至少是某种程度的规律性,
从而使粒计算理论能够模拟人类认识客观世界,认识人类本身的认知过程.如何结合模糊集的方法,描述知识在

不同粒度层次上不确定的程度,以便人们寻找合适的粒化空间等.这些都是值得深入研究的课题. 

4.2   不确定性问题的确定性度量 

精确数学是描述确定性规律的,对于不确定性现象,人们也获得一些描述方法.如概率论是揭示随机现象的

统计规律性,模糊集和粗糙集是揭示模糊现象的亦此亦彼的规律性,它们是对精确数学的突破和发展.在概率论

中概率为 1 的事件称为必然事件,是确定发生的;在模糊集理论中,隶属函数为 1 的对象必然属于某个集合;在粗

糙集理论中,下近似集中的元素是确定的元素.因此,不确定性现象中都蕴涵着确定的规律,如概率论的统计规

律(如大数定律和中心极限定理等),这种确定的规律有助于人们更好地把握随机现象.但是,模糊现象和其他不

确定性现象中是否蕴涵着确定的规律?如果这种规律存在,如何用精确的数学刻画出来?换句话说,就是如何用

精确的数学揭示不确定形象蕴涵的确定性规律,以便于人们更好地把握不确定性现象,这是不确定性问题研究

的重要任务之一. 

4.3   认知粒计算模型的不确定性度量 

人类认识事物的过程是一个极其复杂的过程,擅长通过联想的、直觉的、创造的形象思维来认知新的事物,
很少像计算机一样作精确的数学运算或者逻辑推理,但是这并不妨碍人类具有发达的、灵活的智能和模式识别
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能力.在人脑感知和认识世界的过程中,信息被自顶向下进行粒化和分层次表示,从不同层次或不同侧面来把握

事物的信息特征,而不是机械地记住事物的每个信息特征.但是必要的局部信息特征是需要的,这个过程正是认

知的粒计算模型.自从粒计算研究受到人们关注以来,认知的粒计算模型或方法吸引了研究者的目光.在某个粒

度层次上,人脑获得的信息有可能不够全面,从而导致人脑对事物的认知具有一定的不确定性.这种不确定性如

何度量?随着粒度层次的变化,这种不确定性如何变化?它对信息的粒化程度如何提供判断依据?这些问题还未

很好地解决,但对它们的解决将有利于促进认知粒计算理论的发展,为认知的不确定性研究提供理论依据. 

4.4   自主式粒计算模型中的不确定性度量 

在没有领域先验知识条件下的不确定知识主动式学习,是机器学习领域中新兴的热点问题.对于不确定性

问题的研究,还缺乏摆脱先验知识、完全由原始数据自主决策的理论方法.如果能够摆脱学习过程中对先验知

识的依赖,由数据自主地完成知识的获取过程,无疑将对机器学习理论的发展和应用起到重要的推动作用.近年

来 ,王国胤提出的面向领域的数据驱动的数据挖掘方法 (domain-oriented data-driven data mining,简称

3DM)[27,74−76]正是研究如何面向用户从数据信息中提取有用的知识.这种方法摆脱了传统方法必须依赖先验知

识的束缚,知识可以视为数据信息针对不同的用户形成的不同的表达形式.因此,数据信息的不确定性不会随着

知识表现形式的不同而发生变化,应该保持不变.当前,不同知识的不确定性度量方法各异,如何针对由相同数

据信息产生的不同形式的知识进行不确定性度量,使得它们的不确定性保持不变(或者在一定程度上的不变)是
自主式知识获取或机器学习的重要课题,该课题的研究有助于不确定性度量方法的统一. 

4.5   云模型及其不确定性度量 

自然语言是不确定性知识的最好表示方式.自然语言中的不确定性,本质上来源于人脑思维的不确定性.人
脑的思维过程从来不是纯数学的、纯定量的,这种不确定性使得人们通过语言交互有了更丰富的理解空间和认

知能力.云是用自然语言值表示的某个定性概念与其定量表示之间的不确定性转换模型.以云模型表示自然语

言中的基元——语言值,用云的数字特征——期望(Ex)、熵(En)和超熵(He)表示语言值的数学性质.云模型通过

每个数字特征的双重性,统一刻画了语言值中大量存在的随机性、模糊性以及两者之间的关联性,实现定性语

言值与定量数值之间的自然转换.以信息粒为单位的粒计算与人类的不确定推理有相似之处,是研究知识不确

定性的又一种重要方法.基于云模型来构建信息粒,所构建的信息粒度可以灵活变化,一个定性概念反映出来的

信息粒度可以用这个概念的云的数字特征来度量.不同信息粒度之间的概念在概念空间会形成层次的结构,在
不同的抽象层次可以构成不同的由云模型表示的概念集.结合云模型和粒计算模型研究自然语言基元的定性

定量转换模型,给出不确定性转换模型的形式化方法,这将是粒计算的一个重要研究方向. 

4.6   构建粒计算理论的不确定性度量的公理 

粒计算模型的不确定性度量研究根据不同的方法有不同的度量原理,但是随着不确定性研究的不断深入,
人们不得不面对不确定性度量的公理化问题.不同的研究者从不同的角度提出了不同的不确定性度量的标准,
这些标准有的相同,有的不同,虽然都是根据自己提出的度量公式给出的特殊标准,但还没有形成不确定性度量

的公理.因此,粒计算理论模型不确定性度量的公理化问题是一个亟需解决的问题.如果能够构建类似于概率论

公理化的定义,将有助于不确定性度量的标准化和规范化,以进一步促进粒计算理论框架的统一. 

5   结束语 

近年来,知识的确定性与不确定性研究受到越来越多的关注,对确定性的追求是人们的一种期待与理想,拉
普拉斯关于“计算宇宙未来”的论断是确定性追求的大胆设想.但是,人类在对确定性的追求过程中已认识到不

确定性的作用.随着量子力学、爱因斯坦相对论和混沌等理论的发展,人们认识到知识是随着认知空间和认知

环境在发生变化的,表现出一定程度的不确定性.这充分体现出人类认知的不确定性.人们在模拟人类的确定性

智能方面已经取得诸多成就,但是对人类的不确定性智能的研究仍然处于探索阶段.知识的不确定性研究是未

来可能取得重大突破的研究方向.粒计算是模拟人类认知复杂问题求解过程而提出来的新的方法论,主要包括

模糊集理论、粗糙集理论和商空间理论等计算模型.通过研究粒计算模型中知识的不确定性,从而使机器模拟
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人脑具备处理知识不确定性的智能,还有很长的路要走,还期待脑科学、认知科学的突破.本文基于粒计算模型

研究了知识的不确定性问题,对粒计算模型中知识不确定性问题的研究进行了总结和展望.希望这些探讨能够

对促进粒计算理论、不确定性人工智能和认知科学等相关研究的发展提供帮助并能有所借鉴. 
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