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Abstract:  In the study of particle swarm optimization, propertly using the individual experience and social 
sharing information of particles has always been a problem. To solve this problem, this paper analyzes the random 
factors in updating the velocity eguation in the view of cognition and creates the intrinsic cognitive relation between 
individual experience and social sharing information. First, a correlative particle swarm optimization model is 
developed, which uses the Copula function to measure the dependence among random factors. In the new model, the 
different correlation structures and degrees of correlation between random factors can denote different strategies, 
which are used to process individual experience and social sharing experience. Meanwhile, this paper provides a 
flowchart of the correlative particle swarm optimization model, based on Gaussian Copula. Second, the relationship 
between the degrees of correlation and population diversity is presented, which shows that the random factors with 
positive linear correlation avail to maintain population diversity. Finally, the relationship between the degrees of 
correlation and convergence is analyzed and the convergence conditions of the correlative particle swarm 
optimization model are provided. Experimental simulations show that the correlation of random factors have a much 
greater influence on the performance of the new model, which can greatly improve convergence velocity and 
precision when the random factors are a completely positive linear correlation. 
Key words:  PSO (particle swarm optimizer); correlation; Copula; convergence 

摘  要: 在粒子群优化算法中,粒子如何合理地利用自身经验信息和群体共享信息的问题一直未能有效解决.针
对这一问题,基于认知论的观点,对速度更新公式中的随机因子进行了分析,建立了粒子对自身经验信息和群体共享
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信息认知的内在联系,提出了相关性粒子群优化模型.该模型采用 Copula 函数去刻画随机因子间的相关结构,而不

同的相关结构和相关性程度反映了粒子对自身经验信息和群体共享信息的利用策略的差异,同时给出了基于

Gaussian Copula 的相关性粒子群优化模型的实现方法.理论上给出了随机因子间相关程度与群体多样性的关系式,
表明了当随机因子间正线性相关时有利于维持群体的多样性.证明了随机因子间相关程度与算法收敛性的关系,同
时给出了相关性粒子群优化模型的收敛条件.仿真实验结果表明,随机因子间相关程度的水平设置对模型的优化性

能有非常显著的影响,当粒子的自身经验信息和群体共享信息被同等利用时,模型表现出优良的整体性能. 
关键词: 粒子群优化;相关性;Copula;收敛性 
中图法分类号: TP183   文献标识码: A 

粒子群优化(particle swarm optimizer,简称 PSO)[1]是一种基于群体智能的优化算法,受到人工生命和社会心

理学的启发,由美国社会心理学家 Kennedy 和电气工程师 Eberhart 于 1995 年提出,其基本概念源于对鸟群和鱼

群捕食行为的研究.由于 PSO 算法具有概念简单、实现容易、不受问题解空间限制性假设的约束等优点,使其

在电力系统、机器学习、模式识别、图像处理等领域得到了广泛的应用[2].PSO 算法的第 i 个粒子在第 d 维空

间的运动方程,可以由一组差分方程来描述,如公式(1)、公式(2)所示: 
 Vid(t+1)=ωVid(t)+c1r1(t)(Pid(t)−Xid(t))+c2r2(t)(Pgd(t)−Xid(t)) (1) 
 Xid(t+1)=Xid(t)+Vid(t+1) (2) 
其中:Xid 和 Vid 分别代表第 i 个粒子第 d 维的位置与速度分量,|Vid|≤Vmax;Pid 为粒子个体所经历的历史最佳位置

(pbest)分量;Pgd 为群体所经历的历史最佳位置(gbest)分量;ω为惯性权重;c1 和 c2 为加速系数;r1 和 r2 为[0,1]之间均

匀分布的随机数,称为随机因子.算法的速度更新方程可分成 3 项:第 1 项为动量部分,表示粒子以先前速度所进

行的惯性运动;第 2 项为“认知”部分,表示粒子本身的思考;第 3 项为“社会”部分,表示粒子间的信息共享与相互

合作. 
PSO 算法根据个体粒子和群体粒子的搜索经验向着最优解的方向运动,合理地利用粒子的个体经验信息

pbest 和群体共享信息 gbest 为精确有效地寻找最优解提供一条重要途径[3].粒子对这两个信息的利用依赖于下面

两个因素:加速系数和随机因子.加速系数 c1 和 c2 代表将每个粒子推向其 pbest 和 gbest 的统计加速项的权重,加速

系数 c1 和 c2 通常取值为 2[1],Clerc 建议,(c1+c2)/2 的取值为 1.494[4].文献[5]表明,认知参数 c1 选择大些,社会参数

c2 选择小些,但当 c1+c2≤4 时能够得到更好的结果.Ratnaweera[3]提出加速系数随迭代次数线性变化的策略,文
献[6]提出加速系数为 gbest 与 pbest 之比的非线性函数.文献[7]通过度量多样性来调整加速系数.上述策略从一定

程度上改善了 PSO 算法的全局优化能力,但是只针对于加速系数的调整,而忽略了随机因子对算法性能的影响.
目前对随机因子的研究甚少,随机因子 r1,r2 可以保证微粒群体的多样性和搜索的随机性[1].但在经典 PSO 算法

中,r1,r2 的独立性假设使得群体在各自认知及信息共享的部分完全随机地去适应历史,没有加以区别地利用个

体经验和群体共享的信息.为了进一步研究粒子对 pbest 和 gbest 的利用,对随机因子进行深入的探讨是非常必 
要的. 

本文从认知论角度对随机因子进行分析,给出随机因子 r1,r2的相关性假设,提出基于 Copula 相关性 PSO 模

型及具体的模型实现方法.之后,从理论上分析随机因子间相关程度与群体多样性之间的关系,剖析相关性 PSO
模型的内在机理.同时,对随机因子间相关程度与算法收敛性之间的关系进行理论分析,并给出其收敛条件.最
后通过仿真实验表明,粒子对 pbest 和 gbest 不同的认知策略的相关性 PSO 模型的优化性能. 

1   相关性 PSO 模型 

1.1   随机因子的认知分析 

PSO 算法的心理学假设是个体在寻求一致的认知过程中记住它自身信念的同时考虑同事们的信念 [2]. 
pbest,gbest 分别是粒子根据自身的经验持有的信念和粒子对同伴共享信息持有的信念.随机因子 r1 和 r2 刻画了粒



 

 

 

申元霞 等:相关性粒子群优化模型 697 

 

子对持有信念的倾向强度.r1 的随机性反映了粒子对持有的自身信念 pbest 是否会影响算法收敛速度的不确定

性;r2的随机性则反映了粒子对共享信念 gbest是否为全局最优的不确定性.r1,r2的随机性综合体现了粒子在认知

过程中的非理性行为,反映出粒子作为认知主体的情绪[8].加速系数视为粒子对这种情绪的心理效应[8],加速系

数的增大或减小是对该情绪的放大或减弱. 
粒子对 pbest 和 gbest 信息的利用实质上就是对这两个信息进行认知和加工.由上面的分析可知:随机因子

r1,r2 的独立性假设忽视了粒子对 pbest 和 gbest 认知的联系;同时,单纯的加速系数调整也不能体现 pbest 和 gbest 在

信息加工系统中的内在联系.如何权衡信息加工系统中对 pbest 和 gbest 的利用,需要建立粒子对这两个信息持有

态度的关联性,即随机因子 r1,r2 的相关性描述和分析. 

1.2   基于Copula相关性的PSO模型 

相关性分析是研究事物的相互关系,测定它们联系的紧密程度,揭示其变化的具体形式和规律性的统计方

法.在相关性理论中,线性相关系数是分析随机变量间相关关系的一个重要工具.但是近年来却发现,线性相关

系数在描述相关性时存在一定的缺陷[9],而 Copula 函数[10]为相关性的全面分析提供了一条崭新的途径.因此,本
文采用 Copula 来刻画随机因子的相关性.Copula 由 Sklar 于 1959 年首度引入,在 20 世纪 90 年代后期得到了极

大的重视并得以迅速发展,在金融风险分析的相关性建模中得到成功的应用[11]. 
1.2.1   Copula 的相关知识 

Copula 函数实际上是一种将联合分布与其各自的边缘分布连接在一起的函数,称为连接函数.鉴于本文仅

讨论两个随机因子 r1,r2 的相关性,下面给出二元 Copula 函数的有关定义及定理. 
定义 1[10]. 一个二元函数 C:[0,1]2→[0,1],如果满足以下两个条件: 
(1) 对于∀t∈[0,1],C(t,0)=C(0,t)=0 且 C(t,1)=C(1,t)=t; 
(2) 对于 u1,u2,v1,v2∈[0,1]且 u1≤u2,v1≤v2,有 C(u2,v2)−C(u1,v2)−C(u2,v1)−C(u1,v1)≥0, 

则称函数 C 为一个 Copula. 
Copula 理论中的奠基性工作就是著名的 Sklar 定理,它是一切基于 Copula 的相关性分析的理论支撑. 
定理 1[10]. 设随机变量 X,Y 的联合分布函数为 H:R2→[0,1],其边缘分布函数分别为 FX,FY,则存在一个

Copula C:[0,1]2→[0,1],对任意 x=(x1,x2)∈R2,有 
 H(x1,x2)=C(FX(x1),FY(x2)) (3) 

相反地,如果 C:[0,1]2→[0,1]是一个 Copula 函数,FX,FY 分别是随机变量 X,Y 的分布函数,那么存在一个以

FX,FY 为边缘分布的联合分布函数 H,满足对任意的(u1,u2)∈[0,1]2,有 

 1 1
1 2 1 2( , ) ( ( ), ( ))X YC u u H F u F u− −=  (4) 

而且,如果 FX,FY 是连续的,则 Copula 函数 C 是唯一的;否则,C 在 Ran(FX)×Ran(FY)上唯一确定.Ran(F)表示

函数 F 的值域. 
Sklar 定理指出 Copula 函数的存在性,同时给出如何利用联合分布函数求解 Copula 函数的方法.Copula 理

论中有 3 种基本的 Copula:Fréchet-Hoeffding 下界 W(u,v)=max(u+v−1,0),Fréchet-Hoeffding 上界 M(u,v)=min(u,v)
和乘积 Copula:Π(u,v)=uv.如果将这 3 种 Copula 函数均视为两个[0,1]均匀分布随机变量 U,V 的联合分布函数,
则这 3 种特殊的 Copula 函数依次对应着 3 种特殊的相关关系:完全负线性相关(U=1−V)、完全正线性相关(U=V)
和独立.Copula 函数与其 Fréchet-Hoeffding 上、下界之间有如下 Fréchet-Hoeffding 界值定理: 

定理 2[10]. 设 C 为任意给定的一个 Copula 函数,则对任意 u,v∈[0,1]2,有 
 W(u,v)≤C(u,v)≤M(u,v) (5) 

Copula 函数有很多类型,不同类型的 Copula 有不同的特征,可以描述不同的相关结构.在常见的 Copula 中, 
Gaussian Copula 用于线性相关的结构,Gumbel Copula 用于极值分布,而 Archimedean Copula 和 t-Copula 用于尾

部相关性研究[10]. 
Gaussian Copula 是椭圆 Copula 簇中的一种,也是一种最常见且应用最为广泛的 Copula.利用 Sklar 定理,可

以得出二元 Gaussian Copula 的定义. 



 

 

 

698 Journal of Software 软件学报 Vol.22, No.4, April 2011   

 

定义 2[10]. 对于任意(u,v)∈[0,1]2,二元 Gaussian Copula 可定义为 
 Cρ(u,v)=Φρ(Φ−1(u),Φ−1(v)) (6) 

式中的Φ是标准正态变量 X 和 Y 的分布函数;Φρ是二维正态变量 X,Y 的联合分布函数;Φ−1 是Φ的逆函数;ρ
是随机变量 X 和 Y 的线性相关系数,且−1<ρ<1.ρ 的不同取值反映了随机变量 X 和 Y 之间不同的相关特性.当
ρ=−1 时,令 Cρ(u,v)=W(u,v);当ρ=0 时,令 Cρ(u,v)=Π(u,v);当ρ=1 时,令 Cρ(u,v)=M(u,v). 
1.2.2   模型描述 

在经典的 PSO 算法中,随机因子 r1,r2 的概率假设为两个独立的[0,1]均匀分布随机变量,模型描述简单.刻画

随机因子 r1,r2 的相关性则是建立相关性 PSO 模型的关键.由 Copula 函数的定义可知,二元 Copula 函数的实质

是两个[0,1]均匀分布随机变量的联合分布函数.因此,本文将采用 Copula 函数描述随机因子 r1,r2 的相关结构,
具体如下: 
 H(r1,r2)=C(r1,r2) (7) 

式中的 H 为随机因子 r1,r2 的联合分布函数,C 为相应的 Copula 函数.在给出随机因子 r1,r2 的相关性假设公

式(7)后,就可以得出相关性 PSO 模型的定义. 
定义 3. 由公式(1)、公式(2)和公式(7)共同描述粒子运动规律的算法模型称为相关性 PSO 模型. 
在相关性 PSO 模型中,随机因子 r1,r2 的不同相关性结构(Copula 函数)和同一相关性结构下不同的相关性

程度都体现了粒子对 pbest 和 gbest 不同的认知策略.随机因子的相关性假设为探求粒子对 pbest 和 gbest 的利用平衡

问题提供了一条新的途径. 
Gaussian Copula 是关于线性相关系数ρ的分布函数簇,可以全面反映随机因子 r1,r2 的线性相关特性.同时,

具有 Gaussian Copula 的相关随机数的生成算法较为简单.本文将采用 Gaussian Copula 描述随机因子 r1,r2 的相

关结构,对应的线性相关系数ρ刻画了随机因子间的相关程度以及不同的相关系数对应粒子对 pbest 和 gbest 的不

同的认知策略. 
1.2.3   模型实现 

在经典 PSO算法中,随机因子 r1,r2为独立的[0,1]均匀分布随机变量,算法实现方法简单.在相关性 PSO模型

中,随机因子 r1,r2 为相关随机变量,模型实现的难点是如何生成两个相关的具有给定 Copula 函数的随机因子.
相关随机变量的生成方法有很多,其中最常用的是直接利用 Copula 函数 C(u,v)的方法.直接利用 Copula 函数的 

生成方法具有很大的局限性,它需要计算 C 的偏导 Cu(或 Cv)及偏导的拟逆 ( 1)
uC − (或 ( 1)

vC − )[10].由于 Copula 函数表 

达的复杂性,这些计算往往仅能通过数值方法来实现.采用 Gaussian Copula 描述的相关性 PSO 模型无需直接借

助 Gaussian Copula 的函数表达,通过线性变换就可以产生具有 Gaussian Copula 的相关的[0,1]均匀分布随机数. 
下面给出基于 Gaussian Copula 相关性 PSO 模型实现的具体流程. 
第 1 步.初始化算法参数; 
第 2 步.产生初始群体,其中所有子粒的位置和速度都是随机的,并给 gbest 粒子赋予初值; 
第 3 步.群体的进化操作: 

1) 给定相关系数ρ,生成相关的[0,1]均匀分布随机变量 r1,r2; 
(a) 产生两个独立的[0,1]均匀分布的随机变量 u1,u2; 
(b) 计算 x=Φ−1(u1),y=Φ−1(u2).其中,Φ(⋅)是标准正态分布的分布函数; 
(c) 由 Cholesky 分解获得两个相关的服从正态分布的随机数 x,y:x=x,y=ρ x+(1−ρ2)0.5y; 
(d) 计算 r1=Φ(x),r2=Φ(y),r1,r2 就是具有 Gaussian Copula Cρ(u,v)的两个随机数; 

2) 用公式(1)、公式(2)分别更新粒子的速度和位置; 
3) 计算粒子的目标函数; 
4) 更新粒子的 gbest 和 pbest; 

第 4 步.算法收敛性判断; 
第 5 步.若未达到结束条件(通常为预设的运算精度或迭代次数),则返回步骤 3,开始下一轮迭代计算:否则,
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取当前 gbest 作为最优解. 

2   相关性 PSO 模型的粒子行为分析 

2.1   粒子认知策略分析 

Gaussian Copula 是一类特殊的椭圆 Copula.由 Gaussian Copula 的定义 2 可知,Cρ(r1,r2)=Cρ(r2,r1),即对于不

同的相关系数ρ而言,随机因子 r1,r2 在矩形区域[0,1]×[0,1]中的取值是关于对角线 r1=r2 对称的,且随着相关系数

ρ∈[−1,1]的增大,随机因子 r1,r2 的取值在对角线 r1=r2 附近的聚集程度有所增加.特别地,当ρ=1 时,随机因子 r1,r2

的取值完全落在对角线 r1=r2 上.图 1 给出了具有 Gaussian Copula 且相关系数分别为−1,−0.4,−0.8.0.4,0.8 和 1
的随机因子 r1,r2 的取值分布散点图.该图反映了随机因子 r1,r2 的分布关于对角线 r1=r2 的对称性以及不同相关

系数所对应的 r1,r2 的取值在对角线 r1=r2 附近的聚集程度. 
对于基于 Gaussian Copula 的相关性 PSO 模型,随机因子 r1,r2的取值关于对角线 r1=r2的对称性反映了粒子

在整个寻优过程中对极值信息 pbest 和 gbest 利用的均衡性.随着相关系数ρ的增加,随机因子 r1,r2 的取值在对角线

r1=r2附近的聚集程度有所提高,这进一步反映了粒子在局部寻优过程中对极值信息 pbest和 gbest的均衡利用程度

随相关系数ρ的增加而增大. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Bivariate scatter diagram of Gaussian Copula with different correlation coefficients 
图 1  不同相关系数的 Gaussian Copula 二维随机变量的散点图 

2.2   群体多样性分析 

群体多样性是用来表征群体内个体特征的差异性,是刻画群体进化过程中的一个重要特征.其实质是粒子

的位置相对于某个几何中心的离差程度,几何中心的选取通常是重心.Shi给出了一种广义的群体多样性计算公

式[12]: 

  2

1 1

1( ( )) [ ( ) ( )]
N D

id d
i d

div X t X t X t
ND = =

= −∑∑  (8) 

其中, 1( ) ( )N
d idiX t X t N

=
= ∑ 是所有粒子位置 X(t)重心的 d 维分量,N 是种群规模,D 是待求解问题的维数. 

为了研究相关系数ρ对粒子群体多样性的影响,本文在当前状态下考察粒子群体下一时刻的群体多样性的

变化.t+1 时刻,群体多样性的表达式为 

 2
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1( ( 1)) [ ( 1) ( 1)]
N D

id d
i d

div X t X t X t
ND = =

+ = + − +∑∑  (9) 

其中,
1

( 1) ( 1)N
d idi

X t X t N
=

+ = +∑ .此时,各个粒子在 t 时刻以及 t 时刻以前的位置和速度等信息都是已知的,粒 
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子在 t+1 时刻的位置由公式(1)、公式(2)、公式(7)共同确定.显然,由于随机因子 r1,r2 的随机性,公式(9)中 
Xid(t+1), ( 1)dX t + 均为 r1,r2 的随机函数.因而,群体在 t+1 时刻的种群多样性 div(X(t+1))也是随机的. 

鉴于 div(X(t+1))的随机性,本文采用期望效用最大的策略来确定相关系数ρ的选取.对公式(9)两端求数学期

望可得: 
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 (10) 

又 E(Xid(t+1))=Xid+Vid(t)+0.5c1(Pid(t)−Xid(t))+0.5c2(Pgd(t)−Xid(t)),则有 

 2 2 2 2
1 1 2 2

1[ ( 1)] { [ ( ) ( )] 2 [ ( ) ( )][ ( ) ( )] [ ( ) ( )] }
12id id id id id gd id gd idVar X t c P t X t c c P t X t P t X t c P t X tρ+ = − + − − + −  (11) 

综合公式(10)、公式(11)可得: 

 1 2
0
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其中, 2 2 2 2
0 1 22
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NE div X t c P t X t c P t X t div E X t
N D = =

−
+ = − + − + +∑∑ 是相关系数ρ=0时群 

体在下一时刻 t+1 的多样性的期望,即经典 PSO 的预期的群体多样性. 
由公式(12)可知,为了分析相关系数ρ对群体多样性的影响,仅需考虑公式(12)第 2 项取值的符号问题.第 

2 项的和式 [ ( ) ( )][ ( ) ( )]id id gd idP t X t P t X t− −∑∑ 是 ND 个乘积项[Pid(t)−Xid(t)][Pgd(t)−Xid(t)]的和.根据 Xid(t)与 

Pid(t),Pgd(t)的位置关系,当 Xid(t)位于 Pid(t)与 Pgd(t)的同侧时,乘积项[Pid(t)−Xid(t)][Pgd(t)−Xid(t)]>0;当 Xid(t)位于

Pid(t)与 Pgd(t)之间时,乘积项[Pid(t)−Xid(t)][Pgd(t)−Xid(t)]<0.又对于所有的粒子而言,至少有一个粒子(不妨假定为

第 i 个粒子)的 Pi 与 Pg 是相等的,此时,对应的所有乘积项[Pid(t)−Xid(t)][Pgd(t)−Xid(t)]>0(d=1,…,N).因此, 
P([Pid(t)−Xid(t)][Pgd(t)−Xid(t)]>0)>2/3. 

不失一般性,假定|[Pid(t)−Xid(t)][Pgd(t)−Xid(t)]|=θ+η,其中,θ为正常数,η~N(0,δ)为白噪声,则有 
μ=E[Pid(t)−Xid(t)][Pgd(t)−Xid(t)]>0. 

依据概率论中的大数定理,对任意ε>0 有 

1 1

1lim {[ ( ) ( )][ ( ) ( )]} 1,
N D

id id gd idND i d
P P t X t P t X t

ND
μ ε

→∞ = =

⎛ ⎞
− − − < =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑  

即 

 
1 1

1lim {[ ( ) ( )][ ( ) ( )]} 0 1
N D

id id gd idND i d
P P t X t P t X t

ND→∞ = =

⎛ ⎞
− − > =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑  (13) 



 

 

 

申元霞 等:相关性粒子群优化模型 701 

 

综合公式(12)、公式(13)可得如下定理: 
定理 3. 对于相关性 PSO 模型,群体预期多样性的期望 E[div(X(t+1))]随着相关系数ρ(0≤ρ≤1)的增加而 

增加. 
由定理 3 可知,为使群体在下一时刻 t+1 时保持较高的多样性,相关性 PSO 模型应选择尽可能大的相关系

数,极端情形时,ρ=1.结合第 2.1 节有关基于 Gaussian Copula 的相关性 PSO 模型的认知策略分析,可以得出如下

推论: 
推论. 对于基于 Gaussian Copula 的相关性 PSO 模型,群体预期的多样性的期望 E[div(X(t+1))]随着粒子对

极值信息 pbest 和 gbest 的均衡利用程度的提高而有所增加. 

3   相关性 PSO 模型的收敛性分析 

PSO 的收敛性分析方法已有了较为深入的研究,文献[13,14]基于线性离散系统理论进行 PSO 收敛性分析,
并给出了收敛条件.但在稳定性分析过程中,由于上述方法回避了 PSO 系统是一个带有随机因素的线性时变系

统这一问题,文献[15,16]利用随机分析的方法讨论了 PSO 的收敛性,进而给出了更为合理的在考虑随机因素情

况下的收敛条件.本文将在此基础上,利用随机过程的分析手段对相关性 PSO 模型进行收敛性分析. 

3.1   粒子位置的期望收敛分析 

相关性 PSO 模型是一个带有“认知”部分和“社会”部分两个随机项且考虑了两个随机因子 r1,r2之间相关性

的线性时变系统.为了便于分析和表达,将问题空间简化为一维,且仅研究 PSO 中的某一个粒子 i 的运动过程.
在粒子寻优后期(收敛期),假设 Pi 和 Pg 在粒子 i 的运动过程中不发生变化,由公式(1)、公式(2)和公式(7)可得粒

子 i 运动的状态方程为 
 V(t+1)=ωV(t)+c1r1(t)(Pi−X(t))+c2r2(t)(Pg−X(t)) (14) 
 X(t+1)=X(t)+V(t+1) (15) 

式中的随机因子 r1 和 r2 是[0,1]均匀分布且相关系数为ρ的相关随机变量(在收敛性分析过程中,由于不 
涉及到随机因子间的相关结构,因此,以下有关的收敛性分析结果对随机因子不同的相关结构均是适合的). 

将公式(14)的时间项向前推一步,并将公式(15)代入公式(14)可得: 
 X(t+1)=(1+ω−(c1r1(t)+c2r2(t)))X(t)−ωX(t−1)+c1r1(t)Pi+c2r2(t)Pg (16) 

在公式(16)中,X(t)是随机变量,那么迭代过程{X(t)}可看成是一个随机过程.对公式(16)两端求数学期望,可
得关于 X(t)的一个二阶差分方程如下: 
 E(X(t+1))=(1+ω−(c1+c2)/2)E(X(t))−ωE(X(t−1))+(c1Pi+c2Pg)/2 (17) 

特征方程为 
 λ2−(1+ω−(c1+c2)/2)λ+ω=0 (18) 

{E(X(t))}的收敛性分析将以二阶差分方程(18)为讨论基础,相关结论如下: 
定理 4. 如果ω,c1,c2≥0,0≤ω<1 且 0<c1+c2<4(1+ω),序列{E(X(t))}收敛于(c1Pi+c2Pg)/(c1+c2). 
证明:根据公式(18)可以得到特征方程的特征根:λ=0.5|(1+ω−(c1+c2)/2)±((1+ω−(c1+c2)/2)2−4ω)0.5|,如果需要

序列{E(X(t))}收敛,那么特征根的最大值将小于 1,从下面两个方面来考虑: 
1. 当(1+ω−(c1+c2)/2)2<4ω时,有两个复根,令其为λ1,λ2,则有|λ1|2=|λ2|2=ω.由于 0≤ω<1,所以 max{|λ1|,|λ2|}<1,

因此可得 2(1+ω−2ω0.5)<c1+c2<2(1+ω+2ω0.5). 
2. 当(1+ω−(c1+c2)/2)2≥4ω,即 c1+c2≥2(1+ω+2ω0.5)或 c1+c2≤2(1+ω−2ω0.5)时,有两个实根λ1,λ2,当 c1+c2≤

2(1+ω−2ω0.5)时,需要 max{|λ1|,|λ2|}<1,则有 0.5|(1+ω−(c1+c2)/2)±((1+ω−(c1+c2)/2)2−4ω)0.5|<1,得到 0<c1+c2≤2(1+ 
ω−2ω0.5).当 c1+c2≥2(1+ω+2ω0.5)时,需要 max{|λ1|,|λ2|}<1,则有 0.5|(1+ω−(c1+c2)/2)±((1+ω−(c1+c2)/2)2−4ω)0.5|>−1,
得到 2(1+ω+2ω0.5)<c1+c2<4(1+ω). 

综合上述两个方面,序列{E(X(t))}收敛的条件是 0≤ω<1 和 0<c1+c2<4(1+ω).当序列{E(X(t))}收敛时,可以得

到 EX=(1+ω−(c1+c2)/2)EX−ωEX+(c1Pi+c2Pg)/2,整理可得 EX=(c1Pi+c2Pg)/(c1+c2). □ 
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3.2   粒子位置方差的收敛分析 

为了进一步讨论粒子位置期望收敛的稳定性,下面需要考察粒子位置变量方差的收敛性. 
为了简化表达,令 
• v=(c1+c2)/2; 
• μ=(c1Pi+c2Pg)/(c1+c2); 
• ψ=1+ω−v; 
• Z(t)=c1r1(t)+c2r2(t)−v; 
• U(t)=c1c2(r2(t)−r1(t))(Pg−Pi)/(c1+c2); 
• Y(t)=X(t)−μ. 
由公式(16)可以得到: 

 Y(t+1)=(ψ−Z(t))Y(t)−ωY(t−1)+U(t) (19) 
显然,Y(t)也是随机变量,且 E(Y(t))=E(X(t))−μ,D(Y(t))=D(X(t)). 
由于随机因子 r1(t)和 r2(t)是相关的[0,1]均匀分布随机变量,且相关系数为ρ,于是可得: 
• E(Z(t))=E(U(t))=0; 
• D(Z(t))=D(c1r1(t)+c2r2(t))= 2

1c D(r1(t))+ 2
2c D(r2(t))+2c1c2cov(r1(t),r2(t))=(

1 2

2 2
1 2 1 2 ,2 r rc c c c ρ+ + )/12; 

• D(U(t))=(c1c2(Pg−Pi)/(c1+c2))2(1−ρ)/6; 
• E(Z(t)U(t))=c1c2(Pg−Pi)(c2−c1)(1−ρ)/(12(c1+c2)). 
注意,这里的ρ对于序列{X(t)}是固定的.记 Z=D(Z(t)),U=D(U(t))和 T=E(Z(t)U(t)).由于 Y(t)和 Y(t−1)相关, 

而 Y(t),Y(t−1)和 U(t),Z(t)之间是相互独立的,所以,E(Y(t+1)2),E(Y(t+2)2)和 E(Y(t+1)Y(t))有如下计算结果: 
 E(Y(t+1)2)=(ψ2+Z)E(Y(t)2)+ω2E(Y(t−1)2)+U−2ωψE(Y(t)Y(t−1))−2TE(Y(t)) (20) 
 E(Y(t+2)2)=(ψ2+Z)E(Y(t+1)2)+ω2E(Y(t)2)+U−2ωψE(Y(t+1)Y(t))−2TEY(t+1) (21) 
 E(Y(t+1)Y(t))=ψE(Y(t)2)−ωE(Y(t)Y(t−1)) (22) 

由公式(22)消去公式(20)和公式(21)的混合项 E(Y(t)Y(t−1))和 E(Y(t+1)Y(t))可得: 
 E(Y(t+2)2)=(ψ2+Z−ω)E(Y(t+1)2)−ω(ψ2−Z−ω)E(Y(t)2)+ω3E(Y(t−1)2)+U(1+ω)−2T(E(Y(t+1))+ωE(Y(t)) (23) 

将D(Y(t))=E(Y(t)2)−(E(Y(t)))2,E(Y(t+2))=ψE(Y(t+1))−ωE(Y(t))和ωE(Y(t−1))=ψE(Y(t))−E(Y(t+1))代入公式(23)
可得: 

 
2 2 3

2 2

( ( 2)) ( ) ( ( 1)) ( ) ( ( )) ( ( 1))

                       [( ( ( 1))) ( ( ( ))) ] 2 ( ( ( 1)) ( ( ))) (1 )

D Y t Z D Y t Z D Y t D Y t

Z E Y t E Y t T E Y t E Y t U

ψ ω ω ψ ω ω

ω ω ω

+ = + − + − − − + − +

+ + − + + + +
 (24) 

再由公式(24),D(Y(t))=D(X(t))和 E(Y(t))=E(X(t))−μ可得 D(X(t))的迭代方程: 

 
2 2 3

2 2

( ( 2)) ( ) ( ( 1)) ( ) ( ( )) ( ( 1))

                       [( ( ( 1)) ) ( ( ( )) ) ] 2 ( ( ( 1)) ( ( ( )) )) (1 )

D X t Z D X t Z D X t D X t

Z E X t E X t T E X t E X t U

ψ ω ω ψ ω ω

μ ω μ μ ω μ ω

+ = + − + − − − + − +

+ − + − − + − + − + +
 (25) 

由公式(25)可知,{D(X(t))}是一个三阶差分定常系统,其特征方程为 
 λ3−(ψ2+Z−ω)λ2+ω(ψ2−Z−ω)λ−ω3=0 (26) 

为了分析上述系统的稳定性条件,借助文献[16]辅助方程的手段.令λ1,λ2,λ3 是特征方程的 3 个根: 
h(λ)=λ3−(ψ2+Z−ω)λ2+ω(ψ2−Z−ω)λ−ω3, 
h(1)=1−(ψ2+Z−ω)+ω(ψ2−Z−ω)−ω3. 

下面给出辅助定理. 
引理. 当 0≤ω<1 和 c1+c2>0 时,max{|λ1|,|λ2|,|λ3|}<1 的充分必要条件是 h(1)>0. 
证明:首先考虑两种特殊的情况: 
1. 当ω=0 时,特征方程式(26)可化为λ2(λ−ψ2−Z)=0 的形式,其特征根分别为λ1=ψ2+Z≥0,λ2=λ3=0. 
此时,max{|λ1|,|λ2|,|λ3|}<1 的充要条件是|λ1|<1 或 h(1)=1−|λ1|>0. 
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2. 当ψ=0,即 c1+c2=(1+ω)/2 时,特征方程(26)可化为(λ+ω)(λ2−Zλ−ω2)=0 的形式,其特征根分别为λ1=−ω,λ2= 
0.5(Z−(Z2+4ω2))0.5,λ3=0.5(Z+(Z2+4ω2))0.5.显然,|λ1|=ω<1.由于 Z>0,ω2≥0,max{|λ2|,|λ3|}=0.5(Z+(Z2+4ω2)0.5).因此, 
max{|λ1|,|λ2|,|λ3|}<1 的充要条件是 0.5(Z+(Z2+4ω2)0.5)<1.进一步简化 0.5(Z+(Z2+4ω2)0.5)<1,得到 1−Z−ω2>0.此时, 
h(1)=(1−Z−ω2)(1+ω)>0.因此,在假设 0≤ω<1 和 c1+c2>0 的前提下,max{|λ1|,|λ2|,|λ3|}<1 的充要条件是 h(1)>0. 

考虑更为一般的情况,当 0<ω<1,c1+c2>0 且 c1+c2≠2(1+ω)时,由方程式(26)可知,λ1λ2λ3=ω3>0,这表明,该方程

有 3 个正根或者两个负根和一个正根.下面从必要性和充分性两个方面予以证明: 
必要性的证明.采用反证法.假设 h(1)=0,那么 1 是方程的根,max{|λ1|,|λ2|,|λ3|}<1 不可能成立.假设 h(1)<0,注

意到 h(0)=−ω3<0,h(ω)=−2ω2Z<0,h(−ω)=−2ψ2ω2<0,那么,h(1)与 h(−ω),h(ω),h(0)同号,方程 h(λ)=0 的根的数目在区

间(−ω,0),(0,ω),(ω,1)是偶数,那么另一个根将落在区间(1,∞)内,使 max{|λ1|,|λ2|,|λ3|}<1 不可能成立.因此,h(1)>0. 
充分性的证明.由于 h(1)>0,h(ω)<0,因此方程的根的数目在区间(ω,1)是奇数,但不会是 3 个,因为如果这 3 个

根都在(ω,1),那么使λ1λ2λ3>ω3,所以在区间(ω,1)只有一个根.又因为 h(−ω),h(ω),h(0)同号,方程的根的数目在区

间 (−ω,0),(0,ω)是偶数 .那么另两个根要么落在区间 (−ω,0)或 (0,ω)内 ,要么落在区间 (−∞,−ω)或 (1,∞)内 .由于

λ1λ2λ3=ω3,方程的根不会落在(−∞,−ω)和(1,∞).综合前面对方程的根的位置的讨论,必有 max{|λ1|,|λ2|,|λ3|}<1. □ 
定理 5. 如果ω,c1,c2≥0,当 0≤ω<1,c1+c2>0 和 h(1)>0 被满足时,序列{Var(X(t))}收敛于 

Var(X)=((c1c2(Pg−Pi)/(6(c1+c2)))2(1+ω)(1−ρ))/h(1), 
其中,h(1)=−(c1+c2)ω2+ω[(c1+c2)2+c1c2(1−ρ)]/6+c1+c2−(c1+c2)2/3+c1c2(1−ρ)/6. 

证明:由引理可知,当ω,c1,c2≥0,0≤ω<1,c1+c2>0 和 h(1)>0 时,方程(26)的特征根满足不等式 max{|λ1|,|λ2|, 
|λ3|}<1.此时,方差序列{Var(X(t))}收敛.对公式(25)两端,当 t→∞取极限时,则有 

 

2 2

3 2 2

lim ( ( 2)) ( ) lim ( ( 1)) ( ) lim ( ( ))

                                 lim ( ( 1)) [(lim ( ( 1)) ) (lim ( ( )) ) ]

                                 2

t t t

t t t

Var X t Z Var X t Z Var X t

Var X t Z E X t E X t

ψ ω ω ψ ω

ω μ ω μ
→∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞

+ = + − + − + − +

− + + − + − −

(lim ( ( 1)) (lim ( ( )) )) (1 )
t t

T E X t E X t Uμ ω μ ω
→∞ →∞

+ − + − + +

 (27) 

将 lim tt
EX μ

→∞
= 带入公式(27)可得: 

 2
1 2 1 2( ) lim ( ( )) ( ( ) / 6( )) (1 )(1 ) / (1)g it

Var X Var X t c c P P c c hω ρ
→∞

= = − + + −  (28) 

其中,h(1)=−(c1+c2)ω2+ω[(c1+c2)2+c1c2(1−ρ)]/6+c1+c2−(c1+c2)2/3+c1c2(1−ρ)/6. □ 

当 ρ =0 时,PSO 相关性模型退化为经典 PSO 模型.此时, 2
1 2 1 2lim ( ) ( ( ) / 6( )) (1 ) / (1)g it

Var X c c P P c c hω
→∞

= − + + .当

ρ =1 时, lim ( ) 0
t

Var X
→∞

= ,粒子位置变量 Xt 均方收敛于μ=(c1Pi+c2Pg)/(c1+c2). 

由相关性 PSO 模型的收敛性分析,可得如下结论:(1) 综合定理 4 和定理 5,对于不同的相关系数,当 0≤
ω<1,0<c1+c2<4(1+ω)且 h(1)>0 被满足时,粒子位置期望均收敛于(c1Pi+c2Pg)/(c1+c2);(2) 从定理 4 给出的粒子 
位置方差极限与随机因子相关系数

1 2,r rρ 的关系表达式可知,在粒子收敛的过程中,粒子位置的波动幅度与随机 

因子的相关程度有关.当随机因子间完全正线性相关时,粒子位置变量均方收敛于其位置变量的均值. 

4   仿真实验 

4.1   实验设计 

为了测试粒子在对 pbest和 gbest 不同的认知策略(即不同相关系数水平)下,基于 Gaussian Copula 相关性 PSO
模型的性能,本文设计了两个实验,分别为相关系数的方差分析实验和相关性 PSO 模型优化性能实验.第 1 个实

验用于检验在相同的实验条件下,不同的相关系数水平对算法性能是否具有显著性的影响;第 2 个实验用于检

验模型的综合优化(全局、局部搜索能力)性能.实验选用 6 个常用于优化算法比较的单峰和多峰基准函数,其函

数形式、维数、搜索范围和理论极值见表 1.第 1 个实验选用了两个测试函数,分别为单峰函数 Sphere 和多峰

函数 Schaffer;第 2 个实验选用了所有的测试函数. 
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Table 1  Benchmark function used to test the algorithms 
表 1  用于测试算法的基准函数 

Name Fomula Dim Range (xmin,xmax) Optimal f 

Sphere f1 2
1

1
( )

D

i
i

f x x
=

= ∑  30 [−100,100] 0 

Quadric’s f2 
2

2
1 1

( )
jD

k
j k

f x x
= =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  30 [−30,30] 0 

Griewank’s f3 
2

3
1 1

( ) cos 1
4000

DD
i i

i i

x xf x
i= =

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∏  30 [−600,600] 0 

Rastrigin’s f4 2
4

1
( ) ( 10cos(2 ) 10)

D

i i
i

f x x x
=

= − π +∑  30 [−5.12,5.12] 0 

Ackley’s f5 
2

5
1 1

1 1( ) 20exp 0.2 exp cos(2 ) 20 e
D D

i i
i i

f x x x
D D= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ 30 [−32.768,−32.768] 0 

Shaffer f6 ( )2
2 2
1 2

6 2 2 2
1 2

sin 0.5
( ) 0.5

(1.0 0.001( ))

x x
f x

x x

+ −
= −

+ +
 2 [−100,100] 0 

具体参数设置为:种群规模为 40,进化代数为 2 000,速度的最大值 Vmax=Xmax,粒子初始化范围均为基准函数

的自变量界限.为了减小加速系数和惯性权重的不同取值策略对算法性能的影响,本文对上述参数均设常值: 
c1=c2=2;ω=0.7(在常用的ω取值区间[0.4,1]中取中间值). 

相关系数的设置:由于相关系数的取值范围为−1≤ρ≤1,实验采用了均匀抽样法.即在区间[−1,1]以 0.2 为步

长取值,即因素水平数 l=11.本文采用同一个因素水平下进行相同的实验次数,因此,对于同一个因素水平重复进

行 10 次实验. 

4.2   实验结果分析 

4.2.1   相关系数方差分析结果 
基于 Gaussian Copula 相关性 PSO 模型的相关系数方差分析的结果见表 2 和表 3.表中计算量 SS(Columns)

和 SS(Error)分别表示单因素条件相关系数下组间平方和和误差平方和;df(Columns)和 df(Error)分别表示组间

平方和的自由度和误差平方和的自由度;MS(Columns)和 MS(Error)分别表示组间平均平方和和误差平均平方

和;F 为组间平均平方和与误差平均平方和之比;p 为检验值,当 0.01<p≤0.05 时,认为影响显著;当 p<0.01 时,认
为影响特别显著.由表 2 和表 3 可知,对于 Sphere 函数和 Schaffer 函数方差分析的检验值 p 远远小于 0.01,即随

机因子间相关系数水平设置对模型的收敛精度有着非常显著的影响.这揭示了粒子认知策略中考虑随机因子

相关性的意义和引入相关性 PSO 模型的必要性. 

Table 2  Variance analysis of optimization performance for Sphere function 
表 2  Sphere 函数优化效果的单因子方差分析 

 SS df MS F P 
Columns 5.062e+8 10 5.062e+7 9.47 7.073e−11 

Error 5.293e+8 99 5.347e+6 － － 
Total 1.035e+9 109 － － － 

Table 3  Variance analysis of optimization performance for Schaffer function 
表 3  Schaffer 函数优化效果的单因子方差分析 

 SS df MS F P 
Columns 8.392e+1 10 8.392e+0 10.62 5.098e−12 

Error 7.827e+1 99 7.906e−1 － － 
Total 1.622e+2 109 － － － 
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4.2.2   基于 Gaussian Copula 相关性 PSO 模型的优化性能分析 
基于不同相关系数的 Gaussian Copula 相关性 PSO 模型的优化结果见表 4.表中给出了 6 个基准函数的最

小值、均值和标准方差.由表 4 可知,随着相关系数的增加,6 个基准函数的最小值、均值和标准方差有明显降

低的趋势.从整体上看,当随机因子间呈正线性相关时,模型的优化性能要优于随机因子间呈负线性相关的模型

的优化性能.特别地,当随机因子间呈完全负线性相关(即相关系数为−1)时,基于 Gaussian Copula 相关性 PSO 模

型的优化性能最差;而当随机因子间呈完全正线性相关(即相关系数为 1)时,基于 Gaussian Copula 相关性 PSO
模型不仅获得了最佳的优化性能,而且对于函数 f1,f2,f3,f4 和 f5 达到了全局最优值. 

图 2 给出基于不同相关系数的 Gaussian Copula 相关性 PSO 模型的收敛曲线(注:为了方便进化曲线的显示

和观察,本文只显示了相关系数为−1,−0.6,−0.2,0,0.2,0.6 和 1 时函数的收敛曲线;同时,对函数的适应度取以 10
为底的对数).从图 2 可知,当相关系数为 1 时,基于 Gaussian Copula 相关性 PSO 模型不仅具有较高的收敛精度,
同时具有较快的收敛速度,与相关系数为 0(即相关系数独立情况)时相比有非常显著的提高.由于随机因子间呈

正线性相关时有利于维持群体多样性,使粒子避免陷入局部最优,因此明显提高了模型的综合性能. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Sphere function                  (b) Quadric’s function                   (c) Griewank’s function 
(a) Sphere 函数                    (b) Quadric’s 函数                      (c) Griewank’s 函数 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(d) Rastrigin’s function                  (e) Ackley’s function                   (f) Shaffer’s function 
(d) Rastrigin’s 函数                     (e) Ackley’s 函数                     (f) Shaffer’s 函数 

Fig.2  Convergence curve of functions for different correlation coefficients 
图 2  不同相关系数下函数的收敛曲线 
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Table 4  Results of optimization performance for the different correlation coefficient 
表 4  不同相关系数下模型的优化性能 

f1 f2 f3 F 
CC Min Mean Std Min Mean Std Min Mean Std 

−1 1.336e+2 1.684e+3 2.078e+3 3.652e+4 6.188e+4 3.360e+4 1.879e+1 3.555e+1 1.291e+1 
−0.8 2.831e+2 1.339e+3 1.172e+3 3.606e+4 7.026e+4 2.708e+4 1.325e+1 3.976e+1 2.109e+1 
−0.6 4.006e+1 7.573e+2 5.954e+2 2.498e+4 4.605e+4 1.975e+4 1.976e+1 4.159e+1 2.872e+1 
−0.4 1.183e+1 8.335e+2 7.326e+2 2.860e+4 6.919e+4 5.628e+4 1.600e+1 2.617e+1 5.878e+0 
−0.2 7.970e+1 7.631e+2 8.014e+2 1.458e+4 3.471e+4 1.658e+4 1.498e+1 2.095e+1 4.267e+0 

0 2.618e+1 2.954e+2 3.619e+2 4.525e+3 2.228e+4 3.086e+4 2.209e+0 4.874e+0 2.603e+0 
0.2 0 3.527e+1 3.665e+1 5.816e+1 8.503e+3 2.191e+4 4.342e−1 1.100e+0 2.510e−1 
0.4 0 1.290e+1 1.423e+0 0 4.005e+3 9.662e+3 0 1.077e−1 1.992e−1 
0.6 0 1.131e−1 3.636e−3 0 3.000e+3 1.578e+4 0 0 0 
0.8 0 0 0 0 8.342e+2 4.641e+3 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

f4 f5 f6 F 
CC Min Mean Std Min Mean Std Min Mean Std 

−1 1.107e+2 1.443e+2 2.379e+1 1.315e+1 1.509e+1 1.046e+0 0 1.150e−2 9.287e−3 
−0.8 1.150e+2 1.422e+2 1.911e+1 9.985e+0 1.347e+1 1.802e+0 0 8.662e−3 7.969e−3 
−0.6 1.234e+2 1.348e+2 1.474e+1 1.096e+1 1.429e+1 1.891e+0 0 8.259e−3 3.559e−3 
−0.4 8.497e+1 1.244e+2 2.249e+1 1.094e+1 1.351e+1 1.630e+0 0 9.634e−3 7.398e−3 
−0.2 8.751e+1 1.220e+2 1.673e+1 5.110e+0 1.198e+1 2.890e+0 0 9.634e−3 7.398e−3 

0 8.463e+1 1.113e+2 1.819e+1 9.836e+0 1.159e+1 1.126e+0 0 8.177e−3 8.194e−3 
0.2 3.466e+1 7.025e+1 2.671e+1 0 7.416e+0 3.282e+0 0 3.401e−3 4.755e−3 
0.4 7.419e+0 4.539e+1 2.758e+1 0 2.211e+0 1.962e+0 0 2.357e−3 1.145e−3 
0.6 7.232e+0 2.526e+1 1.690e+1 0 1.403e+0 4.438e+0 0 0 0 
0.8 7.214e+0 1.277e+1 1.432e+1 0 2.131e−1 1.324e−1 0 0 0 
1 7.214e+0 7.228e+0 2.336e−2 0 0 0 0 0 0 

 
4.2.3   与参考文献中的优化性能比较 

将完全线性正相关的 PSO 模型(CPCPSO)与目前具有代表性的 7 种算法进行性能比较.这 7 种算法分别是

时变加速系数 PSO 算法(PSO-TVAC)[3]、压缩因子 PSO 算法[4](PSO-CF)、具有开采能力的 PSO 算法[6](ePSO)、
多样性反馈的自组织 PSO 算法[7](SOPSO)、适应度距离比 PSO 算法[17](FDR)、全信息 PSO 算法[18](FIPS)和全

面学习 PSO 算法[19](CLPSO).本文的实验条件(如粒子种群数、进化迭代次数等)比参考文献中要苛刻更多. 
对比结果见表 5,每个函数最佳的实验结果用加粗字体表示.对于函数 f1,f2,f3 和 f6,CPCPSO 比其他几种算法

获得更为优良的性能,均达到全局最优值.对于函数 f4,CPCPSO 和 CLPSO 都获取全局最优值,但 CLPSO 花费大

且优化结果依赖于引入的参数.对于函数 f5,CPCPSO 的优化结果比 CLPSO 和 ePSO 优化结果要差,但优于其他

5 种算法.综上所述,对比结果说明,CPCPSO 在没有引入任何其他操作和参数的情况下明显提高了算法的收敛

精度. 
Table 5  Comparison of some modified PSOs 

表 5  与改进的 PSO 算法的比较 
Results f1 f2 f3 f4 f5 f6 
PSO-CF 3.79e−11±2.67 4.49e−11±2.98e−11 5.20e−2±8.70e−2 5.62e+1±9.76 3.65±1.54 1.19e+1±0 

PSO-TVAC 1.00e−2±0 9.40e−5±6.70e−6 1.42e−2±1.85e−2 3.62e+1±8.13e+1 5.22e−1±7.34e−1 2.20e−3±3.83e−3
SOPSO － － 2.14e−2±5.30e−3 1.03e+1±2.36 2.93e−2±1.75e−2 － 

FDR 4.88e−102±1.53e−101 1.87e−15±0 1.01e−2±1.23e−2 2.84e+1±8.71 2.84e−14±4.10e−15 － 
FIPS 2.69e−12±6.84e−13 － 1.16e−6±1.87e−6 7.30e+1±1.24e+1 4.81e−7±9.17e−8 1.00e−5±0 

CLPSO 4.46e−14±1.73e−14 － 3.14e−10±4.64e−10 4.85e−10±3.63e−10 0±0 － 
ePSO 2.95e−5±1.12e−5 6.40e−5±1.42e−5 8.31e−5±1.43e−5 8.24e−5±1.33e−5 1.38e−4±9.09e−5 4.46e−4±1.93e−3

CPCPSO 0±0 0±0 0±0 7.22±2.12e−2 0±0 0±0 

5   结束语 

在随机因子认知分析的基础上,本文给出了随机因子的相关性假设,提出了相关性 PSO 模型.该模型采用

Copula 函数描述了粒子对自身经验信息和群体共享信息持有态度的关联性,即随机因子 r1,r2 的相关性.给出了
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基于 Gauss Copula 的相关性 PSO模型的实现方法,通过分析 Gauss Copula 的概率特性解释了基于 Gauss Copula
的相关性 PSO 模型的认知行为.进一步的理论结果包括两个方面:在惯性权重ω、加速系数 c1 和 c2 都保持固定

策略的前提下,群体预期的多样性随着相关系数ρ(0≤ρ≤1)的增加而增大;粒子位置的波动幅度随着随机因子

相关程度的变化而变化.特别地,当随机因子间呈完全正线性相关时,粒子位置变量均方收敛于其位置变量的均

值.仿真实验中相关系数的方差分析表明,随机因子间相关系数的水平设置对模型的性能有着显著性影响.优化

实验(不同相关系数的Gaussian Copula相关性 PSO模型)结果显示:随着相关系数ρ的增加,模型的优化性能有明

显提高的趋势;当随机因子呈完全正线性相关时,模型的综合优化性能达到最高. 
相关性 PSO 模型的建立,为研究粒子对自身经验信息和群体共享信息的合理利用问题提供了一条新的途

径.后续工作将围绕相关性 PSO 模型给出进一步的理论分析,并探讨相关结构(Copula)的选取对优化性能的 
影响. 
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