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Abstract:  To analyze the convergence of differential evolution (DE) and enhance its capability and stability, this 
paper first defines a differential operator (DO) as a random mapping from the solution space to the Cartesian 
product of solution space, and proves the asymptotic convergence of DE based on the random contraction mapping 
theorem in random functional analysis theory. Then, inspired by “quasi-physical personification algorithm”, this 
paper proposes an improved differential evolution with multi-strategy cooperating evolution (MEDE) is addressed 
based on the fact that each evolution strategy of DE has common peculiarity but different characteristics. Its 
asymptotic convergence is given with the definition of multi-strategy differential operator (MDO), and the 
connotative peculiarity of MEDE is analyzed. Compared with the original DE, DEfirDE and DEfirSPX, the 
simulation results on 5 classical benchmark functions show that MEDE has obvious advantages in the convergence 
rate, solution-quality and adaptability. It is suitable for solving complex high-dimension numeral optimization 
problems. 
Key words: differential evolution; asymptotic convergence; contraction mapping; random operator; evolution 

strategy 

摘  要: 为了分析差分演化 (differential evolution,简称 DE)的收敛性并改善其算法性能 ,首先将差分算子

(differential operator,简称 DO)定义为解空间到解空间的笛卡尔积的一种随机映射,利用随机泛函理论中的随机压缩

映射原理证明了 DE 的渐近收敛性;然后,在“拟物拟人算法”的启发下,通过对 DE 各进化模式的共性特征与性能差

异的分析,提出了一种具有多进化模式协作的差分演化算法(differential evolution with multi-strategy cooperating 
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evolution,简称 MEDE),分析了它所具有的隐含特性,并在多模式差分算子(multi-strategy differential operator,简称

MDO)定义的基础上证明了它的渐进收敛性.对 5 个经典测试函数的仿真计算结果表明,与原始的 DE,DEfirDE 和

DEfirSPX 等算法相比,MEDE 算法在求解质量、适应性和鲁棒性方面均具有较明显的优势,非常适于求解复杂高维

函数的数值最优化问题. 
关键词: 差分演化;渐近收敛性;压缩映射;随机算子;进化模式 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

差分演化(differential evolution,简称 DE)[1]是由 Storn 和 Price 于 1996 年为求解切比雪夫多项式而提出的

一种演化算法,在第 1 届 IEEE 演化大赛中表现超群,引起了国内外学者的广泛关注.目前,有关 DE 的研究已取

得了许多进展,例如,文献[2]提出了一种自适应 Pareto 差分演化算法;文献[3]比较了 DE 与粒子群优化算法

(particle swarm optimization,简称 PSO)和演化算法(evolution algorithm,简称 EA)的优劣;文献[4,5]基于不同策略

分别提出了应用 DE 求解多目标优化问题的有效方法;文献[6]提出了一种求解组合优化问题的二进制编码差

分演化算法;文献[7]将 DE 与局部搜索和单点交叉相结合,提出了求解高维函数优化问题的有效改进差分演化

算法;文献[8]提出了一种基于混合优化策略的改进差分演化算法;文献[9]利用对群体个体的动态更新,提出了

一种动态差分演化算法;文献[10]基于逆向优化(opposition-based optimization,简称 OBO)提出了一种逆向差分

演化算法;文献[11]将三角变异嵌入到差分演化,较好地保持了 DE 收敛性与鲁棒性的平衡;文献[12]利用自适应

局部搜索改善差分演化算法的收敛性能;文献[13]在 DE 中引入群体迁移操作,将其应用于电力系统中的无功优

化.虽然 DE 的研究成果越来越多,但是关于其收敛性和收敛速率方面的理论研究还很少.为此,本文基于随机泛

函理论,首先证明了 DE 的渐近收敛性,并在“拟物拟人算法”[14]思想的启发下,提出了一种简捷、高效的改进差

分演化算法. 
本文第 1 节简介 DE 原理及其特性.第 2 节利用随机压缩映射原理证明 DE 的渐近收敛性.第 3 节借鉴“拟

物拟人算法”思想提出一种具有多进化模式协作的差分演化算法(differential evolution with multi-strategy 
cooperating evolution,简称 MEDE).随后,通过仿真实验对 MEDE 与 DE1,DE3,DE5,DEfirDE 和 DEfirSPX 等进行

比较,指出 MEDE 在求解质量、适应性和鲁棒性方面具有更显著的优势.最后总结全文并提出今后的研究思路. 

1   差分演化及其特性 

差分演化 (DE)[1]是一种基于实数编码的演化算法 ,在每一代演化迭代过程中 ,首先利用差分算子

(differential operator,简称 DO)得到一个由父子混合个体构成的中间群体,然后由选择算子(selection operator,简
称 SO)根据优胜劣汰的竞争机制重组新一代群体.当前,DE 有多种不同的进化模式(evolution strategy)[1,7],其差

别主要体现在差分算子的变异公式的不同.下面仅以 DE/r/1/bin 进化模式为基础,基于文献[6]中 DO 和 SO 的定

义简述 DE 的算法流程与特性. 
本文总假定 f(X)为最小优化函数,解空间 S={X|X=(x1,x2,…,xd)∧Lj≤xj≤Uj,j=1,2,…,d}为 d 维欧氏空间 Rd 的有

界子空间.令 DE 的第 t 代群体为 P(t),其规模为 s,其中第 i 个基本个体用 Xi(t)=(xi1(t),xi2(t),…,xid(t))∈S 表示;相应

于 P(t)的中间群体由 Q(t)表示,其中第 i 个中间个体为 d 维向量 Vi(t)=(vi1(t),vi2(t),…,vid(t))∈S(1≤i≤s).设 Xbest(t)为
群体 P(t)中的最优个体,MAXT 为算法的最大迭代次数,则 DE 的算法描述如下: 

算法 1. DE Algorithm[6]. 
1. 随机生成初始群体 P(0)={Xi(0)|1≤i≤s},并置 T=0; 
2. While (T <MAXT ) Do 
3.   For i=1 to s Do 
4.      随机选择 p1,p2,p3∈{1,2,…,s}−{i}; 
5.      For j=1 to d Do 
6.            随机生成 r∈(0,1)与 R(i)∈{1,2,…,d}; 
7.            如果 r≤CR∨j=R(i),则

1 2 3, , ,( 1) ( ) ( ( ) ( )),ij p j p j p jv T x T x T x Tα+ = + − 否则 vij(T+1)=xij(T ); 
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8.      Next j 
9.      如果 f (Vi(T+1))<f (Xi(T )),则 Xi(T+1)=Vi(T+1),否则 Xi(T+1)=Xi(T ); 
10.  Next i 
11.  计算 P(T+1)中的最优个体 Xbest(T+1),并置 T=T+1; 
12. EndWhile 
13. 输出 Xbest(MAXT )和 f(Xbest(MAXT )),算法结束. 
由算法 1 可知,DE 迭代一次的时间复杂度为 O(N 2),其中 N=max{s,d}.令

1 21 2 p pp p X XΔ = − (p1≠p2),称Δp1p2

是由
1pX 和

2pX 构成的差异向量.如果
1pX 和

2pX 是群体中随机选取的,则称Δp1p2 为随机差异向量.在 DE 的

DE/r/1/bin模式中,若将个体
1pX 称为基准个体,则 DE/r/1/bin模式的 DO变异公式为基准个体

1pX 与随机差异向 

量Δp1p2 的线性组合.事实上,DE 各模式均由基准个体与(随机)差异向量的线性组合构成. 
DE 具有演化算法的两个基本特性:隐含并行性和全局信息的有效利用[15],DE 的 DO 还具有变异特性[1].此 

外,DE 具有学习与继承特性:中间个体 Vi(t+1)中平均约 CR×d+1 个分量来自
1 2 3
( ) ( ( ) ( ))p p pX t X t X tα+ × − ,表明

Vi(t+1)通过向个体
1
( )pX t ,

2
( )pX t 和

3
( )pX t 学习而产生;又因 1−(1−CR−1/d)d<1,SO 产生新个体 Xi(t+1)时必然至 

少有一维分量从 Xi(t)中继承,因此,DE 的父子群体间保持了部分信息的继承性.DE 具有自由探索性:在 DO 中,
由于随机差异向量Δp1p2 是无约束随机选取的,它必将导致由 DO 和 SO 产生的新个体也具有无约束的随机性,
使得 DE 能够以相对自由的方式生成新一代群体.DE 的自由探索性使其搜索范围更广,有利于提高算法逃离局

部极值陷阱的能力.通过对 DE 特性的分析,容易得出下面的结论: 
结论 1. DE 的差分算子 DO 实质上是一种变异操作,即个体 Xi 至少以 1−(1−CR−1/d)d 概率变异生成中间个

体 Vi;DE 的选择算子 SO 是一种严格基于优胜劣汰策略的算子,它通过淘汰 Xi 和 Vi 中较差个体产生更优的新一

代个体.对于最小优化问题,DE 评价函数序列{f(Xi(t))}1≤t≤MAXT 为单调非递增序列. 

2   差分演化的收敛性分析 

在演化算法领域中,有关遗传算法(genetic algorithm,简称 GA)收敛性的研究成果颇丰,目前已经提出了多

种方法,如 Vose-Liepins 模型法、公理化方法、基于 Markov 链方法和基于随机泛函分析的方法[16].在深入研究

随机泛函分析方法时我们发现,此方法更适合于证明 DE 的渐近收敛性,其原因如下: 
在利用随机泛函分析方法证明 GA收敛性时,由于 GA的选择操作不能保证子代群体一定优于其父代群体,

因此必须采用精英保留策略(elitist strategy,简称 ES)[16]才能使所产生的子代群体总体上优于父代群体,从而保

证评价函数序列是单调非递增的.由结论 1 可知:DE 的 SO 是严格基于优胜劣汰策略的,它每次迭代产生的子代

群体总是优于父代群体和中间群体,从而评价函数序列一定是单调非递增的,所以DE不需要ES;此外,DE的DO
是一种变异操作,它通过基准个体与差异向量的线性组合进行变异,其变异实质上与 GA 是相同的,都是为了产

生更优的个体以保证算法的不断进化.正是基于上述原因,以下利用随机泛函理论证明 DE 的渐近收敛性. 
在计算机中进行数值计算时总要受到计算精度的限制,为此,不妨设 DE 的计算精度保留到小数点后第 k 位

数字.不失一般性,令 min{f(X)|∀X∈S,0<f(X)<+∞且 f(X)不为常数}为最小优化问题,P 为 DE 的群体,其个体编码是 

有 k 位小数的 d 维实向量,则解空间 S=
1
[ , ]d

i ii
L U

=∏ 是由每一维分量都有 k 位小数的 d 维实向量全体构成的集

合,其中 Li<Ui 且为实数.令 U=max{ { } { }max | 1 , min | 1 ,i i i i i iU U U U i d L L L L i d= = ∧ ≤ ≤ = = ∧ ≤ ≤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ 则 

1
| | [( )10 1] [10 ( ) 1]d k k d

i ii
S U L U L

=
≤ − + ≤ − +∏ . 

在每次迭代中,由于 DE 依次利用 DO 和 OS 实现进化,故利用随机泛函理论可以将一次迭代抽象为由 DO
和 OS 合成的随机映射. 

定义 1. 差分算子 DO 是一种按照概率 CR+1/d 对个体向量的每一维分量进行重组变换的过程.它是解空间

上的一种随机映射Ψ1:Ω ×S→S2,定义为 
μ{ω|Ψ1(ω,X)=〈X,V〉}=μ{V=Xi+α(Xj−Xk)}=1−(1−CR−1/d)d, 
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其中,(Ω,A,μ)为完全概率测度空间,Ω为非空抽象集合,其元素ω为基本事件;A 是Ω的某些子集所构成的σ-代数, 
μ是 A 上的概率测度;Xi,Xj,Xk 为不同于 X 的个体,CR∈(0,1)为变异因子,d 为个体向量的维数. 

定义 2. 选择算子 SO 是一种按照优胜劣汰的贪心策略从两个体中选取最优个体的过程.它是解空间上的

映射Ψ2:S2→S.对任意两个体 X 与 Y,在Ψ2 作用下有 
Ψ2(〈X,Y〉)=Z∧Z∈{X,Y}∧f(Z)=min{f(X),f(Y)}. 

在 DE 的一次迭代中,相当于将映射Ψ =(Ψ2°Ψ1):Ω ×S→S 作用于当前群体 P,其中,Ψ是 DO 对应的随机映射

和 SO 对应映射的逆序合成,即 P(t+1)=Ψ(ω,P(t))=Ψ2(Ψ1(ω,P(t))),0≤t≤MAXT−1.设 f(Xbest(t))为 P(t)中最优个体

Xbest(t)的适应值,由于在Ψ的作用下,DE 每次迭代所产生的新一代群体必优于其父代群体,因此,各代群体中最优

个体的适应值构成的序列{f(Xbest(t))}1≤t≤MAXT 必然是一个单调非递增序列.因为算法的进化趋势可以利用最优

个体刻画,所以映射Ψ可重新定义为 Xt+1=Ψ(ω,Xt)=Ψ2(Ψ1(ω,Xt)),其中 Xt 和 Xt+1 分别为 P(t)和 P(t+1)中的最优个

体,0≤t≤MAXT−1. 
引理 1. 设λ:S×S→R是定义在 S上的距离,并且满足λ(Xi,Xj)=|f(Xi)−f(Xj)|,∀Xi,Xj∈S,则(S,λ)是一个完备可分的

度量空间. 
类似于文献[16]中的方法,易证引理 1 成立. 
定理 1. DE 的一次迭代所形成的随机映射Ψ是一个随机压缩算子. 
证明:根据 DO 算子与 SO 算子的定义以及结论 1,DE 每次迭代所产生的新群体比其父代群体总体上更优,

故对于随机映射Ψ =(Ψ2°Ψ1):Ω ×S→S,存在一个取值为非负实值的随机变量 0≤K(ω)<1,a.s.,使得 

1 1 1 1 1( ( , ), ( , )) ( , ) | ( ) ( ) | ( ) | ( ) ( ) | ( ) ( , ),t t t t t t t t t tX X X X f X f X K f X f X K X Xλ Ψ ω Ψ ω λ ω ω λ− + + − −= = − ≤ − =  

 0 1 1  0{ | ( ( , ), ( , )) ( ) ( , )} , ( ) 1.t t t tX X K X XΩ ω λ Ψ ω Ψ ω ω λ Ω μ Ω− −= ≤ ⊆ =  

所以,DE 形成的映射Ψ :Ω ×S→S 是一个随机压缩算子. □ 
引理 2(随机压缩映射定理)[16,17]. 设Ψ :Ω ×S→S 为随机算子,满足对几乎所有的ω∈Ω,Ψ(ω)均为压缩算子,则

Ψ(ω)有唯一的随机不动点 g(ω),即Ψ(ω,g(ω))=g(ω). 
根据定理 1,DE 形成的随机映射Ψ是随机压缩算子,再利用引理 2,Ψ(ω)必存在唯一的随机不动点,于是得到

DE 的收敛性定理如下: 
定理 2. 设Ψ为 DE 形成的随机压缩算子,则Ψ具有唯一的随机不动点,即 DE 是渐进收敛的. 

3   多进化模式差分演化算法及其实现 

DE 存在多种进化模式(evolution strategy),其一般表示形式为 DE/x/y/z[7],x 表示 DO 中与差异向量进行重组

的基准个体是随机选取的还是当前群体的最优个体;y 表示参与重组的差异向量个数;z 表示重组所采用的方式,
主要有指数重组方式和二项式重组方式.算法 1 中采用的是 DE/rand/1/bin 模式,若将其中差分算子的变异公式

作相应改变,即可得到对应于不同 DO 模式的 DE 算法. 
为便于分析,下面给出基于二项式重组方式的 5 种进化模式的 DO 变异公式,其中,

1 5
~p pX X 分别是父代群 

体中不同于 Xi 的 5 个个体,Xbest 是父代群体中的最好个体. 
(1) 在 DE/rand/1/bin 模式中,DO 的变异公式为 Vi= 1 2 3

( );p p pX X Xα+ × −  

(2) 在 DE/rand/2/bin 模式中,DO 的变异公式为 Vi= 1 2 3 4 5
( ) ( );p p p p pX X X X Xα α+ × − + × −  

(3) 在 DE/best/1/bin 模式中,DO 的变异公式为 Vi=Xbest+ 1 2
( );p pX Xα × −  

(4) 在 DE/best/2/bin 模式中,DO 的变异公式为 Vi=Xbest+ 1 2 3 4
( ) ( );p p p pX X X Xα α× − + × −  

(5) 在 DE/rand-to-best/1/bin 模式中,DO 的变异公式为 Vi=Xi+α×(Xbest−Xi)+ 1 2
( ).p pX Xα × −  

在每一种进化模式中,新个体 Vi 均由基准个体(Xi, 1pX 或 Xbest)与差异向量重组而成.这样,根据基准个体和 

差异向量选取的不同,我们将 5 种进化模式分成 3 类:第 1 类模式为 DE/rand/1/bin 和 DE/rand/2/bin.在此类中, 
随机选择

1pX 为基准个体,并由
1pX 与随机差异向量重组产生新个体 Vi.其特点是 DO 的自由探索性突出,全局 

收敛性较强,不易陷入局部最优,但收敛速度较慢.第 2 类模式为 DE/best/2/bin 和 DE/best/1/bin.此类模式以当前
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群体的最优个体 Xbest 为基准个体,通过 Xbest 与随机差异向量重组产生 Vi.其特点是 DO 的自由探索特性相对较

弱,局部收敛性与继承性较强,收敛速度较快,但易陷入局部最优.第 3 类只有 DE/rand-to-best/1/bin 模式.它以 Xi 

为基准个体,通过与固定差异向量(Xbest−Xi)和随机差异向量
1 2

( )p pX X− 重组产生新个体 Vi.特点是自由探索性 

和继承性相对保持均衡,具有较好的适应性,但鲁棒性相对较差. 
进化模式除了性能上的差异之外还具有共性特征,即它们产生新个体的重组方式相同,均为基准个体与差

异向量的线性组合,这使得各模式可以统一处理,便于模式间的协作进化.此外,各模式的变异公式中都至少含

有 1 个随机差异向量,它使得当利用多种模式共同进化时,各模式之间可以通过随机差异向量交流信息. 
结论 2. DE 的每一类进化模式既有各自的优势,也存在着不足,不能简单地说哪一类模式绝对地好,哪一类

模式绝对地差.同时,各进化模式既存在结构和进化方式上的共性特征,又具有性能差异的特点,这种共性与差

异使得它们可以协作进化. 
黄文奇教授在文献[14]中提出的“拟物拟人算法”,其精髓在于牢牢地把握“智慧应源于大自然与自身的心

灵”的思想,借鉴自然界中的各种现象以及人类生活中的各种社会经验,尤其是处理相互关系中的许多矛盾的各

种攻关手腕都是很好的源泉[14].在此启发下,借鉴政府部门为抑制物价非正常上涨往往同时采用临时价格干

预、出台补贴政策、制定相关法规以及加强监管力度等多种施措和方法的社会经验,提出了一种基于多进化模

式协作的差分演化算法(简称 MEDE).在 MEDE 中,同时使用 3 类模式中的一种进化模式,不妨设这 3 种进化模

式分别为 DE/rand/1/bin,DE/best/1/bin 和 DE/rand-to-best/1/bin.MEDE 在每次迭代时,总是依次从 3 种模式中选

取一种用于不同个体的进化,因此新一代群体必然是在 3 种模式共同作用下产生的.在 MEDE 中所涉及到的有

关参数的含义与算法 1 相同,其算法流程描述如下: 
算法 2. MEDE Algorithm. 
1. 随机生成初始群体 P(0)={Xi(0)|1≤i≤s},并置 T=0; 
2. While (T<MAXT ) Do 
3.   For i=1 to s Do 
4.      随机选择 p1,p2,p3∈{1,2,…,s}−{i}; 
5.      M=i(mod 3)+1,即选择进化模式类 M∈{1,2,3}; 
6.      For j=1 to d Do 
7.            随机生成 r∈(0,1)与 R(i)∈{1,2,…,d}; 
8.            如果(r>CR∧j≠R(i)),则 vij(T+1)=xij(T ),并转第 12 步继续; 
9.            如果 M=1,则

1 2 3, , ,( 1) ( ) ( ( ) ( ));ij p j p j p jv T x T x T x Tα+ = + −  

10.           如果 M=2,则
1 2, , ,( 1) ( ) ( ( ) ( ));ij best j p j p jv T x T x T x Tα+ = + −  

11.           如果 M=3,则
1 2, , ,( 1) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ));ij ij best j ij p j p jv T x T x T x T x T x Tα α+ = + − + −  

12.     Next j 
13.     如果 f (Vi(T+1))<f(Xi(T )),则 Xi(T+1)=Vi(T+1),否则 Xi(T+1)=Xi(T); 
14.  Next i 
15.  计算 P(T+1)中的最优个体 Xbest(T+1),并置 T=T+1; 
16. EndWhile 
17. 输出 Xbest(MAXT )和 f (Xbest(MAXT )),算法结束. 
对于算法 2 中的第 8 步~第 11 步,在每次迭代时仅有 1 步被执行,并不增加额外的计算量,故 MEDE 迭代一

次的时间复杂度也为 O(N2),N=max{s,d}.显然,MEDE 仍然是在 DO 和 SO 的作用下通过迭代实现进化,只不过它

同时使用 3 种不同的 DO 生成新一代群体而已. 
为分析 MEDE 具有的隐含特性,在群体 P 上定义二元关系 R 如下: 

R={〈Xi,Xj〉|Xi∈P∧Xj∈P∧i≡j(mod 3)}. 
显然,R 是 P 上的等价关系,P 关于 R 的商集 P/R={[X1],[X2],[X3]}.等价类[X1]中的个体是利用 DE/rand/1/bin

模式进化的,等价类[X2]中个体是利用 DE/rand/1/bin 模式进化的,而等价类[X3]中的个体利用 DE/rand/1/bin 模式

进化.这样,[X1],[X2]和[X3]相当于 P 的 3 个采用不同进化模式的子群体,因此,MEDE 具有隐含的多群体特性. 
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不妨设|[X1]|=|[X2]|=|[X3]|=|P|/3,注意到各进化模式的共性是其变异公式中至少含有 1 个随机差异向量,因
此,等价类中个体在进化时,其 DO 变异公式的随机差异向量中至少有 1 个个体来自其他等价类的概率是 8/9,
从而在产生的新个体中大约有(8/9)[1−(1−CR−1/d)d]的进化信息来自其他等价类中采用不同进化模式产生的个

体.由此可见,随机差异向量在等价类之间起到了自然地交流与传递信息的作用,各等价类基于不同的模式进

化 ,并以随机差异向量为载体进行信息交流与传递 ,使得它们的进化模式之间可以相互作用、相互促进 .因
此,MEDE 中所使用的 3 种进化模式以隐含的方式协作进化. 

结论 3. MEDE 不但具有 DE 的所有特性,而且还具有多群体特性和多模式协作进化的特性;同时,MEDE 迭

代一次的时间复杂度与 DE 相同,也为 O(N2). 
从算法 2 的描述可以看出,MEDE 是易于并行实现的.下面为了证明 MEDE 的渐近收敛性,引入多模式差分

算子(multi-strategy differential operator,简称 MDO)的定义,并将其定义为解空间上的一种随机映射. 
定义 3. 设 Vi(t+1)∈Q(t+1),

1 2 3
( ), ( ), ( )p p pX t X t X t ∈P(t),M∈{1,2,3},则多模式差分算子(MDO)的定义式为 

 

1 2 3

1 2

1 2

, , ,

, , ,

, , ,

( ) ( ( ) ( )), ( ( )) 1

( ) ( ( ) ( )), ( ( )) 2
( 1)

( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ), ( ( )) 3

( ),

p j p j p j

best j p j p j
ij

ij best j ij p j p j

ij

x t x t x t r CR j R i M

x t x t x t r CR j R i M
v t

x t x t x t x t x t r CR j R i M

x t

α

α

α α

+ × − ≤ = =⎧
⎪

+ × − ≤ = =⎪
+ = ⎨

+ × − + × − ≤ = =⎪
⎪
⎩

当 或 且 时

当 或 且 时

当 或 且 时

否则

 (1) 

其中,p1≠p2≠p3≠i,xbest,j(t)为最优个体 Xbest(t)的第 j 维分量,参数α,r,CR 和 R(i)的含义同算法 1. 
定义 4. MDO 是一种按照概率 CR+1/d 对群体中个体向量的每一维分量进行重组变换的过程,它是解空间

上的一种随机映射Ψ3:Ω ×S→S2,可用下式定义: 

3{ | ( , ) , } { ( , , , , )} 1 (1 1/ )d
i j k bestX X V V F X X X X X CR dμ ω Ψ ω μ= 〈 〉 = = = − − − , 

其中,F(X,Xi,Xj,Xk,Xbest)由公式(1)确定,CR∈(0,1)为变异因子,d 为个体向量的维数. 
由于 MEDE 并没有改变 SO,因此在每次迭代过程中相当于将映射Ψ ′=(Ψ2°Ψ3):S→S 作用于当前群体,其中

Ψ ′是由 MDO 所对应的随机映射和 SO 所对应的映射逆序合成的,即 P(t+1)=Ψ ′(ω,P(t))=Ψ2(Ψ3(ω,P(t))).这样,在
映射Ψ ′作用下,MEDE 各代群体中最优个体的适应值构成的序列{f(Xbest(t))}1≤t≤MAXT 是一个单调非递增序列.同
样地,Ψ ′可重新定义为 Xt+1=Ψ ′(ω,Xt)=Ψ2(Ψ3(ω,Xt)),Xt 和 Xt+1 分别为 P(t)和 P(t+1)中的最优个体.于是,类似于定

理 1,可得如下定理: 
定理 3. MEDE 的一次迭代所形成的随机映射Ψ ′是一个随机压缩算子. 
再根据引理 2,即可得到 MEDE 渐近收敛的结论. 
定理 4. 设Ψ ′为 MEDE 形成的随机压缩算子,则Ψ ′具有唯一的随机不动点,即 MEDE 是渐近收敛的. 
上述所有分析和讨论也适用于指数重组方式.此外,为便于叙述,以下将基于 DE/rand/1/bin,DE/best/1/bin 和

DE/rand-to-best/1/bin 模式的 DE 分别记为 DE1,DE3 和 DE5. 

4   实验结果与分析 

为了验证 MEDE 的有效性和鲁棒性,对于表 1 中的 5 个典型高维 Benchmark 函数分别利用 MEDE 与 DE1, 
DE3,DE5 以及求解高维数值优化问题的有效算法 DEfirDE 和 DEfirSPX[7]进行仿真计算,从各种算法在 30 次独

立运行中所求得的最好解、最差解以及它们的数学期望和方差等多个方面进行比较,并根据 De Jong 所提出的

在线性能指标和离线性能指标[15],利用 MATLAB 语言绘制出部分仿真计算结果的平均在线性能曲线和平均离

线性能曲线.在所有仿真计算中,使用微机的硬件环境为 DELL Pentium(R)4-CPU1.70 GHz,128MB 内存,并利用

高级程序设计语言 VC++6.0 进行编程实现. 
在对 MEDE,DE1,DE3 和 DE5 进行仿真计算时,各算法的群体规模均设定为 50,并取α=0.5,CR=0.3.当函数

f1,f2 和 f4 的维数 n=30 且 f3 和 f5 的维数 n=10 时,算法的最大迭代次数设为 1 000;当函数 f1,f2 和 f4 的维数 n=50
且 f3 和 f5 的维数 n=20 时,算法的最大迭代次数设为 2 000;当函数 f1,f2 和 f4 的维数 n=100 且 f3 和 f5 的维数 n=30
时,算法的最大迭代次数设为 5 000.表 2 和表 3 给出了对每个函数的各维情况独立计算 30 次所求得的最好解
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(best)、最差解(worst)及其数学期望(average)与标准差(standard deviation,简写为 Std.Dev.)的比较情况,其中计算

误差为 10−20,计算结果至少保留 3 位有效数字,aEb 表示 a×10b.为了进一步说明 MEDE 算法的有效性,在附录的

图 1~图 10 中,分别给出了当 f1,f2 和 f4 的维数 n=100,f3 和 f5 的维数 n=30 时,每种算法的平均在线性能曲线和平

均离线性能曲线. 
Table 1  Five typical benchmark functions 

表 1  5 个典型的 Benchmark 函数 
Problems n [Lj,Uj] Objective functions Optimal solution 

Sphere model 30, 50, 100 [−100,100] 2
1 1( ) n

iif X x
=

= ∑  minf1(X)=0, X=(0,0,…,0)

Griewank function 330, 50, 100 [−600,600] 
2

2 1 1
( ) cos 1

4000
nn i i

i i

x xf X
i= =

= − +∑ ∏  minf2(X)=0, X=(0,0,…,0)

Rastrigin function 10, 20, 30 [−5.12,5.12] 2
3 1
( ) [ 10cos(2 ) 10]n

i ii
f X x x

=
= − π +∑  minf3(X)=0, X=(0,0,…,0)

Ackley function 30, 50, 100 [−32.768,32.768]

2
4 1

1

1( ) 20exp 0.2

1            exp cos(2 ) 20 exp(1)

n
ii

n
ii

f X x
n

x
n

=

=

⎛ ⎞
= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤π + +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑
minf4(X)=0, X=(0,0,…,0)

Rosenbrock function 10, 20, 30 [−50,50] 1 2 2 2
5 11( ) [100( ) (1 ) ]n

i i iif X x x x−
+=

= − + −∑  minf5(X)=0, X=(1,1,…,1)

Table 2  Computation results (1) of MEDE, DE1, DE3 and DE5 
表 2  MEDE 与 DE1,DE3 和 DE5 的计算结果(1) 

Problems MEDE DE1 
f n Best Worst Average Std.Dev. Best Worst Average Std.Dev. 

30 0.0 0.0 0.0 0.0 4.90E−12 2.54E−11 1.04E−11 6.55E−12 
50 0.0 0.0 0.0 0.0 7.45E−14 1.38E−13 1.13E−13 2.39E−14 f1 

100 0.0 0.0 0.0 0.0 7.56E−13 2.17E−12 1.33E−12 4.67E−13 
30 0.0 0.0 0.0 0.0 8.47E−11 1.493E−9 4.62E−10 5.96E−10 
50 0.0 0.0 0.0 0.0 7.34E−14 1.96E−13 1.27E−13 4.70E−14 f2 

100 0.0 1.11E−16 4.40E−19 5.30E−19 4.36E−13 8.73E−13 6.94E−13 1.65E−13 
10 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
20 0.0 0.0 0.0 0.0 2.836E−3 7.658 904 3.481 037 2.783 758 f3 
30 0.0 0.0 0.0 0.0 33.359 22 42.421 61 36.148 08 3.269 448 
30 1.33E−15 1.33E−15 1.33E−15 0.0 6.842E−7 1.375E−6 9.330E−7 2.333E−7 
50 1.33E−15 1.33E−15 1.33E−15 0.0 7.009E−8 1.141E−7 8.470E−8 1.546E−8 f4 

100 1.33E−15 1.33E−15 1.33E−15 0.0 1.620E−7 2.001E−7 1.797E−7 1.402E−8 
10 1.052 914 4.235 053 3.334 665 1.064 147 1.427 750 7.338 329 4.378 123 2.200 322 
20 12.254 27 13.484 14 12.987 83 0.445 826 13.121 24 15.566 62 14.119 63 0.730 292 f5 
30 19.059 66 20.216 97 19.777 94 0.452 870 21.087 23 30.583 40 24.425 69 3.563 306 

Table 3  Computation results (2) of MEDE, DE1, DE3 and DE5 
表 3  MEDE 与 DE1,DE3 和 DE5 的计算结果(2) 

Problems DE3 DE5 
f n Best Worst Average Std.Dev. Best Worst Average Std.Dev. 

30 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 6.15E−17 1.23E−17 2.46E−17 
50 0.0 0.0 0.0 0.0 3.939E−2 0.820 291 0.258 488 0.325 906 f1 

100 0.0 0.0 0.0 0.0 99.957 27 1 188.826 432.447 1 386.307 9 
30 9.865E−3 9.865E−3 9.865E−3 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
50 0.0 0.0 0.0 0.0 9.268E−2 9.268E−2 9.268E−2 0.0 f2 

100 1.04E−14 1.04E−14 1.04E−14 0.0 7.010 963 7.010 963 7.010 963 0.0 
10 0.0 1.989 918 0.497 480 0.759 913 0.0 0.0 0.0 0.0 
20 0.994 959 10.944 54 5.140 621 3.007 819 1.55E−13 6.163E−8 0.198 992 0.397 984 f3 
30 6.964 713 12.934 46 9.1536 21 2.387 899 0.994 959 13.823 06 5.898 956 4.278 037 
30 1.33E−15 1.33E−15 1.33E−15 0.0 1.33E−15 3.251E−8 5.418E−9 1.211E−8 
50 1.33E−15 1.155 149 0.731 599 0.539 401 7.299E−2 1.269 762 0.640 311 0.629 461 f4 

100 1.604 366 3.086 098 2.421 586 0.540 460 3.119 028 5.020 140 3.941 827 0.677 889 
10 1.667E−3 4.010 489 2.468 464 1.238 549 1.061 543 5.339 517 3.678 446 1.416 598 
20 6.139 965 70.476 17 32.141 60 28.302 42 15.680 20 73.217 29 28.391 72 22.437 64 f5 
30 1.848E−4 27.610 35 19.734 78 7.889 145 22.442 14 146.563 8 61.203 06 47.743 48 
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从表 2 和表 3 的计算结果可以看出:对于函数 f1,f2,f3 和 f4,无论是在 30 次运算中所求得的最好解和最差解,
还是它们的数学期望与标准差,MEDE 都远远优于 DE1,DE3 和 DE5,而且这种优势随着函数维数的增大越来越

明显;对于函数 f5,虽然 MEDE 求得的最好解比 DE3 稍微差些,但仍优于 DE1 和 DE5,而且 MEDE 求得的数学期

望与标准差比 DE1,DE3 和 DE5 均优.在附录中,由图 1~图 10 给出的各算法平均在线性能曲线和平均离线性能

曲线的比较也可以看出,MEDE 比 DE1,DE3 和 DE5 具有明显的优势.由此不难得出结论:MEDE 在保持算法时

间复杂度不变的前提下,其求解质量、适应性和鲁棒性均比 DE1,DE3 和 DE5 更优,而且随着函数维数的逐渐增

大,这种优势也越来越大. 
在将 MEDE,DEfirDE 和 DEfirSPX 进行比较时,对于函数 f1,f2 和 f4,设定α=0.5 且 CR=0.3,算法的最大迭代次

数设为 50 000;对于函数 f3 和 f5,仍设定α=0.5 且 CR=0.3,但算法的最大迭代次数与文献[7]中相同.由于文献[7]
中使用微机的硬件配置为 Intel Pentium Processor CPU1700 MHz,512 MB 内存,并在 Jbuilder X环境下编程实现,
因此,表 4 中关于 MEDE,DEfirDE 和 DEfirSPX 在解的数学期望与标准差方面的比较是有效的. 

Table 4  Computation results of MEDE, DEfirDE and DEfirSPX 
表 4  MEDE 与 DEfirDE,DEfirSPX 的计算结果 

Problems MEDE DEfirDE DEfirSPX 
f n P Average Std.Dev. P Average Std.Dev. P Average Std.Dev. 

100 50 1.0 E−20 0.0 100 1.0E−6 0.0 100 1.0E−6 0.0 f1 200 100 1.0 E−20 0.0 200 17.678 9.483 200 0.856 8 0.256 3 
100 50 4.76E−16 5.49E−16 100 1.0E−6 0.0 100 1.0E−6 0.0 f2 200 100 1.11E−16 0.0 200 0.598 4 0.141 9 200 0.163 1 0.031 4 
100 100 27.28548 3.405 744 100 1.0E−6 0.0 100 1.0E−6 0.0 f3 200 200 111.089 1 1.643 677 200 0.145 3 0.277 1 200 0.002 4 0.001 1 
100 50 1.0 E−20 0.0 100 1.2E−6 6.07E−7 100 1.0E−6 0.0 f4 200 100 1.33E−15 0.0 200 0.312 3 0.042 6 200 0.158 9 0.020 7 
100 100 9.230 016 11.027 59 100 107.560 4 28.252 9 100 99.108 6 18.573 5 f5 200 200 109.227 4 68.868 32 200 5 302.79 2363.74 200 996.69 128.483 

 
从表 4 中可以看出:对于函数 f3,MEDE 的求解效果虽然差于 DEfirDE 和 DEfirSPX,但对于函数 f1,f2 和 f4,

在群体规模 P 仅为 DEfirDE 和 DEfirSPX 的 1/2、最大迭代次数仅为它们的 1/10 情况下,MEDE 所求得解的数

学期望与标准差都明显优于 DEfirDE 和 DEfirSPX;而对于函数 f5,在与 DEfirDE 和 DEfirSPX 具有相同群体规

模和最大迭代次数的情况下,MEDE 所求得解的数学期望与标准差也显著优于 DEfirDE 和 DEfirSPX.因此,上述

比较的结果表明:总体而言,MEDE 比 DEfirDE 和 DEfirSPX 的求解质量、适应性和鲁棒性更优,全局收敛性更

好;此外,由于 MEDE 不需要增加额外的运算量,其求解速度也比 DEfirDE 和 DEfirSPX 更快. 

5   结论与展望 

本文首先基于随机压缩映射原理证明了 DE 的渐近收敛性,然后在“拟物拟人算法”思想的启发下,利用 DE
各个进化模式的特点,提出了一种具有多进化模式协作的差分演化算法,并分析了其复杂性和收敛性.最后,应
用 5 个经典测试函数对 MEDE,DE1,DE3,DE5,DEfirDE 和 DEfirSPX 等进行仿真计算比较,根据比较结果得出, 
MEDE 在求解质量和适应性等方面具有更大的优势,非常适于求解连续域上复杂高维函数的数值优化问题.虽
然本文在DE的渐近收敛性分析方面作了初步探讨,但有关DE收敛速率的理论分析还有待于进一步研究.此外,
对于 MEDE 算法能否通过动态地分配各进化模式的使用比例或者与局部搜索策略相结合来进一步改进其收

敛性能,也是今后需要进一步分析和探讨的问题. 
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附录 

当函数 f1,f2 和 f4 的维数 n=100,f3 和 f5 的维数 n=30 时,算法 MEDE,DE1,DE3 和 DE5 的平均在线性能曲线和

平均离线性能曲线比较,如图 1~图 10 所示. 
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Fig.1  Comparison of f1’s average online 
performance 

图 1  求解 f1 的平均在线性能比较 

Fig.2  Comparison of f1’s average offline 
performance 

图 2  求解 f1 的平均离线性能比较 
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Fig.3  Comparison of f2’s average online 
performance 

图 3  求解 f2 的平均在线性能比较 

Fig.4  Comparison of f2’s average offline 
performance 

图 4  求解 f2 的平均离线性能比较 
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Fig.5  Comparison of f3’s average online 
performance 

图 5  求解 f3 的平均在线性能比较 

Fig.6  Comparison of f3’s average offline 
performance 

图 6  求解 f3 的平均离线性能比较 
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Fig.9  Comparison of f5’s average online 
performance 

图 9  求解 f5 的平均在线性能比较 

Fig.10  Comparison of f5’s average offline 
performance 

图 10  求解 f5 的平均离线性能比较 
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Fig.7  Comparison of f4’s average online 
performance 

图 7  求解 f4 的平均在线性能比较 

Fig.8  Comparison of f4’s average offline 
performance 

图 8  求解 f4 的平均离线性能比较 
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