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Abstract:  In this paper, a 3D polar-radius surface moment is proposed, and is used for 3D model retrieval. 3D 
polar-radius surface moments are new moment invariants based on 3D polar-radius moments including the 
invariance on shift, rotation and scale transforms. Compared to previous methods to compute such moments, the 
computational complexity for calculating 3D moments can be decreased considerably. With the help of these 
moment invariants, the 3D models are distinguished accurately. 
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摘  要: 提出一种三维极半径曲面矩,并应用于三维模型检索.三维极半径矩是一种具有平移、旋转和缩放不

变性的不变量,将三维极半径矩推广到三维极半径曲面矩获得了新的不变矩,该方法不需要将三角面片表示的

三维模型数据体素化,从而提高了计算速度和计算精度.同时,基于这种三维极半径曲面矩的识别算法具有很好

的识别率. 
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随着多媒体技术的发展和网络的普及,出现了第四种数字化多媒体——三维几何模型.由于三维模型具有

更加丰富的视觉感知细节,因此在工业产品、虚拟现实、3D 游戏、影视动画、模拟仿真等领域得到了广泛应

用.随着三维数据采集技术、三维图形建模方法及图形硬件技术的发展,在 Intel 网上已经发布了大量的三维几

何模型库.目前进行高质量的三维建模往往需要花费大量的时间和精力,如果能够直接利用已有的模型,将节省

大量开支,因此,如何对这些模型库中的三维模型进行高效的检索已经变得非常重要.由于大多数三维模型通常

只包含几何和表面信息,缺少语义表达方式,因此,基于内容的三维模型检索技术成为目前研究的热点.三维模

型检索技术大致分为 3 个部分:归一化、特征提取和相似性比较.其中特征提取是模型检索的关键技术. 
矩方法是基于内容的三维模型检索中的一类重要方法,1962 年 Hu[1]根据几何不变量理论提取了一系列不
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变量用于二维模式识别,此后,矩在三维模型检索中也得到了应用.Elad 等人[2]将 3D 几何矩用于三维模型检索.
三维几何矩的定义如下所示: 
 ∫∂

=
D

rqp
pqr zyxzyxm

 
ddd  (1) 

其中 D∂ 为三维模型 D 的表面 ,p,q,r 分别为各个坐标轴上的阶数 .三维几何矩可看作是描述模型的函数 

),,( zyxf 在多项式 rqp zyx 上的投影.几何矩中的基函数集 }{ rqp zyx 只具有完备性,而不具备正交性.因此,几何 
矩对模型的描述存在信息冗余.Teague[3]提出使用正交函数作为基函数从而构造正交矩.Canterakis 结合球谐函

数将 zernike 多项式从二维扩展到三维,从而定义了三维 zernike 矩[4],Novotni 将三维 zernike 矩用于三维模型检

索,并证明了 zernike描述符在检索效率上要优于球谐描述符[5].但由于 zernike矩的计算使用了几何矩,从而导致

高次多项式计算不够稳定,并且 zernike 矩计算复杂度较高. 
我们曾提出了一种三维极半径矩,证明了这种矩具有平移、缩放和旋转的不变性,并且给出了 18 个不变矩

表达式,可用于三维模型的比较和识别[6].本文在三维极半径矩的基础上进一步提出了三维极半径曲面矩,三维

极半径曲面矩具有与三维极半径矩同样的不变性,能够达到同样识别区分的目的,但却提高了计算效率,计算复

杂度从 O(N3)降到了 O(N2),实验表明,三维极半径曲面不变矩具有较高的检索效率. 

1   三维极半径矩 

对于一个三维数据模型 ,设 f(x,y,z)是 (x,y,z)处的灰度值 ,且点在物体区域内时 f(x,y,z)=1,其他情况

f(x,y,z)=0.(xc,yc,zc)为物体区域的形心,r 是物体区域中点到形心的距离,第 p 阶三维极半径矩定义为 

 Mp= dp
D

r V∫∫∫  (2) 

其中,D 表示物体区域,dV=rdrdθdz 为圆柱坐标下的体积单元,r= 2 2 2( ) ( ) ( )c c cx x y y z z− + − + − 为极半径. 
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中心矩定义为 
 Mcp= ( ) d

D

r r p V−∫∫∫  (3) 

其中, 1  d
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r r V
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归一化的矩、中心矩定义为 
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对应离散的形式为 
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其中,V 表示被检测物体包含的体素总和. 
这里,Mnp 和 Mncp 具有平移、缩放和旋转的不变性. 

2   三维极半径曲面矩及其不变量 

对于由曲面片构成的三维数据模型,设 f(x,y,z)是(x,y,z)处的密度值,且点在曲面上时 f(x,y,z)=1,其他情况
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f(x,y,z)=0.(xc,yc,zc)为模型的形心;r 是曲面上的点到形心点的距离. 
第 p 阶极半径曲面矩定义为 

 smp= d
D

r Sρ∫∫  (8) 

其中,r= 2 2 2( ) ( ) ( )c c cx x y y z z− + − + − 为极半径. 
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归一化的矩、中心矩定义为 
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其中,A 为曲面 S 的面积,极半径均值
1 d

S

r r S
A
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对应离散的形式为 
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类似地,如果目标曲面形状均匀缩放α倍,则它的半径缩放α倍,面积缩放α2 倍.由此,不难证明归一化的曲面

矩与中心矩具有平移、缩放和旋转不变性. 
计算极半径曲面矩的算法步骤如下: 
(1) 取得三维模型的表面网格数据,包括顶点和三角形网格; 
(2) 取得曲面点数据,以此来获得三维模型的形心和表面积; 
(3) 根据形心值和表面积,计算三维模型的极半径均值; 
(4) 最后求得归一化后的极半径面矩和极半径中心面矩. 

3   实验与结果分析 

以下 5 组图,图 1~图 5 为三维模型动物的 5 组平面图像,图像均由 Vrml 格式文件导出,其中各图中的(b)~(d)
分别是(a)的原 Vrml 格式文件中物体作旋转、缩放、平移后而导出的图像.图 1 模型总点数:3 493,面片数:6 520;
图 2 模型总点数:784,面片数:1 328;图 3 模型总点数:2 129,面片数:4 034.图 4 模型表面总的三维坐标点个数:4 
203,总的面片数:1 928;图 5 模型表面总的三维坐标点个数:11 238,总的面片数:6 902. 

    
(a)                       (b)                      (c)                      (d) 

Fig.1  Horse1 model 
图 1  Horse1 的图像 
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(a)                     (b)                      (c)                    (d) 

Fig.2  Horse2 model 
图 2  Horse2 的图像 

     
(a)                        (b)                      (c)                     (d) 

Fig.3  Horse3 model 
图 3  Horse3 的图像 

          
(a)                          (b)                        (c)                        (d) 

Fig.4  Bird11 model 
图 4  Bird11 的图像 

         
(a)                         (b)                         (c)                      (d) 

Fig.5  Pig2 model 
图 5  Pig2 的图像 

分别选取 5 组动物的(a)作为模板 1,模板 2,模板 3,模板 4,模板 5,利用一阶 Minkowski 相对度量方法来计算

5 组动物之间的距离 di,j=
, ,

1 , ,

| |
min(| |,| |)

n
i k j k

k i k j k

X X
X X=

−
∑ ,其中取前 20 阶三维极半径曲面矩参与运算,结果见表 1. 

从表 1 中可以看出,每个模板与其变换后的模型的距离最大为 14.870,阈值选为 50,很容易就与其他模型区

分开来,识别率达到 100%. 
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Table 1  The distances between each pattern and models 
表 1  5 组动物与模板之间的距离 

Minkowski distances Patterns  
 

Models 
Bird11 

(1) 
Horse1 

(2) 
Horse2 

(3) 
Horse3 

(4) 
Pig2 
(5) 

bird11(1) 0 1.96e+4 1.37e+6 2.67e+7 2.35e+5 
bird11_r(2) 1.382 1.96e+4 1.37e+6 2.67e+7 2.35e+5 
bird11_s(3) 0.306 1.96e+4 1.37e+6 2.67e+7 2.35e+5 
bird11_t(4) 0.166 1.96e+4 1.37e+6 2.67e+7 2.35e+5 
horse1(1) 1.96e+4 0 6.64e+2 7.34e+3 92.656 

horse1_r(2) 1.96e+4 0.240 6.63e+2 7.33e+3 93.200 
horse1_s(3) 1.96e+4 2.874 6.67e+2 7.34e+3 89.431 
horse1_t(4) 1.96e+4 7.91e−3 6.64e+2 7.34e+3 92.675 
horse2(1) 1.37e+6 6.64e+2 0 1.19e+2 1.84e+2 

horse2_r(2) 1.37e+6 6.66e+2 2.324 1.22e+2 1.83e+2 
horse2_s(3) 1.37e+6 6.69e+2 4.230 1.28e+2 1.90e+2 
horse2_t(4) 1.37e+6 6.64e+2 3.72e−2 1.19e+2 1.84e+2 
horse3(1) 2.67e+7 7.34e+3 1.19e+2 0 6.67e+2 

horse3_r(2) 2.68e+7 7.35e+3 1.23e+2 14.870 6.82e+2 
horse3_s(3) 2.67e+7 7.34e+3 1.20e+2 2.416 6.66e+2 
horse3_t(4) 2.67e+7 7.34e+3 1.19e+2 5.87e−2 6.68e+2 

pig2(1) 2.35e+5 92.656 1.84e+2 6.67e+2 0 
pig2_r(2) 2.35e+5 92.804 1.84e+2 6.68e+2 8.93e−2 
pig2_s(3) 2.35e+5 91.456 1.82e+2 6.68e+2 0.834 
pig2_t(4) 2.35e+5 92.484 1.84e+2 6.67e+2 7.06e−2 

4   结论和展望 

本文将三维极半径矩拓广到了三维极半径曲面矩,三维极半径曲面矩不仅能够用来识别由连续区域构成

的三维模型,同时也可以用来识别分离区域组成的三维模型.这种曲面矩具有简洁的形式,且易于计算,不需要

将三角面片表示的三维模型数据体素化 ,提高了计算速度和计算精度 .实验表明 ,该不变矩具有较好的检索 

效率. 
今后的工作主要集中在以下 3点:(1) 在大型数据库中对更多的模型进行测试,增强基于三维极半径曲面矩

的检索性能.(2) 采用不同的相似度测度方法.(3) 高阶矩的计算问题. 
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