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Abstract:  It is necessary to bring global optimization in covering algorithm to improve its precision of 
classification. So a probabilistic model of covering algorithm is put forward in this paper. Firstly, the covering 
algorithm is ameliorated to kernel covering model (Gaussian function is the kernel function), then a kind of finite 
mixture probabilistic model for kernel covering model is introduced according to the probabilistic meaning of 
Gaussian function. Finally, the global optimization calculation is inducted based on maximum likelihood theory and 
Expectation Maximization Algorithm. Therefore, the algorithm optimizes the covering network broadens the 
application domain of covering algorithm and improves its robustness. The experimental results show that the 
optimized probabilistic model of covering algorithm can improve the accuracy of classification. 
Key words:  machine learning; neural network; covering algorithm; finite mixture probabilistic model 

摘  要: 要从本质上提高覆盖算法的精度,必须在算法中引入全局的优化计算.为此,先将覆盖算法扩展成核覆盖

算法(以高斯函数为核函数),再利用高斯函数的概率意义(高斯分布),为核覆盖算法建立一个有限混合概率模型,在
此基础上,利用“最大似然原理”引入全局优化计算,并利用 EM(expectation maximization)方法进行求解,完成对覆盖

算法的全局优化计算,从而扩大覆盖方法的使用范围并提高算法的精度,且将它从确定的模型扩展成概率的模型,后
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者更具抗噪声干扰的能力.最后给出模拟实验,实验比较结果表明,经优化后的概率模型确实提高了算法的精度. 
关键词: 机器学习;神经网络;覆盖算法;有限混合概率模型 
中图法分类号: TP181   文献标识码: A 

在文献[1]中,我们利用 M-P 神经元的新的几何意义,提出了一种前向神经网络的学习算法——覆盖算法.
该算法使得处理海量数据的分类、聚类问题成为可能.它随后被推广成核覆盖算法、多侧面覆盖算法、模糊覆

盖算法、增量覆盖算法等[2−5],并被成功地应用于金融预测、模式识别、手写汉字、文本分类、网络上图像检

索等问题[6−11]. 
这些推广和改进扩大了覆盖算法的应用范围,在一定程度上也提高了算法的精度.但要进一步提高算法的

精度,还要解决如何在算法中引入全局的优化计算.只有合理地引入全局的优化计算,才能在本质上提高算法的

精度. 
核覆盖算法在某种意义下可以看成是多分类的(核)支持向量机(support vector machine,简称 SVM)方法

(SVM 方法本质上是针对二分类).其次,在应用(核)SVM 方法时,最大的困难在于如何选取适当的核函数,而覆盖

算法利用“覆盖”很好地解决了核函数选取的问题.但 SVM 方法有一个全局优化过程,而覆盖算法只是进行局部

优化运算,故一般地说,SVM 方法具有更高的精度. 
本文的目的是,通过为(核)覆盖算法建立一个概率(有限混合概率)模型,在此基础上利用“最大似然原理”引

入全局优化计算,完成对核覆盖算法的全局优化.希望通过全局优化,提高算法的精度. 
本文第 1 节简单介绍覆盖算法.第 2 节简单介绍有限混合概率模型.第 3 节给出覆盖算法的概率模型.第 4

节给出模拟比较的结果.最后是结论. 

1   覆盖算法 

1.1   覆盖算法(分类的学习问题) 

问题的提出:给定一个训练样本集 K={(x1,y1),…,(xp,yp),xi∈Rn,yi∈{0,1}m},要求构造一个前向神经网络 N,满
足 N(xi)=yi,i=1,…,p(即将 n 维空间中的 p 个样本分成指定的 m 类). 

(1) 覆盖算法 

利用变换:f:Rn→Sn+1, ( )2 2( ) , | | .f x x R x= −  

求一组覆盖:C=
1 2

1 1 1 2 2 2
1 2 1 2 1 2{ , ,..., , , ,..., ,..., , ,..., }.

m

m m m
n n nC C C C C C C C C  

其中每一覆盖子组 },...,,{ 21
i
n

ii
i

CCC 只覆盖第 i 类的样本点,则 C 就是覆盖算法得到的解.其判别(决策)函数可以表

示为 

∑=
j

i
ji xxF )()( σ , 

其中, )(xi
jσ 是 i

jC 的特征函数,Fi(x)是第 i 类的判别函数,i=1,…,m. 

样本测试:给定一个测试样本 x,先给定一个阈值 a,当 x落在距各覆盖的距离均大于 a时,则认为是拒识状态,
否则按“就近原则”进行判别. 

(2) 模糊覆盖算法 

在上面的覆盖算法中,其判别函数是 i
jC 的特征函数,我们也可以将特征函数改为其他函数,构成模糊覆盖.  

其判别函数可以表示为 

∑=
j

i
ji xfxF )()( , 

其中, )(xf i
j 是 i

jC 的模糊覆盖函数,Fi(x)是第 i 类的判别函数,i=1,…,m. 

(3) 核覆盖算法 
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给定核函数 K(x,y),设 i
jC 覆盖的中心为 i

ja ,令对应的判别函数为 

mixaKxFxaKxf
j

i
ji

i
j

i
j ,...,1 ,),()( ),,()( === ∑ . 

若将各个覆盖中所覆盖的样本点的个数考虑进去,上式也可以写成 

 ∑==
j

i
j

i
ji

i
j

i
j xaKxFxaKxf ),()( ),,()( β  (1) 

i
jβ 由 i

jC 覆盖的样本点的密度决定. 

若取 K(x,y)为高斯核函数,则式(1)为 

 ∑ −−=
j

i
j

i
j

i
ji axxF )/||exp()(

22 σβ  (1′) 

1.2   SVM核函数法 

对二类分类问题,核支持向量机方法可以简述如下: 
问题:给定样本集(二类分类样本) K={(x1,y1),…,(xp,yp),xi∈Rn,yi∈{0,1}m}. 
给定核函数 K(x,y),则最后得到的最优决策函数为 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∑

支持向量

bxxKyxF i
i

i ),(sgn)( α  (2) 

取高斯核函数,则式(2)为 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−= ∑

支持向量

bxxyxF i
i

i
i )/||exp(sgn)( 22 σα  (2′) 

2   概率有限混合模型 

在概率论中有如下命题成立:任何连续分布均可由等方差 Gauss 密度的有限混合任意逼近. 
换句话说,在近似的意义下,只要研究有限 Gauss 混合密度就足够了.本文正是本着这种思想,利用有限高斯

混合密度为我们的覆盖算法建立概率模型.下面简单介绍有限混合模型的性质. 

2.1   有限混合模型的定义[12,13] 

设 X1,…,Xp 是样本量为 p 的独立同分布随机样本 ,其中 Xi 是 n-维随机向量 ,其概率密度函数为 f(x) 
(probability density function,简称 p.d.f).设 f(xi)可以表示为 

 
1

1

( ) ( )

0 1( 1,..., )

1

g

i j j i
j

j
g

j
j

f x f x

j g

α

α

α

=

=

⎧
=⎪

⎪⎪ ≤ ≤ =⎨
⎪
⎪ =
⎪⎩

∑

∑

 (3) 

其中,fj(xi)表示观察值 xi 来自第 j 分量时的条件 p.d.f. 
称由式(3)定义的密度函数为 g-分量有限混合密度(g-component finite mixture density). 
若取 fj(x)为 1-维高斯分布,则式(3)可以表示为 

 ∑ −−=
j

jiji xxxf )/||exp()( 22 σβ  (3′) 

从形式上看,式(1′)、式(2′)和式(3′)非常相似,特别是式(1′)和式(3′)形式上完全相同.这就启发我们是否可以

利用有限混合概率模型来研究覆盖算法. 
本文的目的就是利用有限混合概率模型为覆盖算法建立一个概率模型,利用有限混合模型的极大似然拟

合方法为覆盖算法提供全局优化方法. 
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2.2   混合模型的极大似然拟合 

设给定样本{x1,…,xp},令其概率密度函数为 

1

1

( ) ( )

0 1( 1,..., )

1

g

i j j i
j

j
g

j
j

f x f x

j g

α

α

α

=

=

⎧
=⎪

⎪⎪ ≤ ≤ =⎨
⎪
⎪ =
⎪⎩

∑

∑

. 

fj(x)属于某个参数分布族{fj(x,θ)},记为 

1
( , ) ( , ),  i j j i j

j
f x f xΘ α θ θ Ω

=

= ∈∑ . 

令 
 ( ) ( , )i

i
L f xΘ Θ= ∏  (4) 

称其为(样本{x1,…,xp})的似然函数(likelihood function).L(Θ)在Ω中某一点Θ 达到最大值,称Θ 是Θ的最大似然

估计(maximum likelihood estimator,简称 MLE). 
对式(4)取对数,再对Θ求偏导数,可得 

1

1 ˆˆ ( , ),j j i
j

x
p

α β Θ
=

= ∑  

ˆ
1

ˆˆ( , ( ln ( , ) / ) | 0,
j j

p

j i j i j j
i

x f x θ θβ Θ θ θ
=

=

∂ ∂ =∑ ）  

对 j=1,…,g 成立,其中, 
ˆˆ ( , )ˆ( , ) ˆˆ ( , )

j j i j
i

t t i t

f x
x

f x
α θ

β Θ
α θ

=
∑

. 

2.3   最大似然求解方法 

Dempsteret 在文献[12]中给出了求解最大似然的迭代 EM(expectation maximization)算法.算法步骤如下: 
E 步: 
第 1 步:给定初始值Θ(0),求均值: 

(0)
(0)( , ) [ln ( | ],Q E L x

Θ
Θ Θ Θ=  

其中,E 是取均值. 
给定Θ(k),求得 

( ) ( )
( )

( ) ( )

1

( , )
( , )

( , )

k k
j j i jk

j i k k
t t i t

t

f x
x

f x
α θ

β Θ
α θ

=

=
∑

. 

求期望: 

( ) ( )

1 1
( , ) ( , )(ln ln ( , ).

p g
k k

j i j j i j
t j

Q x f xΘ Θ β Θ α θ
= =

= ∑∑  

M 步: 
第(k+1)步要求: 

( 1) ( )arg max ( , ).k kQ
Θ Ω

Θ Θ Θ+

∈
=  

用 Lagrange 乘子法,可得 

( )( , ) 1 0.k
j

j
Q Θ Θ λ α

⎛ ⎞
− − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  
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易解得λ=n. 

( 1) ( )

1

1 ( , ), 1,..., .
p

k k
j j i

i
x j g

p
α β Θ+

=

= =∑  

新估计 )1( +k
jθ ,取它为以下方程的一个适当解: 

0)/),(ln(,(
1

)( =∂∂∑
=

p

i
jjij

k
ij xfx θθθβ ） . 

注:M 步的第 k＋1 迭代只要求满足下式,也可证明迭代的收敛性. 
Q(Θ(k+1),Θ(k))≥Q(Θ(k),Θ(k)). 

3   覆盖算法的概率模型 

3.1   覆盖算法的概率模型 

给定分类问题,K={(x1,y1),…,(xp,yp),xi∈Rn,yi∈{0,1}m},即共有 p 个 n 维样本,分成 m 类. 
我们用覆盖算法求得覆盖组为 

},...,,,...,,...,,,,...,,{ 21
22

2
2

1
11

2
1
1 21

m
g

mm
gg m

CCCCCCCCC . 

设覆盖第 i 类点的覆盖组 },...,,{ 21
i
g

iii
i

CCCC = . 

简单的覆盖算法通过对每个覆盖取特征函数来表示.这种表示未能反映样本在覆盖中的分布情况.为了克 

服这个缺点,应用某种分布函数来代替特征函数,最容易想到的就是高斯分布函数.若对每个覆盖 i
jC 引入高斯

核函数(以覆盖的中心为高斯核函数的均值,取半径为方差 i
jσ ,记为 i

i
j

i
j gjaN ,...,1),,( =σ . 

对应于第 i 类的决策函数为 

 ∑ −−=
j

i
j

i
j

i
ji axxF )/||exp()(

22 σβ , i=1,…,p (5) 

其中, i
jβ 是与各覆盖中样本点的密度有关的参数. 

式(5)又可以理解为取核函数为高斯函数的核覆盖算法得到的决策函数.而核函数法的一个未能很好地解

决的问题,就是如何合理地给定核函数的参数.这里利用由覆盖算法求到的覆盖作为所取的核函数,这样就解决

了如何选择核函数参数的难题. 
全局优化问题的最大难度在于如何引入“优化原则”,如果将核覆盖算法看成是多类分类的 SVM 方法,就很

难将“最优分离超平面”的概念改造成多类分类的最优原则.若将最优原则定为“覆盖个数最少”,则可能将问题

引入死胡同,因为最少覆盖问题本身就是一个 NPC 问题.而且覆盖数最少是不是就能保证算法的泛化能力最

强?未必.故必须对覆盖算法建立适当的模型后,才能合理地引入“优化原则”. 
经过上面的一系列变换,我们就可以从概率的角度来考察它,因为式(5)可以看成是一个有限混合概率模型,

于是可以利用第 2 节给出的求模型的最大似然的 EM 算法,求得式(5)的最优参数.这样就从概率角度为核函数

的确定参数问题,给出一个合理的解决方法. 
也就是说,当我们将核函数法中的核函数理解成概率分布函数时,核函数覆盖算法为我们提供了一个新的

视角——概率模型.于是可将概率统计中现成的方法引入分类学习,也就是把核覆盖算法与统计模型结合起来,
为覆盖算法找到全局优化的途径. 

将覆盖问题化成有限混合概率模型后,就可将“最大似然原理”引入覆盖算法.“最大似然原理”从直观上看,
就是对给定的数据,在所有可能提供的参数中求出一个对所给定的数据全体具有最大概率的参数.因为是对“所
给定的数据全体”求最大,故这个优化具有“全局性”. 
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3.2   混合模型的最大似然拟合 

算法 1. 概率混合覆盖算法. 
给定 m 类分类的训练样本集 K={K1,…,Km}. 

S1:利用覆盖算法,求出各类的覆盖组{C1,…,Cm}. 

对每个覆盖组 },...,,{ 21
i
g

iii
i

CCCC = ,i=1,…,m.建立有限混合概率模型,下面为书写方便,将上标略去,记 

为 C={C1,…,Cg},并设第 i 类样本共有 p 个. 
其有限混合模型为 

( ) ( , , )j j j
j

F x xα ϕ µ ∑= ∑ , j=1,…,g. 

S2:利用最大似然拟合法进行拟合. 

(2.1) 取 jj d=)0(α ,dj 是覆盖 Cj 含有第 i 类点占第 i 类点总数的比例. 

jjj rr ,)0( =σ 为 Cj 的半径. 

jjj aa ,)0( =µ 为 Cj 的中心. 

nnjj II ,)( 2)0()0( σ∑ = 是 n 维单位矩阵. 

(2.2) 给定初始值后按 EM 方法进行迭代. 
公式如下: 

E 步: 
第(k+1)次迭代计算观测样本 xj 来自第 j 个分量的后验概率 

 
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

1

( , , )
( , ) ,  1,..., ,  1,...,

( , , )

k i k k
j j ji k

j g
k i k k

j j j
j

x
x j g i p

x

α ϕ µ ∑
β Θ

α ϕ µ ∑
=

= = =

∑
 (E-1) 

 gj
p

p

i

k
ij

k
j ,...,1,1

1

)()1( == ∑
=

+ βα  (E-2) 

M 步: 
迭代求均值和方差矩阵: 

 
∑

∑

=

=+ = p

i

k
ij

p

i

ik
ij

k
j

x

1

)(

1

)(

)1(

β

β
µ ,其中, ( ) ( )( , ),  1,..., ,  1,...,k i k

ij j x j g i pβ β Θ= = =  (M-1) 

 pj
xx

p

i

k
ij

p

i

Tk
j

ik
j

ik
ij

k
j ,...,1 ,

))((

1

)(

1

)1()1()(

)1( =
−−

=

∑

∑

=

=

++

+

β

µµβ
∑  (M-2) 

当ϕ(x,µj,σj)取为 1-维高斯分布时,有 

 
∑

∑

=

=

+

+
−

= p

i

k
ij

p

i

k
j

ik
ij

k
j

x

1

)(

1

2)1()(

)1(2
|)(|

)(
β

µβ
σ  (M-2)′ 

上面的 EM 方法,就简化为均值、方差(矩阵)和线性组合系数的迭代计算.其结果就是对覆盖迭代改进(不
断变换其中心、半径和组合系数). 

利用 EM 方法求解最大似然问题,其难点在于如何合理地选取混合模型的分量个数问题(这就像 k-均值法

中如何取 k 的问题).对覆盖算法,这个问题可以利用覆盖算法求得的覆盖,作为 EM 算法的迭代起始值,得到很好

地解决.因为利用覆盖算法求得的覆盖组基本上已是次优的覆盖,在此基础上,再利用 EM 算法进行迭代,就能很
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快求到最优解.这也是对覆盖算法的概率模型引入“最大似然原则”成功的原因. 
另外,为了防止迭代过程发散,在迭代过程中,对出现下面情况进行调整: 

(1) 给定ε1,当 1
)1( || εα <+k

j ,将 )1( +k
jα 删去; 

(2) 给定δ,当 δµµ <− ++ || )1()1( k
i

k
j ,合并为

2

)1()1(
)1(

++
+ +

=
k

i
k

jk
j

µµ
µ ; 

(3) 给定ε2,对 2
2 εσ <j 的覆盖 Cj,将覆盖 Cj 保留,在下一轮迭代时对该覆盖不进行迭代. 

给出一个迭代停止的条件(如达到一定迭代精度或达到一定的迭代次数).最后迭代停止时,所得到有限概

率模型即所求. 
注:在(3)中保留小方差的覆盖,主要是为了防止 EM 迭代的发散,方差很小的覆盖,所覆盖的点多是“离    

群点”. 

4   模拟结果 

利用覆盖算法的概率模型,得到改进的覆盖算法(probabilistic model for covering algorithm,简称 PCA),并与

原覆盖算法、SVM 算法[14]进行模拟比较. 

4.1   实验结果 

本文使用 http://www.ics.uci.edu/mlearn/mlrepository.html 的 5 个数据库(见表 1),分别选用覆盖算法及其改

进算法 PCA 进行实验,并调用 http://www.ece.osu.edu/~maj/osu_svm/上的 OSU SVM Classifier Matlab Toolbox,
将实验结果与其他分类器的结果进行比较 ,见表 2.本文的所有实验都是在 CPU 为 Intel Pentium 4 
2.6GHz,1.00GB 的内存,编程环境为 MATLAB 6.5.1 下完成的. 

Table 1  Databases for experiments 
表 1  实验数据库 

Name of 
databases 

Number of training 
samples 

Number of testing 
samples 

Dimension of 
input 

Class identification 
number 

Waveform 4 500 500 21 3 
Wine 178 18 13 3 

Pima indians diabetes 691 77 8 2 
Glass 214 21 10 6 

Ionosphere 316 35 34 2 

对 5 个数据库取同样的训练集和测试集,用 10-交叉进行实验得到的测试精度(%)如表 2 及图 1 所示. 

Table2  Comparison table of testing accuracy on five databases 
表 2  5 个数据库的测试精度比较表 

Name of databases 
Algorithm Wine Waveform Pima Glass Ionosphere 

Covering algorithm without optimization 96.111 81.417 71.948 57.92 89.225 
1 100 82.22 73.1 61.9 91.06 
5 100 83.1 77.32 61.9 93.83 

10 100 84.59 78.22 71.43 94.11 
20 100 85.1 79.2 71.43 94.43 

Covering 
algorithm 
without 

optimization 

Iterations 

30 100 85.12 79.21 71.43 94.45 
Linear SVM 97.778 87.046 76.753 57.727 87.778 
RBF SVM 98.333 87.026 77.532 66.364 94.444 

在迭代几次以后,算法 3.2 的 M 步中的 )(2 )( k
jσ 就可能为 0,在下一次迭代中,我们用两种方法进行处理:一种

方法是将 )(2 )( k
jσ 人为地赋以一个很小的值δ,以便能进行下一次循环;另一种方法是将该覆盖保留,在下一轮迭 

代时对该覆盖不进行迭代.比较两种结果,第 2 种方法要优于第 1 种,所以在实验中,我们的结果都是选用第 2 种

方法进行处理的. 
从实验的结果得出经优化后的结果提高了算法的精度,在 5 个模拟比较中有 4 个的结果比 SVM 方法好.
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而未优化的原覆盖算法的 5 个数据的模拟结果的精度都不如 SVM 方法. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Histogram of test accuracy using four algorithms on five databases 
图 1  5 个数据库 4 种不同算法的测试精度比较图 

5   结  论 

本文所给出的覆盖算法的概率模型解决了覆盖算法的全局优化问题,即将算法推广到概率模型而且引入

了全局的优化过程(求最大似然拟合). 
若将核覆盖算法看成是多分类的(核)SVM 方法,则在一定意义下解决了如何选取适当核函数参数的难题. 
实际上,我们是利用已知的训练样本的分布情况,先利用覆盖算法近似地求出各类的的分界“面”(就是所得

到的覆盖组),各类覆盖构成的区域大体上就是各类对应的分布的主要定义域.然后利用有限混合模型的最大似

然拟合方法求出各类的最后分布.这样分两步走,可以大幅度减少计算量.当然,这种方法也存在一些不足之处,
如本方法利用覆盖算法求得的覆盖后,有限混合模型的分量个数基本上就确定下来,在后面的求解过程中只有

少数的删除和合并过程,这个分量个数可能不是最合适的.故进一步可以在 EM 步骤后加上一个调整分量个数

的计算,其思想是,定义两分量的相关系数,并给出相应的阈值,当两分量的相关系数小于阈值时,就将它们合并

成一个分量.另外,也可定义两分量的偏差并给出对应的阈值,当偏差大于阈值时,就将一个分量分解为两个分

量.这样不断地调整分量的个数,直到不必再分解和合并为止. 
覆盖算法与 SVM 方法相比的优点是简单、直观、计算量低,另外,它能同时处理 k 类分类问题.而 SVM 方

法基本上是二类分类的方法,要解决 k 类分类问题,就要将 k 类分类问题化成 k−1 个二类分类问题.从覆盖算法

的概率模型可以看出,对各类决策函数,在求最大似然拟合时基本上是分开进行的,这就大幅度降低了计算的复

杂性.现将覆盖算法扩展成概率模型(即将确定型的模型扩展成概率模型),以提高算法抗噪声干扰的能力.而
SVM 算法虽然是从统计学习理论中推导出来的,但其算法本身(化成求二次规划问题)却是确定型的,故缺乏抗

噪声干扰的能力.SVM 方法的优点是精度较高(因为它引入全局优化计算). 
我们希望通过引入覆盖算法的概率模型并对它进行全局优化来提高覆盖算法的精度.从初步的模拟结果

已看出概率覆盖算法的优越性,当然,仍须在今后的应用实践中继续进行验证和改进.另外,对于利用 k-维高斯

(k>1)分布构造有限混合模型,在迭代过程中出现当方差矩阵Σ的逆矩阵不存在情况的处理,我们将另文加以  
讨论. 
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