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Abstract: A new series of the generalized Ball basises of degree-n with parameter k (   122 +≤≤ nk )  are 
constructed as the transition from Wang-Ball basis (k=2) to Said-Ball basis ( k =   12 +n ) , and some properties of 

them are given. Then, the new generalized Ball curves are based on these new basises and the algorithms for recursive 
evaluation, degree-elevation, and degree-reduction are introduced. Finally, the corresponding trigonal Ball basises 
are shown and the algorithms for the recursive evaluation and degree-elevation of trigonal Ball surfaces are given. 
Key words: Ball basis; Said-Ball basis; Wang-Ball basis; Bernstein basis; Bézier curve 

摘  要: 构造了一系列次数为 n 且带有参数 k(   122 +≤≤ nk )的新的广义 Ball 基,作为 Wang-Ball 基(k=2)到
Said-Ball 基(   12 += nk )的过渡,并给出新基的一些性质.接着,由新基定义出新的广义 Ball 曲线,给出曲线的递归

求值、升阶和降阶逼近算法.最后,提出相应的三角基,并给出三角曲面的递归求值和升阶算法. 
关键词: Ball基;Said-Ball基;Wang-Ball基;Bernstein基;Bézier曲线 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

自 1974 年英国数学家 Ball 在著名的 CONSURF 机身曲面造型系统中创造了一种有理三次参数曲线[1−3]

以来,广义Ball曲线面的研究工作大量展开,其中以胡事民等人[4]命名的Wang-Ball[5]和 Said-Ball[6]为主.2000年,
邬弘毅提出了两类新的广义 Ball 曲线[7],第 1 类介于 Wang 和 Said 之间,第 2 类介于 Bézier 和 Said 之间.2003
年,Delgado和 Pena为保形定义了一组基[8],有人称其为 DP-Ball. 
广义 Ball 基与使用更多的 Bernstein 基相比,前者的次数由两端向中间逐步升高,而后者的次数均相同.因

此,广义 Ball 曲线面比 Bézier 曲线面的优势在于其求值及升降阶的计算速度,文献[4]给出了具体系统的对比.
广义 Ball基可以是多种多样的.本文将构造一簇新的广义 Ball基,并给出相应曲线和三角面片的一些性质. 
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1   推广的 Ball基及其性质 

1.1   新基的定义 

引入一个整参数 k(   122 +≤≤ nk ) ,次数为 n的新基 { }n
i

kn
i tU 0

,   )( = 定义如下: 

i) 当 时为 Bernstein基; 2≤n
ii) 当 时为 Ball基; 3=n
iii) 当 时,若 ,取 Wang-Ball基;若3>n 2=k   12 += nk ,取 Said-Ball基;当   122 +<< nk 时 ,  
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其中,系数 由下式对 n递推求得:初值: kn
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于是,当 n 给定后,每个整数  [ ]12,2 +∈ nk 都对应一组基,共有  2n 组不同的广义 Ball 基.图 1 给出了 k=4,n=8

时基的图像. 

Fig.1  The image of basis when k=4, n=8
图 1  k=4,n =8时基的图像 

1.2   新基的性质 

对于给定的次数 n,任意整数  [ 12,2 + ]∈ nk ,新基有如下性质: 

性质 1.1(正性). , t ,i=0,1,…,n. 1)(0 , ≤≤ tU kn
i [ 1,0∈ ]

性质 1.2(权性). ,1)(
0

, ≡∑
=

n

i

kn
i tU [ ]1,0∈t . 

性质 1.3(对称性). ,)1()( ,, tUtU kn
in

kn
i −= − [ 1,0 ]∈t , i=0,1,…,n. 
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性质 1.4(线性无关性). 基的必要条件,用数学归纳法易证得. 
性质 1.5(与 Bernstein基的互化). 假设 
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通过计算易得: 
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算法 1.1. Bernstein基转化为新基.使用式(3)的 . B
slu
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算法 1.2. 幂基转化为新基. 

Step 1. 对于  20 nl ≤≤ , kn
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Step 2. 当 时, nl ≤≤0
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2   新曲线的性质 

设 { } 3
0 ℜ∈=

n
iiQ ,对于给定的任意整数  [ 12,2 ]+∈ nk ,由新基给出新曲线: 
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由新基的性质可知,新曲线具有几何不变性、对称性、端
点插值性、凸包性、变差缩减性、可离散性等几何性质,
适用于参数化几何造型设计. 

 
Fig.2  New curves when k=2,…,5 and n=8 
图 2  n=8,k=2,...,5时的曲线 

当次数 n 给定后,变动 k,共能产生  2n 条曲线.图 2

给出当 n=8时,k分别为 2,3,4,5时的新曲线.k=2和 5时分
别是 Wall-Ball 和 Said-Ball 曲线.图中自上而下 k 值分别
为 5,4,3,2,由图 2 可知,这一系列曲线位于 Wall-Ball 和
Said-Ball曲线之间.并且,k值越接近   12 +n ,曲线越接近

控制多边形. 

2.1   递归求值 

算法 2.1. 递归求值.仿照 Wang-Ball和 Said-Ball曲线,给出新曲线的递归求值算法. 
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iiQ 为控制顶点,得到 n−1次的新曲线,代替原 n次的曲线. 
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这一算法的正确性依赖于等式 , 3 .当 n 为奇数时,由式(1)很容易得到.当

为偶数时,利用对称性和恒等式 可知算法正确. 
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图 3 给出 k=3,n=6 时的情况 .容易看出 ,算法 2.1 中 ,当 n 为奇数或偶数时 ,生成新点的个数分别为

)1)(1(2)1( +−−++ knkn 和 )2)(1(2 +−−+ knkn ,即所需加法数等于新点个数,而乘法数则是加法的两倍.因

此,随着 k的增大,递归求值的时间复杂度增加. 
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Fig.3  Recursively evaluating when k=3, n=6
图 3  k=3,n=6时的递归求值 

2.2   升阶和降阶 

算法 2.2. 升阶. 
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则U 是式(4)所表示曲线的升阶曲线. ∑
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Fig.4  Degree elevating when n=7, k=3 
图 4  n=7,k=3时的升阶情况 

图 4给出 n=7,k=3时曲线升阶的情况,升阶后的控制顶点,
控制多边形用虚线表示. 
对于降阶 ,首先给出精确降阶的充要条件 : Q  
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=

+=
n

i
ii

kn
ik tUt

0

, ))(()( εQU 满足降阶条件,

再用 min2
=iε

0
∑
=

n

i
确定 iε . 

+−12n

算法 2.3. 降阶逼近. 
• 若 n为偶数, 6)2( 212121212 nnnnn QQQQ −Q +−← +−−− , 6)2( 212121212 nnnnn QQQQQ −+−← +−++ , 

3
2 21212
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nnn

nn
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+← +− ;
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
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• 若 n为奇数, ( )








−≤≤+
−=+

−≤≤
=

+

+−

12)1(,
2)1(,2

2)3(0,

1

2)1(2)1(

nin
ni

ni

i

nn

i

i

Q
QQ

Q
Q . 

于是, ∑
−

=

−=
1

0

,1 )()(
n

i
i

kn
ik tUt QU 是式(4)所表示曲线的降阶逼近曲线. 

图 5、图 6分别给出 n=7,k=3和 n=8,k=4时的降阶情况.降阶后的控制多边形和曲线用虚线表示. 

 
 

Fig.5  Degree reducing when n=7, k=3 

图 5  n=7,k=3时的降阶情况 
Fig.6  Degree reducing when n=8, k=4 
图 6  n=8,k=4时的降阶情况 

3   新三角曲面性质 

3.1   新三角基 

相应于 Bézier三角面片的控制网格 { },,, nlsmlsm =++Q ,构造新三角基,以产生新三角 Ball曲面: 

 ∑
=++

=
nlsm

lsm
kn

lsmk wvuUwvu ,,
,

,, ),,(),,( QU , , 0,, ≥wvu 1=++ wvu  (5) 

新基U (以下简写为U )需满足以下条件: ),,(,
,, wvukn
lsm

kn
lsm

,
,,

(1) , ,1),,(0 ,
,, ≤≤ wvuU kn
lsm 0 =+,, ≥wvu 1+ wvu ; 

(2) , ,1),,(,
,, ≡∑

=++ nlsm

kn
lsm wvuU 0 =+,, ≥wvu 1+ wvu ; 

(3) 当 u,v,w之一为 0时, U 退化为单元新基. ),,(,
,, wvukn
lsm

定义. 三角基U (以下简写为U ).对于给定的任意整数),,(,
,, wvukn
lsm

kn
lsm

,
,,  [ ]12,2 +∈ nk ,令 , U , 

. 

uU k =,1
100 vk =,1

010

wU k =,1
001

• n为奇数时, 

� 当 m或 s或 l 2)3(,...,1, +−= nnn 时,分别有U ; kn
lsm

kn
lsm

kn
lsm

kn
lsm UUU ,1

1,,
,1

,1,
,1

,,1
,

,, ,, −
−

−
−

−
−=

knknkn ,1,1,1 −−−� 当 m或 s或 l 2)1( += n 时,分别有U ; lsmlsmlsm
kn

lsm wUvUuU 1,,,1,,,1
,

,, ,, −−−=
knknknkn ,1,1,1, −−−� 否则,当全部 2)1(,, −≤ nlsm 时, . lsmlsmlsmlsm wUvUuUU 1,,,1,,,1,, −−− ++=

• n为偶数时, 

� 当 ≤+ kn 2 m或 s或 l n≤ 时,分别有U ; kn
lsm

kn
lsm

kn
lsm

kn
lsm UUU ,1

1,,
,1

,1,
,1

,,1
,

,, ,, −
−

−
−

−
−=

nknknkn 1,1,1, −−−� 当 m或 s或 l 12 −+= kn 时,分别有U ; k
lsmlsmlsmlsm wUvUuU ,

1,,,1,,,1,, ,, −−−=

{ ,1, knkn −� 令 12,...,32,22 +−+−+= nknkni ,依次分别有 , ,
1,,1

,
,1,1,,1,,

kn
lsi

kn
lsilsilsi wUvUuUU −+−+− ++=

}knknkn ,,,1−

 
knknknkn ,,,1, −

limlimlimlim wUuUvUU 1,1,,1,1,1,,, −++−− ++= , U ; ismismism
kn

ism vUuUwU 1,1,1,,11,,
,

,, +−+−− ++=

2n= 2nC =� 当 m或 s或 l 时,设常数 ,则 

kn
CC

kn
CC

kn
CC

kn
CC

kn
CC

kn
CC

kn
CC

kn
CC

kn
CC U

w
uU

u
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v
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w
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v
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u
vUUU ,
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,

1,0,1
,

1,1,0
,

1,1,0
,

0,1,1
,

0,1,1
,

,0,
,

,,0
,

0,, ,,,, +−−+−++−+−−+ +++= , 
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其余, kn
lsC

kn
lsC

kn
lsC

kn
lsC UuwUuvuU ,

1,,1
,

,1,1
,1

,,1
,

,, −+−+
−
− ++=U , kn

lCm
kn

lCm
kn

lCm
kn

lCm UvwUvuvU ,
1,1,

,
,1,1

,1
,1,

,
,, −++−

−
− ++=U , 

kn
Csm

kn
Csm

kn
Csm

kn
Csm UwvUwuwUU ,

1,1,
,

1,,1
,1

1,,
,

,, +−+−
−

− ++= ; 

� 当全部 12,, −≤ nlsm 时, U . kn
lsm

kn
lsm

kn
lsm

kn
lsm wUvUuU ,1

1,,
,1

,1,
,1

,,1
,

,,
−

−
−
−

−
− ++=

这样递归得到的 ( ){  ,,, ,
,, nlsmwvuU kn
lsm =++ }即为满足条件(1)~(3)的新三角基. 

3.2   三角曲面的递归求值 

算法 3.1. 递归求值.对 n次三角曲面(式(5)),令Q . lsm
n

lsm ,,
)(
,, Q=

Step 1. 若 n为奇数,对 1−=++ nlms , 

� 当 m或 s或 l 2)1( +≥ 时,分别取 ; n )(
1,,

)(
,1,

)(
,,1

)1(
,, ,, n

lsm
n

lsm
n

lsm
n

lsm +++
− = QQQQ

()()()1( nnnn−� 否则,当全部 2)1(,, −≤ nlsm 时, . )
1,,,1,,,1,, lsmlsmlsmlsm wvu +++ ++= QQQQ

若 n为偶数,对 1−=++ nlms , 
)1(n−� 当全部 2,, nlsm ≤ 时, Q ; )(

1,,
)(

,1,
)(

,,1,,
n

lsm
n

lsm
n

lsmlsm wvu +++ ++= QQQ
)()1( nn−� 当 ≤−+ 12 kn m或 s或 l 1−≤ n 时,分别取Q ; )(

1,,
)(

,1,,,1,, ,, n
lsm

n
lsmlsmlsm +++= QQQ

22,1 −++ kn� 否则,当 m或 s或 l 2,...,22 += nn
()1()1()1 nnn −−−

时,分别取 
)(

1,,
)1(

1,1,
)1(

1,,1
)1(

1,1,
)

,1,,1,11,,1
(

,1,1
)(

,,1
)1(

,, ,, n
lsm

n
lsm

n
lsm

n
lsm

n
lsmlsmlsmlsm

n
lsm

n
lsm wvuwvuwvu +

−
−+

−
−+

−
+−+−++−+−+

− ++++++= QQQQQQQQQQ . 

Step 2. .若 n=0时停止,否则返回 Step 1. 1−← nn

Step 3. . ( ) )0(
000,, QU =wvuk

3.3   三角曲面的升阶 

算法 3.2. 求 n次三角基的系数 { }nlsmC kn
lsm =++, ,

,, . 

Step 1. 设 C . 1,1
001

,1
010

,1
100 === kkk CC

=++ =Step 2. 对于 nlsm , ,...3,2n , 

¾ 当 n为奇数时, 

� 当 ≤+ 2)1(n m或 s或 l n≤ 时,分别取 C ; kn
lsm

kn
lsm

kn
lsm

kn
lsm CCC ,1

1,,
,1

,1,
,1

,,1
,

,, ,, −
−

−
−

−
−=

knknk ,1,1,1 −−� 当全部 2)1(,, −≤ nlsm 时, C . lsmlsm
n

lsm
kn

lsm CCC 1,,,1,,,1
,

,, −−
−
− ++=

¾ 当 n为偶数时, 

� 当 ≤−+ 12 kn m或 s或 l n≤ 时,分别取 C ; kn
lsm

kn
lsm

kn
lsm

kn
lsm CCC ,1

1,,
,1

,1,
,1

,,1
,

,, ,, −
−

−
−

−
−=

� 当 m或 s或 l 2,...,32,22 nknkn −+−+= 时,依次分别取 
knknkn ,,, kn

lsm
kn

lsm
kn

lsm
kn

lsm
kn

lsmlsmlsmlsm
kn

lsm
kn

lsm CCCCCCCCCC ,1
1,,

,
1,1,

,
1,,1

,
1,1,

,1
,1,,1,11,,1,1,1

,1
,,1

,
,, ,, −

−+−+−−+
−
−+−−+−+

−
− ++++++= ; 

=� 然后,令 2nC ,有 
knkn ,, kn

CC
kn

CC
kn

CC
kn

CC
kn

CC
kn

CCCCCC
kn
CC CCCCCCCCC ,

1,1,0
,

1,1,0
,

1,0,1
,

1,0,1
,

0,1,1
,

0,1,1,,0,0,
,

0,, ,,,, +−−++−−++−−+ +++= ; 
knknknkn ,1,1,1, −−−� 否则,当全部 12,, −≤ nlsm

设三角曲面 (式

时, . lsmlsmlsmlsm CCCC 1,,,1,,,1,, −−− ++=

算法 3.3. 升阶 . (5))升阶到 n+1 次的新三角曲面 ,升阶后的控制顶点为
. { }1,ˆ ,, +=++ nlsmlsmQ

¾ 当 n为偶数时, 

� 当 ≤2n m或 s或 l 1+≤ n 时,分别取Q  ;,,ˆ
1,,,1,,,1,, −−−= lsmlsmlsmlsm QQQ

� 否则,当全部 12,, −≤ nlsm 时, kn
lsmlsm

kn
lsmlsm

kn
lsmlsm

kn
lsmlsm CCCC ,1

,,1,,
,

1,,,1,
,

,1,,,1
,

,,1,, )(ˆ +
−−−−−− ++= QQQQ . 

¾ 当 n为奇数时, 

� 当 ≤−++ 12)1( kn m或 s或 l 1+≤ n 时,分别取Q  ;,,ˆ
1,,,1,,,1,, −−−= lsmlsmlsmlsm QQQ
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� 当 ≤+ 2)1(n m或 s或 l 22)1( −++≤ kn 时,依次分别取 

1,,1
,1
,,

,1
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ˆˆˆ
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ˆˆˆ
−+

++
−+−

+
−+−

++
+− ++= lsm

kn
lsm

kn
lsmlsm

kn
lsm

kn
lsmlsm

kn
lsm

kn
lsmlsm CCCCCC QQQQ , 

1,,
,1
,,

,
1,,1,1,

,1
,,

,1
1,1,1,,1

,1
,,

,1
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� 然后,令 kn
nnnn
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nnnn
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nnnn CCC ,1

0,2)1(,2)1(0,2)3(,2)1(
,1

0,2)3(,2)1(0,2)1(,2)3(
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2)3(,0,2)1(2)1(,0,2)3(
,1

2)1(,0,2)3(2)1(,0,2)1( )ˆˆ(ˆ +
+++−

+
+−−+

+
−+++ += QQQ , 

kn
nnnn

kn
nnnn

kn
nnnn CCC ,1

2)1(,2)1(,02)3(,2)1(,0
,1

2)3(,2)1(,02)1(,2)3(,0
,1
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+++−

+
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� 当全部 12)1(,, −+≤ nlsm 时, .)(ˆ ,1
,,1,,

,
1,,,1,

,
,1,,,1

,
,,1,,
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lsmlsm
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kn
lsmlsm CCCC +

−−−−−− ++= QQQQ  

4   结  论 

本文引入了一个依赖于次数 n 的整参数  [ ]12,2 +∈ nk ,构造
了一簇新的广义 Ball 基.当 k 为 2 和   12 +n 时,分别是 Wall-Ball

基和 Said-Ball基,因此,这一系列广义 Ball基可以看作是Wall-Ball
基到 Said-Ball 基的过渡.类似于文献[9]中的第 2 簇基 ,

都可以应用在综合考虑曲线的位置及计算效率都比较重要的情况

下.具体来说,相同的是都从两端 k次出发,总共可以得到

);(2 LunNB

 2n 组相
异的基;不同的是, 先升 1 次,后升 2 次,而这里采用先升 2 次,

后升 1次的方法来产生新基簇. 

n
2NB

在图 7 中,n=8,本文的曲线用实线表示,自上而下 k 分别为
5,4,3,2;邬弘毅的 用虚线表示,自上而下 L 分别为 0,1,2,3.其
中,k=5与 L=0重合,为 Said-Ball曲线;k=2与 L=3重合,为Wang-Ball曲线.从图中可以看出,中间部分本文的曲线
较接近控制多边形,两端部分 曲线较接近控制多边形. 

n
2NB

n
2NB

 
Fig.7  Comparing with Wu’s curves 
图 7  与邬的曲线进行比较 
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