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基于群论的柏拉图立体着色方案三维模型构造
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Abstract: An idea of implementing three-dimensional model for coloring mode of Platonic solids in accordance 
with space rotational group of Platonic solids is raised, and the problem in constructing three-dimensional model 
directly related to symmetry is thus resolved. A new classification method of group elements in a rotational group of 
Platonic solids is given. Three new concepts such as abstracted symmetry of group elements, local number of colors 
and saturated number of colors are put forward. Constructing coloring mode for the abstracted object and then 
constructing a method that the abstracted coloring mode is mapped into a three-dimensional space are raised. An 
algorithm for implementing this method is developed, and the algorithm and the three-dimensional model are 
visualized by means of Visual C++6.0 and Direct 3D. The results validate both the method put forward in this paper 
and the correctness of the algorithm. 
Key words: group theory; Platonic solid; coloring; three-dimensional model; visualization 

摘  要: 提出用柏拉图立体的空间旋转群来完成柏拉图立体着色方案三维模型构造的思想,解决与对称性直接相

关的着色方案三维模型的构造问题;提出一种柏拉图立体旋转群群元新的分类方法;提出群元抽象对称性、局部色

数和饱和色数 3 个新概念;提出对抽象对象进行抽象着色方案的构造,然后再将抽象着色方案映射到具体的轮换上,
最后映射到三维模型空间去的构造方法,设计了实现该方法的算法,并用Visual C++6.0和Direct 3D实现了算法及三

维模型可视化.软件运行结果验证了所提出的方法及算法的正确性. 
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柏拉图立体(Platonic solids)在对称性理论、群论及组合理论的研究中起着重要的作用 ,它们在柏拉图

(Plato)的自然哲学中也起到了突出的作用 ,它们是 :正四面体 (tetrahedron)、正六面体 (cube)、正八面体

(octahedron)、正十二面体(dodecahedron)和正二十面体(icosahedron).如果说前 3 个多面体的存在只是一个十分

平凡的事实,那么,发现后两个多面体确实是整个数学史上最优美、最奇妙的发现之一[1].由于这 5 种立体具有

良好的对称性和美学特征,所以一直吸引着诸多领域的学者从不同的角度研究它们.如 Glasser Andrew 研究了

柏拉图立体的折叠模型和组合模型[2,3]. 
柏拉图立体的着色问题是一个经典问题,它是解决许多实际问题,如分子结构设计、超微型结构设计及卫

星网络设计等的数学模型.基于群论的 Burnside 引理、Pólya 定理[4]能够解决柏拉图立体不等价的着色方案的

计数问题,带权的 Pólya 定理[5]能够解决柏拉图立体着色组态问题,但它们都无法给出着色方案三维模型的具体

构造.由于着色方案三维模型的具体构造与所研究对象的几何模型密切相关,所以使这一问题的解决变得更为

复杂,必须为其寻找一套切实可行的方法. 

1   设计思想 

1.1   概  述 

以对正二十面体(n=20)顶点集用 6 种颜色(m=6)进行着色为例,根据 Pólya 定理可知其不等价的着色方案

数为[5] 
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其中λ(g)表示 g 的所有轮换个数(包括长度为 1 的轮换). 
随着颜色数 m 的增加,着色方案数 L20 会急剧增加.分析着色方案三维模型的具体构造发现,着色后的三维

模型可分为两大类:一类是与柏拉图立体的对称性无关的着色方案;另一类是与柏拉图立体对称性直接相关的

着色方案.第 2 类着色方案的三维模型表现出良好的对称性和美学特征,具有代表性.柏拉图立体的空间旋转群

恰好表现出其对称性,故本文提出根据其旋转群来构造第 2 类着色方案的三维模型的设计思想. 

1.2   设计思想的实现方法 

柏拉图立体的旋转群 Gi(i=4,6,8,12,20)是一个置换群,Gi 的每一个群元 g 都是一个置换,并且来源于一个旋

转操作,代表着一种对称性.任何一个置换 g 都可分解成若干个互不相交的轮换之积,且分解形式是惟一的[6].置
换群的轨道恰好与置换的所有轮换相重合,基于这一事实,轨道可以看作轮换概念的推广[4].同一轨道上的对象

具有等价性.综上所述,我们提出以下的柏拉图立体的着色方案三维模型构造方法:将旋转群的群元按旋转轴及

群元的格式(置换的格式)分类,从每一类中选出一个群元来进行着色方案三维模型的构造.将群元中的每一个

轮换看作一个抽象的着色对象,构造这些抽象对象的抽象着色方案,将抽象着色方案映射到所代表的轮换上,最
后映射到具体的三维模型空间,从而得到具体的柏拉图立体着色方案的三维模型. 

2   新概念的提出 

2.1   Gi群群元的表示及分类 

2.1.1   Gi 群群元的分类 
以较为简单的正六面体为例,分析群元的分类问题.正六面体的三维模型及旋转轴如图 1 所示,其置换群及

相关参数见表 1. 
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分析表 1,按旋转轴可将 G6 的群元分为 4 大类(恒等元 g1 自成一类).而由 O1O1′类轴产生的群元又分为 42

和 24 两种格式,这两类群元所对应的柏拉图立体着色方案的三

维模型有完全不同的构造规律,所以不能划分为一类.另外,在用

Pólya 定理求解柏拉图立体不等价着色方案及着色组态时,将 Gi

的群元按置换格式(1λ12λ2...nλn)划分成共轭类(等价类)去研究着

色问题[4].然而,从表 1 可见,24 格式的群元包括 O1O1′类轴的 3 个

群元和 O2O2′类轴的 6 个群元,由于它们对应的旋转轴不同,着色

方案三维模型的构造规律也不同,所以也不能分成一类.为此,我
们提出一种新的 Gi 群群元的分类方法,即首先将 Gi 群的群元按

旋转轴划分成大类,然后再按群元的格式分成小类.正六面体置

换群 G6 群群元被分成 5 类(见表 1). 
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Fig.1  Regular cube and its rotation axis
图 1  正六面体及其旋转轴 

Table 1  Permutation group of regular cube and related parameters 
表 1  正六面体置换群及相关参数 

Symmetry axis Permutation
format Permutation group G6 

Number of group
element in class gn

Number of cycle Local number 
of colors Cf 

Identical element 16 g1 =[1][2][3][4][5][6][7][8] 1 8 1 

42 
g2 =[1 2 3 4][5 6 7 8] 
g3 =[1 4 3 2][5 8 7 6] 

... 
6 2 2 

Class O1O1′ 

24 
g8 =[1 3][2 4][5 7][6 8] 

... 3 4 4 

Class O2O2′ 24 
g11=[1 2][7 8][4 6][3 5] 

... 6 4 4 

Class O3O3′ 12⋅32 
g17=[1][5 2 4][8 6 3][7] 
g18=[1][5 4 2][8 3 6][7] 

... 
8 4 4 

2.1.2   Gi 群群元分类的完整性与正交性 
在每个柏拉图立体上任选一点 a 作为不动点,根据轨道公式和拉格朗日定理[6],对 G6 群,任取一点 a(如图 1

中的 4 所示),保持 a 不动的旋转有 3 个元素,即|Ga|=3,又由于 a 可转到任何一个其他顶点,故|Ωa|=8,因而有 
 |G6|=|Ωa|⋅|Ga|=8×3=24 (2) 

表 1 中的 G6 群∑gn=24,此值与|G6|相同,故 G6 群包含的群元是完全的.G6 中不存在重复群元,按旋转轴及置

换格式将 24 个群元分为 5 类,恰好构成 G6 的一个划分,满足正交性.同理可得: 
 |G4|=|Ωa|⋅|Ga|=4×3=12 (3) 
 |G8|=|Ωa|⋅|Ga|=6×4=24 (4) 
 |G12|=|Ωa|⋅|Ga|=20×3=60 (5) 
 |G20|=|Ωa|⋅|Ga|=12×5=60 (6) 
这些|Gi|值与文献[4]中的 Table 5.2 的结果完全相同. 

对于表 2 中的 G20,∑gn=60,此值与|G20|相同.按旋转轴将 G20 分成的 4 类构成 G20 的一个划分,各类之间无重

叠,且包含了所有群元.同理可验证其他柏拉图立体旋转群的完整性及各类间的正交性(限于篇幅,此处从略). 

2.2   群元抽象表示及抽象对称性 

以 Gi 群群元 g 的轮换作为抽象着色对象,研究柏拉图立体着色方

案三维模型的构造.这些抽象对象在空间存在着对称性,在此定义为群

元的抽象对称性.这种抽象对称性在抽象模型着色方案的构造中起到

了关键的作用.例如,在 G6 群中,以 g17 为例,将 g17 抽象地表示为 

Fig.2  Abstract map of g19 in group G6 
图 2  G6 群 g19 抽象图 

M 

a4

a2

a3

M 

a1

g17=a1a2a3a4, 
其中,a1=[1],a2=[5 2 4],a3=[8 3 6],a4=[7],并用一个抽象图(如图 2 所示)
来表示,其中 M-M 为对称轴. 
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2.3   局部色数和饱和色数 

2.3.1   局部色数(Cf) 
在对抽象对象进行着色时,当颜色数超过抽象对象(即轮换)的个数时,着色方案没有本质上的增加,只是不

同颜色的重新组合.所以,在此提出一个局部色数(Cf)的概念,恒等元的局部色数值定义为 1,其他群元的局部色

数值定义为分解成的轮换的个数.表 1 给出了正六面体的 5 个局部色数值(Cf). 
2.3.2   饱和色数(Cs) 

从柏拉图立体着色问题的整体出发,引入一个饱和色数(Cs)的概念,饱和色数 Cs 定义为所有局部色数中的

最大值.当着色的颜色值超过饱和色数时,所有群元对应的着色方案都不会有本质的增加(建议用小于等于饱和

色数值的颜色数进行着色处理). 

3   着色方案三维模型的具体构造方法研究 

我们以正二十面体为例来介绍柏拉图立体着色方案三维模型的构造方法. 

3.1   正二十面体置换群G20及相关参数 

正二十面体及旋转轴如图 3 所示 .有 3 类对称轴 :(1) O1O1′类轴 6 个 ,按逆时针方向分别旋转

72°,144°,216°,288°,得到 G20 中的 24 个群元;(2) O2O2′类轴共 10 个,按逆时针方向分别旋转 120°,240°,得到 G20

中的 20 个群元;(3) O3O3′类轴共 15 个,按逆时针方向旋转 180°,得到 G20 中的 15 个群元.再加上恒等元,共得到

G20 中的 60 个群元.置换群 G20 及相关参数见表 2,其中饱和色数 Cs=6. 

 
1O′

O2 O3

3O′ 2O′
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Fig.3  Regular icosahedron and its rotation axis
图 3  正十二面体及其对称轴 

Table 2  Regular icosahedron group and the related parameters 
表 2  正二十面体群及相关参数 

Symmetry axis 
Permutation

format 
Permutation group G20 

Number of Group
element in class gn

Number of cycle 
Local number 
of colors Cf 

Identical element 112 g1=[1][2][3][4][5][6][7][8][9][10][11][12] 1 12 1 

Class O1O1′ 12⋅52 

g2=[1][2 3 4 5 6][7 8 9 10 11][12] 
g3=[1][2 4 6 3 5][7 9 11 8 10][12] 
g4=[1][2 5 3 6 4][7 10 8 11 9][12] 
g5=[1][2 6 5 4 3][7 11 10 9 8][12] 

... 

24 4 4 

Class O2O 2′ 34 
g26=[1 2 3][9 10 12][4 6 7][5 11 8] 
g27=[1 3 2][9 12 10][4 7 6][5 8 11] 

... 
20 4 4 

Class O3O3′ 26 
g46=[1 5][7 12][2 9][3 10][4 6][8 11] 

... 15 6 6 

3.2   正二十面体着色方案三维模型的构造 

设用 m 种颜色对正二十面体的顶点集合进行着色,设颜色集为 C={C1,C2,...,Cm},在讨论每个群元 gi 的着色

方案时,仅考虑小于等于局部色数值 Cf 的着色方案,而超过 Cf 的着色方案利用颜色集的重新组合来求解. 
3.2.1   恒等元 g1 对应的着色方案构造 

对于恒等元 g1,局部色数 Cf =1,仅用颜色 C1 对其进行着色,仅存在一种着色方案.由 g1 得到的基本着色方案
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数 n1=1,而从整个问题出发需要用 m 种颜色进行着色,由此得的着色方案数为 
 n1=1, N1=n1*  (7) 1

mC
其中, :m 中取 1 的组合.即分别用 C1

mC 1,C2,...,Cm 对正二十面体所有顶点都涂以单色,共得到 m 种着色方案. 

3.2.2   O1O1′类轴 12⋅52 格式对应的着色方案构造 
(1) g2 的抽象表示 
首先,将 g2 抽象地表示为 

g2=a1a2a3a4, 
其中,a1=[1],a2=[2 3 4 5 6],a3=[7 8 9 10 11],a4=[12],g2 的抽象图如图 4(a)所示.下面讨论的是以 a1,a2,a3,a4 为着色

对象的着色问题. 
(2) 着色方案中仅有两种颜色 

a4

a3

MM 

a5

a2

a1

MM

a3

a2

a1

M M 

a3 

a2 

a1 

  
(a) Abstract map of g2 

(a) g2 抽象图 
(b) Abstract map of g26

 (b) g26 抽象图 
(c) Abstract map of g46

 (c) g46 抽象图 

Fig.4  Abstract map of group element 
图 4 群元抽象图 

a6a4a4 

设用颜色 C1,C2进行着色,由于 g2中

有 4 个对象,因此相当于将 4 个对象映射

到有两个颜色的集合当中 ,每一种映射

代表一种着色方案.由于 4 仅可分解为

(1,3)和 (2,2)两种形式 ,所以颜色的分配

有两种可能:一种是 4 个对象中有 3 个为

同色,剩下一个为另一种颜色;另一种是

两两同色.以下用 4 个线性排列的方格

代表 g2,结合抽象对称性,着色方案构造

如下: 
第 1 种:由于 g2 关于 M-M 镜像对称,只有两种可能的模式,每种模式包括两种方案,共得到 4 种着色方案,即

C1 C2 C2 C2, C2 C1 C1 C1, C1 C2 C1 C1, C2 C1 C2 C2.简单表示如下: 

 2!    2! 
C1   C2        C2 C1 
C2   C1        C1 C2 

第 2 种:此时,g2 中的 2 个同色对象可能相邻,也可能不相邻,同时考虑到对称性,共得到 4 种着色方案. 

 
2
1 ×2!    2!    

2
1 ×2! 

C1     C2 C2 C1              C1 C2 
C1 C2 

综合以上两种情况, 
 n2=8, N2=8* C  (m≥2) (8) 2

m

(3) 着色方案中有 3 种颜色 
取颜色集 C={C1,C2,C3},由于 4 仅可分解为(1,1,2)一种形式,所以颜色的分配仅有一种可能,即在着色方案

中必有两个对象为同色.这两个对象可能相邻也可能不相邻,同时考虑到对称性,共得到 18 种着色方案. 

 3!    
2
1 ×3!  3!    3! 

 n3=18,  N3=18*  (m≥3) (9) 3
mC

(4) 着色方案中有 4 种颜色 

取颜色集 C={C1,C2,C3,C4},得到
2
1 ×4!种着色方案. 

 n4=12,  N4=12*  (m≥4) (10) 4
mC

3.2.3   其他群元对应的着色方案构造 
(1) O2O2′类轴,34 格式 
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g26 抽象表示与第 3.2.2 节中的 g2 的抽象表示完全相同,只是其中 a1=[1 2 3],a2=[4 6 7],a3=[5 11 8],a4=[9 10 
12],g26 的抽象表示图如图 4(b)所示.g26 抽象级着色方案的构造与 g2 完全相同,只是映射到自身对应的轮换上,
从而得到 g26 着色方案的三维模型. 

(2) O3O3′类轴,26 格式 
① 抽象表示 

g46=a1a2a3a4a5a6, 
其中,a1=[1 5],a2=[4 6],a3=[2 9],a4=[3 10],a5=[8 11],a6=[7 12],抽象表示图如图 4(c)所示.Cf=Cs=6. 

② 着色树的构造 
对于 g46,有 6 个抽象着色对象,Cf =6,可以分别用 1,2,3,4,5,6 种颜色对其进行着色,当用两种颜色着色 m=2

时,C={C1,C2},对象集 A={a1,a2,a3,a4,a5,a6}.2 个颜色 6 个对象,颜色分配有 3 种格式(1,5),(2,4),(3,3).同理, 
 m=3,颜色分配方式(4,1,1),(3,2,1),(2,2,2); 
 m=4,颜色分配方式(3,1,1,1),(2,2,1,1); 
 m=5,颜色分配方式(2,1,1,1,1); 
 m=6,颜色分配方式(1,1,1,1,1,1). 

6 个对象中的同色对象可能相邻或不相邻,着色方案的三维模型构造不再适合用直接分析的方法来完成.
为此,我们提出一种着色方案构造方法:首先构造满足各种着色条件的着色树,然后遍历着色树,并去掉不足着

色对象层数及等价的分枝,从而得到着色方案抽象模型. 

4   着色树的构造算法 

4.1   颜色分配与组合算法 

设着色对象数为 n,颜色数为 m, 
① 向颜色数组里依次添加 C1,C2,...,Cm 共 m 个元素; 
② 向一个临时颜色数组中添加 n−m 个 C1 元素; 
③ 将临时颜色数组追加到颜色数组尾部,组成一个颜色组合; 
④ 将临时颜色数组中的每个元素分别由 C1 变至 Cm,对于每种组合都执行③. 

4.2   着色树构造算法 

① 为每一个对象分配一种颜色,并按顺序存入一维数组 ColorArray 中; 
② 取 ColorArray 中的第 1 个元素作为根节点,同时从 ColorArray 中删除该元素; 
③ 将根节点存入节点堆栈,将当前 ColorArray 存入颜色堆栈; 
④ 将颜色堆栈栈顶元素出栈并存入 ColorArray; 
⑤ 节点堆栈栈顶元素出栈作为当前根节点; 
⑥ 在 ColorArray 中选择一个当前根节点的叶子节点未用过的颜色的元素作为叶子,添加至该根节点下; 
⑦ 将⑥中添加的叶子节点存入节点堆栈; 
⑧ 将去掉⑥中使用的元素在 ColorArray 中的副本存入颜色堆栈; 
⑨ 转⑥,直到 ColorArray 中所有元素用完为止; 
⑩ 转④,直到颜色堆栈为空为止. 

4.3   生成同色对象不可相邻的着色树的修剪算法 

① 将已生成的着色树的根节点存入节点队列; 
② 取出节点队列首元素作为当前根节点; 
③ 将与当前根节点同色的所有叶子节点及其子节点删除,其他依次存入节点队列; 
④ 转②,直到节点队列为空为止. 
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5   算法的软件实现及着色方案三维模型可视化 

5.1   软件的设计 

我们选择了功能强大的 Visual C++6.0 与 Direct 3D[7]作为底层软件,用 Visual C++6.0 实现了着色树构造算

法的软件设计,用 Direct 3D 实现着色方案三维模型的可视化. 

5.2   软件的功能及实例运行 

运行所设计的软件 ,用户可任意选择输入一个柏拉图立体 ,针对每一种柏拉图立体软件 ,均为其构造出

Gi(i=4,6,8,12,20)群,并完成群元的分类.用户可以进一步选择其中的一类及所采用的颜色分配方式来构造出着

色树,遍历着色树可得出抽象着色方案,最后得到具体的着色方案的可视三维模型.图 5 是 G20 群的 g46 四色同时

出现,颜色分配方式为(2,2,1,1)、同色不相邻的两棵着色树,T2(以 C2 为根节点)与 T1 结构相同,T4 与 T3 结构相同

(图中从略).遍历 4 棵树去掉少于 6 层的分枝,并根据对称轴 M-M 筛去等价的着色方案,图 6(a)是其中的一个着

色方案的三维模型.图 6(b)是正十二面体对应的一个着色方案三维模型(三维模型可任意缩放、旋转). 

  
(a) Coloring-Tree T1 

(a) 着色树 T1 
(b) Coloring-Tree T3 

 (b) 着色树 T3 
Fig.5  g46, ((1,1),(1,1),1,1) coloring-tree 

图 5  g46,((1,1),(1,1),1,1)着色树 

  
(a) Three-Dimensional model of regular icosahedron 

(a) 正二十面体三维模型 
(b) Three-Dimensional model of regular dodecahedron 

(b) 正十二面体三维模型 

Fig.6  Three-Dimensional model for coloring mode 
图 6  着色方案三维模型 

6   着色方案数的完整性及算法的正确性 

6.1   着色方案数的完整性讨论 

我们将 Gi(i=4,6,8,12,20)中的所有群元均用抽象对象(a1,a2,...,aj)来表示,如图 4 所示的 G20 群群元,这些抽象

的着色对象关于 M-M 镜像对称,以 G20 中的 g2(如图 4(a)所示)为例,抽象对象对应的旋转群中只有两个群

元,ga1
=(a1)(a2)(a3)(a4);ga2

=(a1 a4)(a2 a3),应用 Pólya 定理可求出用 m 种颜色着色时不等价的着色方案数为 
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 )(
2
1 24 mmLa +=  (11) 

将 m=1,2,3,4 分别代入式(10),可以得到不等价的着色方案数分别为 1,10,45,136.同理,可以得出其他群元对

应的着色方案数. 

6.2   着色方案数及着色算法正确性的验证 

下面,我们以第 3.2.2 节中 g2 对应的着色方案为例,验证着色方案数的完整性. 

当 m=1 时, ; 11 1
1

1
111

=⋅=⋅== CCnNL mm

当 m=2 时, ; 1081 2
2

1
2212

=⋅+⋅=+= CCNNLm

当 m=3 时, ; 451881 3
3

2
3

1
33213

=⋅+⋅+⋅=++= CCCNNNLm

当 m=4 时, . 136121881 4
4

3
4

2
4

1
443214

=⋅+⋅+⋅+⋅=+++= CCCCNNNNLm

可见,用本文提出的着色方案构造方法得到的着色方案数 Lmi
与用 Pólya 定理求得的各 La 值完全相同,从而

验证了其完整性.同理可以验证所有 Gi 群群元对应的着色方案数的完整性. 
软件运行得到的着色方案数与上述两种方法得到的着色方案数完全相同,从而验证了所设计算法的正

确性. 

7   小  结 

本文提出了柏拉图立体旋转群新的群元分类方法;提出了群元抽象对称性、局部色数和饱和色数 3 个新概

念;提出了基于群论的柏拉图立体着色方案三维模型的构造方法 ,且为其设计了一套通用算法 ,并用 Visual 
C++6.0和 Direct 3D实现了算法及着色方案三维模型的可视化.软件运行结果验证了算法的正确性.文中提出的

新概念和方法在所有的柏拉图立体着色方案构造中均得到了验证,同时也适合其他具有对称特征的几何体着

色方案三维模型的构造问题,具有普遍意义. 
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