
 

软件学报 ISSN 1000-9825, CODEN RUXUEW E-mail: jos@iscas.ac.cn 
Journal of Software,2017,28(2):411−428 [doi: 10.13328/j.cnki.jos.005025] http://www.jos.org.cn 
©中国科学院软件研究所版权所有. Tel: +86-10-62562563 

 

偶发实时系统可调度性分析问题的整数规划方法
∗
 

孙景昊 1,  孙景昶 2,  关  楠 1,  邓庆绪 1 

1(东北大学 信息科学与工程学院,辽宁 沈阳  110004) 
2(四川大学 计算机学院,四川 成都  610207) 

通信作者: 邓庆绪, E-mail: dengqx@mail.neu.edu.cn 

 

摘  要: 偶发实时任务最早截止期优先(earliest deadline first,简称 EDF)可调度分析是实时系统领域经典的 NP 困

难问题.现有的伪多项式时间判定算法(pseudo-polynomail time decision algorithm,简称 PTDA)均局限于利用率 U 严

格小于 1 的同步任务系统.对于 U≤1 的同步系统或更加困难的异步系统,现有 PTDA 则不再适用.针对以上问题,为
同步和异步两类实时系统建立了统一的整数规划模型,其规模并不依赖于利用率 U 的取值.基于多面体理论证明了

模型维数和极大诱导不等式,进而提出了同/异步系统上 EDF 可调度性分析问题统一的多项式时间线性松弛求解方

法.实验结果表明,该方法能够获得较紧的问题解下界,在异步和同步系统中,线性松弛解与最优解之间的平均百

分界差 gap 分别为 0.78%和 1.27%.另外,随机生成了大量同步和异步系统的算例,用于该算法和传统算法进行性能

比较.对于同步算例,实验结果表明,在 U>0.99 时,该算法能够对 70%的算例给出判定结果,算法性能与 QPA 算法相

比有指数级提升.对于异步算例,实验结果表明,该算法能够对近 96%的算例给出可调度性判定.与传统算法相比,该
方法将不能判定可调度性的算例比例平均降低了 29.27%.对于剩余的 4%的算例,该算法将可调度上界的值平均降

低了近 104倍. 
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Abstract:  Schedulability test for EDF (earliest deadline first) systems is one of the classical NP-hard problems in the study of real-time 
system. Current researches mainly focus on the synchronous systems with the utilization U strictly less than 1, which can be decided 
exactly in pseudo-polynomial time. However, these results cannot be easily extended to the synchronous systems with U≤1 or to the 
asynchronous systems even with U<1. In this paper, a unified integer programming formulation, where the associated scale is independent 
of utilization U, is proposed for the EDF schedulability problems in both of the synchronous and asynchronous systems. The polyhedral 
structure of the formulation is investigated and a kind of facet inequalities is derived, resulting in a linear relaxation approach with 
polynomial-time complexity. Numerical results on a large scale randomly generated asynchronous and synchronous instances show that 
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the proposed method can obtain a tight gap (0.78% and 1.27% respectively on average) between the relaxation and the optimal integer 
solutions. Furthermore, the comparison with the QPA exhibits that the new method is available for 70% synchronous instances and 
exponentially reduces the calculation time especially in situations when U>0.99. Finally, experiments on asynchronous systems find that 
nearly 96% instances can be exactly solved by the method, which is 29.27% lesser than the traditional method. For the rest of the 
instances, the upper bound of the schedulability test can be sharply reduced. For most instances, the new bound is 104 smaller than the 
traditional ones. 
Key words:  earliest deadline first; schedulability; integer programming; polyhedral analysis; linear relaxation 

在实时系统领域,周期性实时任务调度是最核心的理论问题之一[1].最早截止期优先(earliest deadline first,
简称 EDF)作为单处理器系统中最优的调度算法[2],得到众多学者的广泛关注和研究.当前研究主要关注同步和

异步两大类实时系统.所谓同步系统,是指系统中所有任务释放首个作业的时刻均相同.与之相反,异步系统则

不要求任务同步地释放首个作业,而是允许为每个任务释放首个作业定义一个特定的时刻,称为相位.特殊地,
当异步系统中所有任务的初始相位均相同时,该异步系统即退化为同步系统.因此,同步系统可看作是异步系统

的一个特例.同步和异步系统上的 EDF 可调度性分析问题十分经典又极具挑战性,有些早已得到解决,成为实时

系统理论中里程碑式的成果;更多问题则在提出后数十年间都未能突破,直到近期才得以解决,同时又衍生出新

的开放性问题. 
同步系统的 EDF 可调度性分析问题在 20 世纪 70 年代得到研究.Liu 等人率先研究了任务截止期与周期相

等(Di=Pi)的隐含截止期任务模型,并给出了多项式时间的判定算法[3].注意到,隐含截止期任务模型是实时系统的理

想模型.在实际应用中,实时任务的截止期和周期之间并没有必然联系.很多偶发性任务,例如中断响应任务,其特点

是触发频率较低,并且任务一旦触发就需要在很短时间内完成.这类任务可抽象为截止期小于周期的任务模型.对
于截止期大于周期的任务模型,常见于多媒体应用等事件流的处理中.这类系统通常设有缓存来暂存中间结果,任
务的截止期取决于缓存区的大小.例如,缓存如果能够暂存 3 个中间结果,则任务的截止期可以是周期的 3 倍.显然,
这类系统允许任务具有大于周期的截止期.另外,在类似于基于 Stateflow[4]等同步语言的代码生成中,也存在类似的

任意截止期模型的应用. 
对于任意截止期的同步任务系统(Di≠Pi),自 20 世纪 80 年代起就有学者着手研究[5,6],并发现这类一般化模型上

的EDF可调度性分析异常困难,问题的计算复杂性长期以来难以确定.直到 2010年,Eisenbrand等人才最终从理论

上证明同步系统上的 EDF 可调度分析问题是弱 coNP 困难的[7],这意味着同步系统存在伪多项式时间的 EDF
可调度判定算法(pseudo-polynomail time decision algorithm,简称 PTDA).目前,PTDA 的研究主要集中在利用率

严格小于 1 的同步系统.Zhang 等人[8]提出的 QPA 算法是当前最优秀的精确判定算法之一.尽管 QPA 在理论上

仍属于伪多项式时间算法,但大量实验结果表明,与传统算法相比,QPA 能够成指数级地降低计算时间,具有接

近常数的计算复杂度[8].本文应用文献[8]的方法生成了更大范围的随机算例样本,并对 QPA 算法做进一步的实

验(详见第 5.3.1 节).研究发现,QPA 算法对于利用率 U≤0.99 的算例可保持常数的时间复杂度,计算次数均不超

过 100,但当 U >0.99 时,却迅速退化为指数计算时间.Baruah 等人指出,利用率 U 趋于 1 的同步系统可调度性判

定仍然属于很困难的问题.该问题是否存在 PTDA 至今仍被列为实时系统调度领域的 5 个开放性课题之一[1]. 
更困难的是,对于异步系统而言,可调度性分析属于强 coNP 困难问题.该结论甚至对利用率 U 严格小于 1

的异步系统同样成立[5].这从理论上否定了异步系统存在 PTDA 算法的可能.同步系统中所有 PTDA 算法(包括

QPA)均不再适用.目前异步系统的可调度性分析问题仅有充分判定条件的研究[5],即当算法给出“可调度”的结

论时,异步系统一定可调度.但是,当算法返回“不可调度”时,系统的可调度性则不确定. 
综上,U 趋于 1 的同步系统以及异步系统中的可调度性分析问题均属于很困难的问题.为了更高效地求解

这两类困难问题,本文同时开展了同步和异步两类实时系统的整数规划模型和线性松弛方法的研究.首先,本文

为异步系统上的可调度性分析问题建立了一般化的整数规划模型.该模型中的变量和约束不等式具有多项式

规模,不依赖于利用率U的取值,从根本上消除了U对算法复杂性的影响.在理论上,本文对模型约束集合展开多

面体分析,证明了模型维数和极大诱导不等式,并基于这些结果为可调度性分析问题提出了多项式时间的线性
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松弛求解方法.其次,由于同步系统是异步系统的简单特例.因此,异步系统的模型和方法很容易扩展到同步系

统中,并且异步系统中问题解空间的多面体结论在同步系统中同样成立.另外,在同步系统中,本文的线性松弛

算法可以嵌入 QPA 算法中缩减解空间的策略,这使得算法的计算性能又进一步得到提升. 
本文随机生成了大量同步和异步系统的算例,通过实验验证了本文方法的有效性.首先验证了极大诱导不

等式的有效性.实验结果表明,本文模型能够获得较紧的问题解下界.在异步和同步系统中,线性松弛解与最优

整数解之间的平均百分界差分别为 0.78%和 1.27%.另外,分别从同步和异步两方面开展实验,将本文算法与传

统算法进行性能比较.一方面,对于同步系统算例,将本文算法与 QPA 算法进行比较.实验结果表明,对于 U>0.99
的算例,本文算法能够对 70%的算例给出可调度性的判定结果,算法的迭代次数较 QPA 算法有指数级的降低.
例如,一个具有 30 个任务的算例,应用 QPA 算法要迭代 33 653 次,而本文算法只需迭代 3 次.另一方面,对于异步

系统,通过实验比较了本文算法与文献[5]中传统算法的计算效率.实验结果表明,对于整个随机异步算例集合,
本文算法能够对近 96%的算例给出可调度性判定,将传统算法[5]不能判定可调度性的算例比例平均降低了

29.27%.对于剩余的 4%的算例,本文算法能够降低可调度性算法的时间上界.与传统上界结果相比,新上界的值

平均降低了近 104 倍. 
本文第 1 节介绍可调度性分析问题的形式化定义.第 2 节介绍同步/异步系统 EDF 可调度分析的相关研究.

第 3 节给出问题的整数规划模型以及相关的多面体理论结果.第 4 节提出用于可调度性判定的多项式时间线性

松弛方法.第 5 节给出实验结果.第 6 节对全文进行总结,并对未来工作进行展望. 

1   问题的数学定义 

本节给出实时任务系统的形式化定义,并阐述一些相关的基本术语和概念.实时调度理论与“传统”调度理

论[9]研究的一个主要差异在于实时任务具有周期性复发的特征.一般地,实时任务系统通常定义为由一组有限

数量且相互独立的实时任务构成的集合 T={τ1,…,τn}.其中,每个实时任务 τi 都将产生无限数量的作业序列.本文

考虑偶发实时任务系统,即每个任务 τi 中任意两相邻作业的释放时间间隔不确定,但两个释放动作间存在一个

最小的时间间隔,称为周期. 

1.1   偶发性实时任务系统 

系统 T 中每个偶发实时任务通常定义为一个四元组 τi=(φi,Ci,Di,Pi),其中元素的具体含义描述如下. 
• φi∈R +:任务 τi 中第 1 个作业的释放时刻(又称相位),令 Φ=max{φ1,…,φn}. 
• Ci∈R +:任务 τi 中作业的最坏执行时间(WCET),规定任务 τi 释放的所有作业具有相同的 Ci. 
• Di∈R +:任务 τi 的相对截止期,规定任务 τi 释放的所有作业具有相同的 Di;若 τi 的某作业 J 在 t 时刻释放,

则该作业必须在 t+Di 时刻之前完成.换言之,该作业在[t,t+Di]时间段内需占用 Ci 个时间单位的处理器资源.t+Di

称为作业 J 的绝对截止期. 
• Pi∈N +:任务 τi 的周期,表示 τi 中任意两个连续释放作业间的最小时间间隔;若 τi 在 t 时刻释放了一个作业,

则 τi 的下一个作业需在 t+Pi 时刻之后释放(含 t+Pi 时刻). 
若任务系统 T 关联的最大相位 Φ=0,则 T 称为同步系统,否则,T 称为异步系统.显然,同步系统是异步系统的

特例.另外,若 T 中每个任务 τi 的相对截止期 Di 和周期 Pi 相等(Di=Pi),则称 T 为隐含截止期任务系统;若 T 中每

个任务 τi 关联的 Di≤Pi,则称 T 为约束截止期任务系统;本文研究任意截止期的任务系统,即 T 中每个任务 τi 关
联的 Di 与 Pi 之间没有任何约束关系,Di 可小于、等于甚至大于 Pi. 

接下来,进一步给出文中将会用到的其他术语和相关定义. 
• Ui=Ci/Pi:任务 τi 的利用率. 

• U= 1
n

ik
U

=∑ :任务系统 T 关联的总利用率. 

• lcm(P1,…,Pj):周期 P1,…,Pj 的最小公倍数. 
• H=lcm(P1,…,Pn)为系统 T 的超周期. 
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• ηi(t1,t2)=max{ (t2–φi–Di)/Pi – (t1–φi)/Pi +1,0}:任务 τi 在时间段[t1,t2)内释放的作业数,其中每个作业的释放

时刻均大于等于 t1,其绝对截止期均小于等于 t2
[5]. 

1.2   基于EDF调度的实时任务系统运行行为 

对实时任务系统 T 的调度行为可抽象为一个指派函数σ :R→T∪{∅}.对于任意时间点 t:(1) σ (t)=τi 表示调度

算法指派处理器在 t 时刻执行任务 τi 释放的作业;(2) σ (t)=∅说明在 t 时刻处理器不执行任何作业,处于空闲状 
态.本文考虑单处理器上可抢占式调度方法,即处理器可以随时中断当前正在执行的任务作业,转而处理其他任

务释放的作业,被中断的作业会在未来的某个时间点恢复执行.在当前的研究中,通常假设处理器上这种任务间

的切换不产生额外的代价和开销. 
目前,实时系统中的调度算法主要分为静态优先级调度和动态优先级调度.本文关注一类应用最为广泛的

动态优先级调度算法——最早截止期优先(EDF)算法[3,10,11].根据 EDF调度策略,在每个时间点,处理器都会从那

些已经释放但未完成的若干作业中挑选出绝对截止期最小的那个优先执行.直观上,EDF 调度策略倾向于让那

些最先可能错失截止期的作业抢占处理器资源,从而使尽可能多的作业能够在其相应的绝对截止期之前完成.
在 EDF 调度策略控制下,如果系统中的每个任务释放的所有作业都能在其相应的绝对截止期之前完成,则称系

统可被 EDF 成功调度.1974 年,Dertouzos[2]从理论上证明了 EDF 是最优的单处理器可抢占式调度算法.这意味

着,任意一个实时任务系统如果不能被 EDF 策略成功调度,则该任务系统也不能被其他算法成功调度.因此,将
能够被 EDF 策略成功调度的任务系统简称为可调度的系统;反之,则称为不可调度的系统. 

1.3   可调度性分析问题 

可调度性分析问题是指,对于给定的任务系统 T,是否存在一个判定算法 A:若 T 能够被某种策略成功调度,
则算法 A 回答“是”;否则,若 T 不能被任何调度策略成功调度,则算法 A 回答“否”.根据第 1.2 节所述,在单处理器

系统中,EDF 是最优的调度策略.因此,单处理器上任务系统 T 的可调度性分析问题又等价为系统 T 是否可被

EDF 策略成功调度的判定问题. 
可调度性判定问题的传统分析方法框架均建立在一种被称为处理器需求范式(processor demand criterion)

的基础之上.下面首先给出处理器需求函数的定义. 
定义 1. 处理器需求函数(processor demand function,简称 PDF)[5]df(t1,t2)表示任务系统 T={τ1,…,τn}在给定

的时间段[t1,t2)内可能产生的最大执行时间需求,具体计算公式如下: 

1 2 1 2
1

( , ) ( , ) .
n

i i
i

df t t t t Cη
=

= ∑  

易知,在时间段[t1,t2)内,处理器至少要提供 df(t1,t2)个时间单位的计算资源用来执行任务系统 T 中已释放的

作业.否则,T 中的任务就有错失截止期的危险.根据 PDF 的定义,能够很自然地推导出系统可调度的一个必要条

件,即任务系统在任意时间段产生的时间需求量不能超过该时间段的长度,其形式化描述如下: 

1 2 1 2 2 10 : ( , ) .t t df t t t t∀ < −≤ ≤  

接下来分别从异步和同步系统两个方面介绍可调度性分析理论的基本原理. 
定理 1[5]. 异步任务系统 T 在单处理器上是可调度的,当且仅当 U≤1,且 0≤t1<t2≤Φ+2H:df(t1,t2)≤t2–t1. 
以上定理实际上蕴含着一个异步系统可调度性分析算法[12]:在时间段[0,Φ+2H]中,检查每个可能有作业释

放的时间点 t1,计算 t1 对应的所有需求函数 df(t1,t2),其中时间点 t2 满足 t2>t1,代表系统可能释放的所有作业关

联的绝对截止期.注意到,超周期 H 是关于规模 n 的指数函数,因此以上可调度性分析算法是指数时间的.Baruah
等人[5]已经从理论上证明了异步系统可调度性分析问题是强 NP 困难的,并且该结论对于利用率 U 严格小于 1
的系统也同样成立.目前,异步系统的可调度性分析理论主要围绕着充分性判定条件展开研究[7],致力于提出一

些(伪)多项式时间的近似判定算法,对于任意异步系统,若算法回答“是”,则说明系统可被 EDF 成功调度;然而,
当算法回答“否”时,却无法断定系统的可调度性.异步系统可调度性分析算法的相关研究详见第 2 节的介绍. 

对于同步系统,定理 1 中的结论可进一步简化,如定理 2 所述. 
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定理 2[5]. 同步任务系统 T 在单处理器上是可调度的,当且仅当 L≤L*:df(0,L)≤L. 
与定理 1 相比,定理 2 将需求函数由原先的二元参变量 t1 和 t2 降为一元参变量 L,并给定变量 L 的上界 L*.

根据定理 2,同步系统的可调度分析算法只需检查每个小于等于 L*的 L,计算相应的一元需求函数 df(0,L),并判断

df(0,L)≤L是否成立.在之前的文献中,也有学者将 L*称为可调度性分析的上界[8],将需求函数 df(0,L)重新定义为 

需求上界函数(demand bound function,简称 DBF) { }1
( ) 1,0( ) maxn

i i ii
L D Pdbf L C

=
− += ⎢ ⎥⎣ ⎦∑ [1].易知,计算 dbf(L)仅 

需要 O(n)的时间复杂度,可调度性分析问题的复杂性主要取决于上界 L*的值.Baruah 等人[5]研究发现,对于利用

率 U 严格小于 1 的同步系统,L*的取值具有伪多项式上界,这意味着在 U<1 时,定理 2 蕴含的可调度性分析算法

是 PTDA 算法.之后的研究均围绕着如何进一步优化 PTDA 算法性能而展开,或者缩小可调度性分析上界 L*,或
者减少 dbf(L)的计算次数.在接下来的一节将重点介绍这部分的研究进展. 

2   相关工作 

在过去的几十年间,众多学者为实时任务系统建立了各式各样的形式化模型,为调度算法分析提供了理论

基础[1].这些形式化模型,从偶发性任务模型[3]到任务图模型[13,14],再到时间自动机[15,16],无一不在易解性和可表

达性之间寻求一个折中.之前的研究通常把是否具有 PTDA 算法作为衡量一个系统模型是否易解的标准.针对

每一类系统模型,专家学者大都致力于探究 PTDA 算法的存在性,并努力尝试提出 PTDA 算法.本文所研究的偶

发性实时任务模型(具体定义见第 1.1 节)是最经典的形式化模型之一,迄今为止,至少有数十位学者为此类系统

上 PTDA 算法的研究做出贡献. 

2.1   同步系统可调度性分析问题研究 

1990 年,Baruah 等人[5]研究发现,利用率 U<1 的任意截止期同步系统存在 PTDA 算法,并最先确定了可调度

分析上界 L*的范围: 

{ }* 1
1 1

max .,..., , max{ }
1a n i ii n

UL L D D P D
U

< = −
−≤ ≤

 

1996 年,Ripoll 等人[17]在基于约束截止期的假设下,进一步缩小了可调度性分析上界,该上界很快被扩展到

任意截止期的同步系统中[18]: 

* 2 1
1

( )max .,..., ,
1

n
i i iia n

P D UL L D D
U

=
⎧ ⎫⎪ ⎪−< = ⎨ ⎬
⎪ ⎪−⎩ ⎭

∑  

另外,Spuri[19]和 Ripoll 等人[17]也给出了可调度性分析上界的递推方程形式: 

0

1
,

n

i
i

Cω
=

=∑ 1

1
,

mn
m

i
i i

C
P
ωω +

=

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥
∑  

以上公式从 ω0 开始迭代,直到求得不动点 ωm+1=ωm 时停止,并令可调度性分析上界 L*<Lb=ωm+1. 
2009 年,Zhang 等人[8]又改进了 L*的上界值: 

* 3 1
1 1

( )max .( ),..., ( ),
1

n
i i iia n n

P D UL L D P D P
U

=
⎧ ⎫⎪ ⎪−< = ⎨ ⎬− −
⎪ ⎪−⎩ ⎭

∑  

注意到,以上可调度性分析上界的值均限定在一个关于 U 的伪多项式界内.传统判定算法在最坏情况下需

要检查小于等于 L*的所有 L,并逐个计算需求上界函数 dbf(L).尽管 L*是伪多项式时间界的,但实际计算时间依

然庞大.Zhang 等人[8,20]充分利用 DBF 函数的非递减性质,提出了一种能够跳跃搜索的快速处理器需求分析

(QPA)方法,从而避免对 1~L*上界中所有可能的 L 进行枚举式的检查.实验结果表明[8],QPA 算法能够成指数级

地降低 dbf(L)的迭代次数.如,对于某个包含 16 个任务的算例,传统枚举式算法需要迭代计算 dbf(L)高达 858 331
次,QPA 算法只需 12 次迭代即可完成可调度性判定.QPA 算法是目前判定同步系统可调度性最优秀的算法. 

我们研究发现,QPA 算法的性能受到利用率 U 取值的影响,且算法的时间复杂性存在一个常数-指数突变的

临界点.对于 U≤0.99 的系统,QPA 算法中需求上界函数 dbf(L)的计算迭代次数不会超过 100 次,算法具有接近
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常数时间的复杂度.然而,当U>0.99后,QPA计算 dbf(L)的迭代次数呈指数增长,算法迅速退化为指数时间的复杂

度.有研究表明,利用率 U 趋于 1 的同步系统可调度性分析属于弱 coNP 困难问题[7],理论上存在 PTDA 算法,但
至今未有学者明确给出此类算法.该问题仍被列为实时调度领域的 5 大开放性课题之一[1].本文即针对这些困

难问题开展研究,实验结果表明,第 3节和第 4节提出的模型和算法对大部分U>0.99的困难算例都有效(约 70%),
与 QPA 算法相比,能够成指数倍地降低算法迭代次数. 

2.2   异步系统可调度性分析问题研究 

异步实时任务中的可调度性分析问题是强 coNP 困难问题,该结论甚至对于利用率 U 严格小于 1 的系统也

成立[5].这意味着,同步系统中所有在 U<1 约束下建立起来的 PTDA 算法(包括 QPA 算法)均不再适用.目前,异步

系统可调度性分析的研究主要关注充分性判定条件[12].其中,代表性的充分判定算法将每个任务 τi 的初始相位

ϕi 直接忽略,进而将原系统当作同步系统考虑[5].Baruah 等人[5]指出,给定一个异步系统 T,若其相对应的同步系

统 T′是可调度的,则原系统 T 也是可调度的.但是,若 T′是不可调度的,T 的可调度性则不能确定. 
注意到,同步系统中 PTDA 的研究成果扩展到异步系统所面临的主要困难在于,异步系统中不存在一个伪

多项式界的可调度分析上界 L*.即使将系统利用率限定为U<1,上界 L*在理论上依然是指数规模(Φ+2H)[5].但是,
如果能从理论和实验上证明,对于大多数的异步系统,可调度性分析上界 L*的取值实际上远远小于 Φ+2H,落在

QPA 等 PTDA 算法能够快速处理的范围内,则同步系统中的众多 PTDA 算法结果均可应用于求解异步系统的

可调度性分析问题.本文应用整数规划理论,尝试为异步系统找到一个较小的可调度分析上界 L*,可看作是将同

步系统 PTDA 算法扩展到异步系统中的第 1 步研究. 

3   整数规划模型及多面体分析 

根据第 1.3 节中介绍的可调度判定基本原理,可调度性判定问题本质上是对解空间的搜索问题.即在一个

时间域内不断搜索可能发生溢出(overflow)的时间段或时间点,直到找到溢出点,判定问题回答为“否”(不可调

度);或者穷尽了整个时间域也未发现溢出,判定问题回答为“是”(可调度).为了更深刻地理解此类搜索问题,本节

应用整数规划(integer programming,简称 IP)模型重新刻画可调度性判定问题.整数规划理论在对问题解空间的

描述和分析层面都具有独特优势.本节的工作将从优化理论角度给出可调度性判定问题的一些新性质.这些新

的性质和实时调度领域的既有结论和算法相结合,将有助于提出新的可调度性判定算法,提高算法的求解效率. 
与以往研究不同,本文并非为可调度性判定问题直接建立 IP 模型,而是基于分而治之的思想,先对整个时间

域[0,Φ+2H](异步系统)或[0,L*](同步系统)进行划分,得到若干互不相交的时间子域[Q1,Q2),[Q2,Q3),…,[Ql,Ql+1],
其中 Qi 和 Qi+1 分别表示第 i 个子域的下界和上界(1≤i≤l).易知,Q1=0,Ql+1=Φ+2H(或 L*).另外, Qi 和 Qi+1 的选取

还需满足:不存在任何任务 τk,使得 Qi<Dk+φk<Qi+1 成立.在每个时间子域[Qi,Qi+1)中,判断是否存在时间点违背定

理 1(在同步系统中违背定理 2)的问题将对应一个最优化问题.最优化问题的解与 0的小于和大于关系分别蕴含

原判定问题回答“是”或“否”.若所有时间域关联的最优解均小于 0,则说明系统可调度;否则,只要存在一个时间

域关联的最优解大于等于 0,则说明系统不可调度.因此,原可调度性判定问题被分解为若干个时间子域对应的

最优化问题.这些子问题具有相似的解空间结构,本文为所有子问题建立统一的整数规划模型.接下来分别从异

步和同步系统两方面入手,给出时间子域[Qi,Qi+1)上可调度性判定问题的 IP 模型. 

3.1   异步系统中可调度判定问题的IP模型和理论分析 

在异步系统中,给定时间域对应的可调度性判定子问题定义如下. 
定义 2. 给定时间域[Qi,Qi+1),异步系统中相应的可调度性判定问题是:在时间域中寻找两个时间点 t1 和 t2,

满足(Qi≤t1<t2<Qi+1),使得 df(t1,t2)>t2–t1 成立.若成功地查找到 t1 和 t2,则系统不可调度;否则,系统可调度. 
接下来为定义 2 中的判定问题建立相应的 IP 模型,即异步系统可调度性分析问题(schedulability test for 

asychronous system,简称 STAS)的 IP 模型,简记为 STAS-IP 模型.首先,STAS-IP 模型中用到的所有常量在本文第

1.1 节均已定义,在此不再赘述.下面主要介绍 STAS-IP 模型中用到的 3 类变量,及其相关的约束条件. 
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首先,给出时间变量 t1和 t2.定义 2中在时间域[Qi,Qi+1)内要寻找的两个时间点分别定义为 t1和 t2.在 STAS-IP
模型中,时间变量被定义为非负实数变量:t1,t2∈R≥0.另外,根据定义 2可知,t1和 t2需满足约束 Qi≤t1<t2<Qi+1.因此,
构造以下约束: 
 1 2t t<  (1) 

 2 1it Q +<  (2) 
 1 it Q≥  (3) 

约束条件(1)限定了时间点 t1 和 t2 的序关系,即 t1 要严格小于 t2.约束条件(2)保证了时间点 t2 在 Qi+1 之前取

值.约束条件(3)保证 t1 取 Qi 之后的值.约束式(1)-(3)联立,共同保证了 t1 和 t2 可以取遍时间域[Qi,Qi+1)内的所有

时间点,且满足 t1<t2. 
注意到,在划分时间域时,本文规定 Qi 和 Qi+1 需满足条件:不存在任何任务 τk,使得 Qi<Dk+φk<Qi+1 成立.换句

话说,对于给定的 Qi 和 Qi+1,系统中任何任务 τk 均不满足 Qi<Dk+φk<Qi+1.因此,系统中的任务被划分为两个集合

T1={τk|Dk+φk≤Qi}和 T2={τk|Dk+φk≥Qi+1}.易知, T2中任务所释放的作业其截止期落在时间点Qi+1之外,一定不会

影响需求函数 df(t1,t2)的值.故 T2 可以直接从 STAS-IP 模型中排除,而只需考虑 T1 中的任务. 
接下来,给出 xk 变量.为 T1 中的每个任务 τk(1≤k≤n)分配一个非负整数变量 xk,表示 τk 在时间段[0,t2−Dk]内

应该完成的作业个数.易知,在时间段[0,t2–Dk]内,任务 τk 释放并且必须完成的作业个数至多为 (t2–φk–Dk)/Pk .因
此,有 xk≤ (t2–φk–Dk)/Pk 成立.更进一步地,可知如下线性不等式成立. 
 2 ,  :k k k k k k k iP x D t D Qϕ τ ϕ+ + ∀ +≤ ≤  (4) 

约束条件(4)给出了 xk 的线性上界 xk≤(t2–φk–Dk)/Pk.由于 xk 是整数变量,所以 xk 至多取到 (t2–φk–Dk)/Pk . 
最后,给出 yk变量.为 T1中的每个任务 τk(1≤k≤n)分配一个非负整数变量 yk,表示 τk在时间段[0,t1]内最多释

放的作业个数.易知,任务 τk 在[0,t1]内最多释放 (t1–φk)/Pk 个作业,即 yk= (t1–φk)/Pk .易知,yk≥(t1–φk)/Pk 成立,如约

束条件(5)所示.约束(5)给出了变量 yk 的线性下界. 
 1,  :k k k k k k iP y t D Qϕ τ ϕ+ ∀ +≥ ≤  (5) 

注意到,变量 xk的整数上界和 yk的整数下界分别为 (t2–φk–Dk)/Pk 和 (t1–φk)/Pk .因此,max{xk–yk+1}= (t2–φk– 
Dk)/Pk – (t1–φk)/Pk +1.这恰好与 ηk(t1,t2)定义中的第 1 项相对应.以下引理给出了 STAS-IP 模型中变量集合

{xk,yk|Dk+φk≤Qi}与 ηk(t1,t2)的联系. 

引理 3. 在时间域[Qi,Qi+1)中,对于任意给定的时间段[t1,t2],有 1 2: 1( 1) ( , )
k k k i

n
k k k k kD Q kC x y t t C .

τ ϕ
η

+ =
− +∑ ∑≤

≤  

证明:根据定义 1,df(t1,t2)计算公式 1 21
( , )n

k kk
t t Cη

=∑ 的展开式为 { 2 11
max ( ) ( )n

k k k k kk
t D P t Pϕ ϕ

=
− − − − +⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥∑  

}1,0 kC .其中,ηk(t1,t2)的非线性计算公式由一个最大化函数 max()构成,其取值分两种情况. 

• 当 Dk+φk≤Qi 时, (t2–φk–Dk)/Pk +1 即为任务 τk 在时间段[0,t2]内释放并完成的最多作业个数, (t1–φk)/Pk

为任务 τk在时间段[0,t1]内释放的最多作业个数,例如图 1中的任务 τ1.已知 t1<t2,有 (t2–φk–Dk)/Pk +1≥ (t1–φk)/Pk

成立.故 ηk(t1,t2)= (t2–φk–Dk)/Pk – (t1–φk)/Pk +1. 

 
Fig.1  Illustration for the different two values of ηk(t1,t2) 

图 1  ηk(t1,t2)两种取值情况的示意图 

• 当 Dk+φk≥Qi+1 时, (t2–φk–Dk)/Pk +1≤0,例如图 1 中的任务 τ2.易知, (t2–φk–Dk)/Pk +1– (t1–φk)/Pk ≤0.故
ηk(t1,t2)=0. 
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注意到,由于 Qi 和 Qi+1 的取值限制,Qi<Dk+φk<Qi+1 的情况已被排除,故无需讨论. 

综 上 可 得 1 2 1 21 :
( , ) ( , ) ,

k k k i

n
k k k kk D Q

t t C t t C
τ ϕ

η η
= +

=∑ ∑ ≤
即 1 2 2 1:

( , ) ( ) ( )
k k k i k k k kD Q

df t t t D P t P
τ ϕ

ϕ ϕ
+

= − − − −⎢ ⎥ ⎡⎣ ⎦ ⎢∑ ≤
 

1.kP +⎤⎥ 根据 STAS-IP 模型中变量定义可知,对于满足 Dk+φk≤Qi 的任务 τk,xk+1 是[0,t2]内释放并完成的作业个

数 ,yk 是 [0,t1] 内释放的最多作业个数 . 易知 ,xk−yk+1≤ (t2–φk–Dk)/Pk – (t1–φk)/Pk +1≤ηk(t1,t2) 成立 . 故有

1 2: 1
( 1) ( , )

k k k i

n
k k k k kD Q k

C x y t t C
τ ϕ

η
+ =

− +∑ ∑≤
≤ 成立. 

易知,当每个任务都尽可能多地释放作业时,引理 3 中不等式取等.故有
:

max ( 1) =
k k k i k k kD Q

C x y
τ ϕ+

− +∑ ≤
 

1 2( , ).df t t  

基于以上变量和约束条件的定义,给出 STAS-IP 模型的目标函数如下: 
 ( )2 1 :

min ( 1)
k k k i k k kD Q

t t C x y
τ ϕ+

− − − +∑ ≤
 (6) 

目标函数 ( 6 ) 的主体部分可看作两个子式的差 . 子式① t 2 – t 1 是时间段 [ t 1 , t 2 ] 的长度 ; 子式 
② :

( 1)
k k k i k k kD Q

C x y
τ ϕ+

− +∑ ≤
是时间段[t1,t2]对应的处理器需求.由引理 3 可知, 1:

( 1) ( ,
k k k i k k kD Q

C x y df t
τ ϕ+

− +∑ ≤
≤  

2 ).t 注意到,子式②在目标函数(6)中的系数为–1,在最小化函数 min()的作用下,实际等价为计算时间段[t1,t2]上

的最大需求,即 1 2:
max ( 1) = ( , ).

k k k i k k kD Q
C x y df t t

τ ϕ+
− +∑ ≤

 

由定义 1 可知,df(t1,t2)由 ηk(t1,t2)的线性加和构成(1≤k≤n).由于 ηk(t1,t2)是非线性的,故 df(t1,t2)也是非线性 
的.在 STAS-IP 模型中,非线性的 df(t1,t2)被等价为线性式

:
( 1)

k k k i k k kD Q
C x y

τ ϕ+
− +∑ ≤

的最大化形式.之所以能够实 

现这种转化,是由 ηk(t1,t2)的定义所决定的.对于任意的任务 τk(1≤k≤n),ηk(t1,t2)被定义为 (t2–φk–Dk)/Pk – (t1–φk)/ 
Pk +1 和 0 两者取大.由引理 3 的证明过程可知,若 τk∈T1,则 ηk(t1,t2)= (t2–φk–Dk)/Pk – (t1–φk)/Pk +1;若 τk∈T2,则 
ηk(t1,t2)=0.又知,T1∪T2={τk|1≤k≤n}.因此,ηk(t1,t2)的非线性的离散取值情况对应为任务集合的一个划分 T1∪T2. 

由于 ηk(t1,t2)=0 对计算需求函数 df(t1,t2)没有贡献,所以只需考虑 ηk(t1,t2)= (t2–φk–Dk)/Pk – (t1–φk)/Pk +1 的情况,
即只需考虑 T1 中的任务.由目标函数(6)可知,STAS-IP 模型恰好只考虑任务子集合 T1,而将 T2 排除在外.用线性 
式

:
max ( 1)

k k k i k k kD Q
C x y

τ ϕ+
− +∑ ≤

即可替代定义 1 中包含非线性式 ηk(t1,t2)的需求函数 df(t1,t2).STAS-IP 模型的线 

性目标函数(6)和线性约束不等式(1)~(5)使得 STAS-IP 模型成为易于处理的整数线性规划. 
注意到 ,目标函数(6)即保证最优解对应的时间段长度与其相应的最大处理器需求之差最小 .易知 ,若

STAS-IP 模型求得最优解对应的目标值小于 0,即存在一个时间段[t1,t2],使得 df(t1,t2)>t2–t1成立,则说明系统不可

调度;若最优解对应的目标值大于等于 0,则说明不存在产生溢出的时间段,即系统可调度. 
定理 4. STAS-IP 模型是多项式规模的整数线性规划模型. 
证明:令 m=|{τk|Dk+φk≤Qi}|.易知,STAS-IP 模型中的变量个数是 2m+2,约束集合(1)~(5)中不等式的个数之

和为 2m+3.由于 m 是小于 n 的整数,显然,STAS-IP 模型是多项式规模的.另外,目标函数(6)是线性的,并且约束集

合(1)~(5)均为线性不等式,故 STAS-IP 模型属于整数线性规划模型. □ 
接下来对 STAS-IP 模型的解空间进行精确理论分析.假设 STAS-IP 模型的变量规模为 2m+2.STAS 问题的

任意可行解均关联一个整数向量 f=(t1,t2,x1,...,xm,y1,...,ym),其中,非负整数 t1和 t2是 f 关联的时间段下界和上界值,
非负整数 xk 是 f 中第 k 个任务 τk 在时间段[0,t2−Dk]内完成的作业个数,非负整数 yk 是任务 τk 在时间段[0,t1]内释

放的作业个数(1≤k≤m).显然,STAS-IP 模型中每个可行解的关联向量 f 满足约束不等式(1)~(5);反之,每个满足

约束不等式(1)~(5)的向量也一定是 STAS-IP模型的可行解.因此,可由约束不等式(1)~(5)定义 STAS-IP模型的解

空间多面体 PSTAS(Tm),其中 Tm={τk|τk∈T∧Dk+φk≤Qi}.首先,多面体 PSTAS(Tm)对应的可行解集合 F 定义如下: 
F={f∈N2m+2|f 满足约束不等式(1)~(5)}. 

以上表达说明,STAS-IP 的多面体可定义为所有可行解构成的凸包(convex hull):PSTAS(Tm)=conv(F).下面给

出 PSTAS(Tm)的维数和极大诱导不等式的理论结果. 
定理 5. 若 τk∈Tm:Pk+Dk+φk≤Qi+1–1,则 STAS-IP 多面体 PSTAS(Tm)的维数为 2m+2. 
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证明:欲证多面体维数等于 2m+2,只需在 F 中找出 2m+3 个仿射无关向量.首先,给出基向量 f0=(Qi,Qi+1–1, 
0,...,0,K,...,K)∈N2m+2,其中 K 为变量 yk 的取值,是一个使约束(5)成立的常数.另外,0 和 K 的个数为 m.然后,给出剩

余的 2m+2 个可行解关联向量. 
• 集合 F1 由两个关联向量组成:F1={(Qi+1,Qi+1–1,0,..,0,K,...,K),(Qi,Qi+1–2,0,...,0,K,...,K)}. 
• 集合 F2 包含 m 个向量:F2={(Qi,Qi+1–1,1,0,...,0,K,...,K),(Qi,Qi+1,0,1,0,...,0,K,...,K),...,(Qi,Qi+1–1,0,...,1,K,..., 

K)},其中,第 k 个向量关联的 xk 变量取值为 1. 
• 集合 F3 包含 m 个向量:F3={(Qi,Qi+1–1,0,...,0,K+1,K,...,K),(Qi,Qi+1–1,0,...,0,K,K+1,K,...,K),...,(Qi,Qi+1–1,0,..., 

0,K,...,K+1)},其中,第 k 个向量关联的 yk 变量取值为 K+1. 
易知,将 F1,F2 和 F3 中的每个向量减去基向量 f0 后得到 2m+2 个线性无关的向量.所以,向量集合{f0}∪F1∪F2 

∪F3 中的 2m+3 个关联向量仿射无关. □ 

定理 6. 若存在两个时间点 Qi≤t2<t3<Qi+1 和一个任务 τk∈Tm,使得 Pkxk+Dk+φk=t2∧Pk(xk+1)+Dk+φk=t3,并且

τk∈Tm:Pk+Dk+φk≤t2,则 STAS-IP 模型中约束不等式(4)是 PSTAS(Tm)的极大诱导不等式. 
证明:根据定理 5,PSTAS(Tm)的维数为 2m+2.对于约束(4)中的不等式 Pkxk+Dk+φk≤t2,只需在 F 中找出 2m+2

个令等号成立的仿射无关向量 ,即可证明该不等式为极大诱导不等式 .首先给出基向量 f0=(Qi,t2,0,...,xk,...,0, 
K,...,K).在 f0 的基础上,构造向量 f1=(Qi+1,t2,0,...,xk,...,0,K,...,K).易知,f0,f1 均使不等式取等.接下来,分两步构造剩

余的 2m 个使不等式取等的向量. 
• 集合 F1 包含 m 个向量:F1={(Qi,t2,1,0,...,xk,...,0,K,...,K),...,(Qi,t3,0,...,xk+1,...,0,K,...,K),...,(Qi,t2,0,...,xk,...,1, 

K,...,K)}. 
• 集合 F2 包含 m 个向量 :F2={(Qi,t2,0,...,xk,...,0,K+1,K,...,K),...,(Qi,t2,0,...,xk,...,0,K,K+1,K,...,K),...,(Qi,t2, 

0,...,xk,...,0,K,...,K+1)}. 
将{f1},F1和 F2中每个向量减去基向量 f0后得到 2m+1 个线性无关的向量.所以,向量集合{f0,f1}∪F1∪F2中的 

2m+2 个关联向量仿射无关. □ 
应用类似的构造证明技术不难推出以下结论,具体证明过程在此不再赘述. 
推论 7. 若存在两个时间点 Qi≤t1<t′1<Qi+1 和一个任务 τk∈Tm,使得 Pkyk+φk=t1∧Pk(yk+1)+φk=t′1,并且

τk∈Tm:Pk+Dk+φk≤t1,则 STAS-IP 模型中约束不等式(5)是 PSTAS(Tm)的极大诱导不等式. 
定理 6 和推论 7 说明,约束(4)和(5)是可调度性判定问题非常紧的约束条件.在多面体理论中,极大诱导不等

式对应解空间的精确边界.根据最优化理论,问题最优解总是在边界交叉点上取得.也就是说,最优解很有可能

在约束不等式(4)和(5)取等时取得.本文将在第 5.1 节通过实验验证这些约束不等式的有效性. 

3.2   同步系统中可调度判定问题模型和理论分析 

上一节以异步系统为例,给出了可调度性判定问题一般化的 STAS-IP 模型.本节应用相似的技术,为同步系

统建立 IP 模型.与 STAS-IP 模型相比,本节模型将更加简化.下面先给出同步系统中可调度性判定问题的定义. 
定义 3. 给定时间域[Qi,Qi+1),同步系统中相应的可调度性判定问题是:在时间域中寻找时间点 t,(Qi≤t< 

Qi+1),使得 dbf(t)>t 成立.若成功查找到 t,则系统不可调度;否则,系统可调度. 
根据定义 3 可知,同步系统对应的 IP 模型只需两类变量:① 时间点变量 t:定义 3 中要寻找的时间点;② 每

个任务 τk 对应一个变量 xk,表示 τk 在时间段[0,t−Dk]内应该完成的作业个数. 
根据定理 2,建立同步系统可调度性分析问题(schedulability test for sychronous systems,简称 STSS)的 IP 模

型如下. 
Model STSS-IP: 

 ( ):
min ( 1)

k k i k kD Q
t C x

τ
− +∑ ≤

 (7) 

s.t.  
 1it Q +<  (8) 
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 it Q≥  (9) 
 ,  :k k k k k iP x D t D Qτ+ ∀≤ ≤  (10) 

 0, ,   :k k k ix y N D Qτ∈ ∀≥ ≤   (11) 

显然,STSS-IP 模型是 STAS-IP 模型在考虑 Φ=0 时的简化.目标函数(7)使得时间段[0,t]的长度与其对应的

需求上界 dbf(t)的差值最小.约束(8)和(9)保证了时间点变量 t 落在时间域[Qi,Qi+1)中.约束(10)是 STAS-IP 模型中

约束(4)考虑ϕk=0 后的结果,给出了变量 xk 的上界.易知,STSS-IP 模型的变量和线性约束不等式的个数分别为

m+1 和 m+2.另外,采用类似的证明技术,第 3.1 节中的多面体理论结果不难扩展到同步系统中,具体证明过程略. 
推论 8. 若 τk∈Tm:Pk+Dk<Qi+1,则 STSS-IP 多面体 PSTSS(Tm)的维数为 m+1. 
推论 9. 若存在两个时间点 Qi≤t<t′<Qi+1 和一个任务 τk∈Tm,使得 Pkxk+Dk=t∧Pk(xk+1)+Dk+φk=t′,并且 τk∈Tm: 

Pk+Dk≤t,则 STSS-IP 模型中约束不等式(10)是 PSTSS(Tm)的极大诱导不等式. 

4   线性松弛算法 

上一节将原可调度性判定问题分解为若干子问题,为每个子问题建立了 IP 模型.本节将通过求解这一系列

子问题的 IP 模型来给出原问题的判定结果.具体方法如算法 1 所示. 
算法 1. 同/异步系统可调度性判定问题的线性松弛算法. 
输入:任务系统 T={τ1,…,τn}及可调度性分析上界:L(在同步系统中, 3 ;aL L= 在异步系统中,L=Φ+2H). 

输出:任务系统 T 是否可调度. 
BEGIN 
1. 将任务按照 Dk+φk 递增顺序进行排列,得到有序任务序列:τ[1],…,τ[n]; 
2. l:=1; Ql:=0; 
3. REPEAT 1≤k≤n: 
4.  IF τ[k]关联的 D[k]+φ[k]>Ql THEN l:=l+1; Ql:=D[k]+φ[k]; 
5. Ql+1:=L; feasible:=0; 
6. FOR each [Ql,Ql+1): 
7.  将时间段[Ql,Ql+1)上关联的 STAS-IP/STSS-IP 模型中整数约束拿掉,求解其线性松弛模型; 
8.  得到线性松弛解 fl,其对应的目标值为 LPl; 
9.  将松弛解 fl 取整,得到原 IP 模型中的可行解,其对应目标值为 FSl; 
10.  IF LPl>0 THEN feasible:=feasible+1; 
11.  ELSE IF FSl<0 THEN RETURN 系统 T 不可调度; 
12. IF feasible=l THEN RETURN 系统 T 可调度; 
13. ELSE RETURN 系统可调度性不确定; 
END 
算法 1 为同步和异步两类实时任务系统的可调度性判定问题提供了统一的求解框架,主要分为两部分. 
① 算法在第 1 行~第 5 行将时间域[0,L]划分为 l 个互不相交的子时间域.注意到,每个子域[Qi,Qi+1)的下界

和上界取值要么等于某个 Dk+φk(见算法第 3 行和第 4 行),要么等于 0 或 L;显然满足第 3 节中规定的约束条件:
不存在任何任务 τk,使得Qi<Dk+φk<Qi+1成立.易知,原可调度性判定问题可转化为 l个定义在时间域[Qi,Qi+1)上的

子问题(1≤i≤l). 
② 算法在第 6 行~第 11 行首先将每个子问题对应的 IP 模型进行线性松弛处理,即去掉整数变量约束,进而

得到一个易于求解的线性规划(linear programming,简称 LP)模型.求解这个线性松弛模型,得到一个松弛最优解

fl,其对应的解向量中可以包含小数.通过对 fl 向量取整,可以得到原 IP 模型的一个可行解.根据最优化理论,线性

松弛解 fl 的值 LPl 一定小于等于 IP 模型的最优解,可行解的值 FSl 一定大于等于 IP 模型的最优解.因此, 
• 若 LPl>0,则 IP 模型最优解一定大于 0,可得系统 T 在时间域[Qi,Qi+1)内可调度.在算法中,逐个验证每个子
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时间域,只要发现系统 T 在该时间域内可调度,变量 feasible 就会自增 1(见算法第 10 行).如果系统 T 在 l 个子时

间域内均可调度,则 feasible 的值等于 l,即可判定系统 T 在整个时间域上可调度(见算法第 12 行). 
• 否则,若 LPl≤0,则 IP 模型的最优解与 0 的关系不确定,此时,若 fl 取整得到的可行解的值 FSl<0,则 IP 模

型的最优解一定小于 0,可知系统 T 不可调度(见算法第 11 行). 
定理 10. 算法 1 的计算复杂性是多项式时间的. 
证明:由算法第 3 行和第 4 行可知,原可调度性判定问题至多被划分为 n 个子问题,每个子问题对应一个线

性松弛问题.又知,线性松弛问题是多项式时间可解的,因此,算法 1 是多项式时间的. □ 
根据定理 10,算法 1 的迭代次数被限定在多项式规模内,在最坏情况下,至多需要迭代 n 次.注意到,同步系

统中存在很多优良的算法理论结果,如 QPA 算法,与这些已有理论成果相结合,能够进一步减少算法 1 的迭代次

数,提高算法的执行效率. 

4.1   同步系统中算法性能的优化策略 

在同步系统中,QPA 算法能够在时间域[0,L]中实现跳跃式搜索.这主要是基于以下结论[8]:若时间点 t 关联

的需求上界函数值 dbf(t)<t,则在时间域(dbf(t),t]内不可能存在溢出点.因此,可以跳过这一区域,在搜索过 t 点后,
直接对时间点 dbf(t)进行搜索.可将该结论应用到算法 1 中,以减少需求求解的子问题个数.改进后的算法如下. 

算法 2. 同步系统中改进的可调度性判定算法. 
输入:任务系统 T={τ1,…,τn}及可调度性分析上界 3

aL L .=  

输出:任务系统 T 是否可调度. 
BEGIN 
1. 将任务按照 Dk 递增顺序进行排列,得到有序任务序列:τ[1],…,τ[n]; 
2. Qlow:=D[n]; Qhigh:=L; uncertain:=false; 
3. WHILE Qhigh≥D[1] DO 
4.  求解时间段[Qlow,Qhigh]关联的 STSS 线性松弛模型,得到松弛解 f,其对应的目标值为 LP; 
5.  将松弛解 f 取整,得到原 STSS-IP 模型中的可行解,其对应目标值为 FS; 
6.  IF LP<0 && FS<0 THEN RETURN 系统 T 不可调度; 
7.   ELSE IF LP<0 && FS>0 THEN uncertain:=true; 
8.  Qhigh:=min{Qlow,dbf(Qlow)+1}; Qlow:=max{Dk|Dk<Qhigh}; 
9. IF uncertain=false THEN RETURN 系统 T 可调度; 
10. ELSE RETURN 系统可调度性不确定; 
END 
算法 2 的第 8 行实现了本文方法与文献[8]中结论的结合.与算法 1 相比,算法 2 排除了那些一定不存在溢

出点的时间段.如图 2 所示,算法 1 会对 l 个时间段对应的线性松弛模型逐个进行求解;算法 2 则可能在执行过

程中跳过一些时间段,或者缩小时间段的长度,从而减少算法的迭代次数,并缩小问题的解空间.在第 5.3 节,将给

出算法 2 与 QPA 算法的性能比较. 

 

Fig.2  Algorithm 2 will search in [Qi–1,dbf(Qj)+1] after the completion of searching in [Qj,Qj+1] 
图 2  算法 2 在搜索完区域[Qj,Qj+1]之后,搜索[Qi–1,dbf(Qj)+1] 

4.2   异步系统中对不确定情况的处理 

注意到,本文算法的返回结果分为两种情况,一是明确指出系统 T 可调度或不可调度,二是不能确定系统的
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可调度性.对于第 1 种返回情况的算例,本文算法是精确判定算法;对于第 2 种情况,本文算法虽然不能判定算法

的可调度性,却能在一定程度上缩小可调度性分析上界.这在异步系统的可调度性分析中尤为明显.对于不能确

定系统可调度性的算例,进一步应用以下算法,将给出一个较小的可调度性分析上界. 
算法 3. 异步系统中对不确定情况的处理算法. 
输入:可调度性不确定的任务系统 T={τ1,…,τn}及可调度性分析上界 L=Φ+2H. 
输出:缩小的可调度性分析上界 L. 
BEGIN 
1.  将任务按照 Dk 递增顺序进行排列,得到有序任务序列:τ[1],…,τ[n]; 
2.  Qlow:=D[n]; Qhigh:=L; 
3.  WHILE Qlow<Qhigh DO 
4.     求解时间段[Qlow,Qhigh]关联的 STSS 线性松弛模型,得到松弛解 f=(t,x1,…,xm),其目标值为 LP; 
5.     IF LP≥0 Then Qhigh:=⌊(Qlow+t)/2⌋; 
6.     ELSE Qlow:=⌊(t+Qhigh)/2⌋; 
7.   L:=max{Qlow,Qhigh}; 
END 
算法 3 应用折半法思想,在时间域[D[n],Φ+2H]中确定离 D[n]最近的时间点 L,使得时间段[L,Φ+2H]对应的线

性松弛解的值 LP≥0.易知,当 LP≥0 时,时间段[L,Φ+2H]中一定不存在溢出点,即可排除出搜索范围.因此,只有

时间段[0,L]中才可能出现溢出点,L 即为新的可调度性分析上界.易知,算法 3 的计算复杂性为 O(log(Φ+2H)),即
使 H 为指数规模,算法 3 也是多项式时间界的.第 5.4 节将通过实验验证算法 3 在降低可调度性分析上界方面的

有效性. 

5   实验结果及分析 

为了验证本文算法的有效性,本节针对大量随机任务测试集进行实验.本文算法由 C++程序调用 Gurobi 
5.6[21]函数库实现,程序运行环境为具有 2.2GHz 主频和 1G 内存的奔腾处理器.另外,随机任务集算例的生成方

法详见第 5.1 节. 

5.1   随机任务集生成算法 

本节采用文献[8]中生成随机同步任务集的方法,并将其扩展到异步系统中. 
• 任务利用率的生成策略:本节按照 0-1 间的均匀分布为任务集中的每个任务分配一个利用率 U.具体生成

算法参见文献[22]中的 UUniFast 算法.该算法已被证明可以有效地生成呈均匀分布的任务利用率[22]. 
• 任务周期的生成策略:本文采用文献[23]的方法生成满足指数分布的任务周期.令 Pmax:=max1≤i≤n{Pi}和

Pmin:=min1≤i≤n{Pi}.为使所有任务的周期均匀分布在一个给定范围(如 Pmax/Pmin 的最大值)内,首先将这个范围划

分为 k 个子区域:e0~e1,e1~e2,…,ek–1~ek;然后,在每个子区域中,随机生成 (n–1)/k 个任务周期.另外,剩余的(n–1) 
mod k 个任务周期则在 e0~ek 内随机分配. 

• 任务截止期和相位的生成策略:每个任务 τi 的截止期 Di 在区域[a,b]中随机生成.其中,区域下界 a 的取值

规则如下:当 τi 的执行时间 Ci<10 时,a:=Ci;当 10≤Ci<100 时,a:=2×Ci;当 100≤Ci<1000 时,a:=3×Ci;当 Ci≥1000
时,a:=4×Ci.区域上界 b 的默认值为 1.2×Pi.另外,在异步系统中,每个任务 τi 的相位 φi 通过在区域[0,Di]中取随机

数获得. 
在本节所有实验中,对于每种问题参数取值,均生成了大约 6 000 个随机算例,并统计算法运行的平均情况. 

5.2   极大诱导不等式的有效性分析 

图 3 给出了本文的 STSS 和 STAS 线性松弛模型对各自最优整数解的逼近程度.这种逼近程度可由百分比

界差 gap 进行评估.gap 的计算公式为|(OPT−LP)/LP|×100%,其中,OPT 为 IP 模型求得的最优整数解,LP 为 IP 模
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型去掉整数约束后,得到的松弛最优解.百分比界差是数学规划领域常用的评价参数[24,25],具体可视为在去除问

题参数取值的影响后,问题松弛解与最优解之间的绝对差距.注意到松弛模型中主要起作用的是极大诱导不等

式约束,gap 值能够在一定程度上反映极大诱导不等式的有效性. 

(a) 利用率 U 对 gap 的影响 (b) Pmax/Pmin 最大值对 gap 的影响 

Fig.3  Values of gap affected by the problem parameters 
图 3  问题参数对 gap 值的影响 

本节对具有 30 个任务的测试集进行实验,分别调用 Gurobi 的单纯形算法和分支切割算法求解[D[n],L]对应

的线性松弛模型和 IP 模型.图 3(a)给出了同步和异步系统在 Pmax/Pmin:=1000,b=1.2×Pi 以及 U=0.6~0.96 时,gap
的取值情况.平均情况下,异步和同步系统的 gap 能够保持在 0.78%和 1.27%左右,这说明,线性松弛解距离最优

解的偏差能够限制在一个很小的范围内.对于不确定的算例,直接依据松弛解判定系统可调度性的可信度为

99.23%(异步)和 98.73%(同步).另外,图 3(b)给出了同步和异步系统在 U=0.9,b=1.2×Pi 以及 Pmax/Pmin:=10~1000000
时,gap 的取值情况.异步和同步系统的平均 gap 值分别为 2.41%和 3.37%. 

5.3   同步系统中算法性能分析 

5.3.1 问题参数对 QPA 算法的影响 
本节重现了 QPA 算法,研究了可调度分析上界 L 取值和利用率 U 的变化对算法性能的影响.我们发现,当 

QPA 算法中 L 分别取 2
aL 和 3

aL 时,算法迭代次数呈现出一定的差异.如图 4 所示,当 3
aL L= 时,算法迭代次数不超

过 100;然而,当 2
aL L= 时,算法迭代次数会超过 200 次,这在 U>0.99 后更为明显.根据定理 10 易知,本文算法的迭 

代次数不依赖于 L 的取值. 
另外,对于 U≤0.99 的算例,QPA 算法的迭代次数不超过 100;当 U>0.99 时,QPA 算法的迭代次数呈指数增

长,如图 5 所示(本节任务测试集的相关参数设定为:n=30,Pmax/Pmin:=1000,b=1.2×Pi). 

Fig.4  Iteration times of QPA affected by values of 
upper bound L 

图 4  上界 L 不同取值对 QPA 算法迭代次数的影响

Fig.5  Iteration times of QPA affected 
by utilization U 

图 5  利用率 U 对 QPA 算法迭代次数的影响 
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5.3.2 本文算法与 QPA 算法的性能比较 
本文通过调用 gurobi 库函数中的单纯形算法实现了算法 2.注意到,若 STSS-IP 模型中目标函数值小于 0, 

则说明系统不可调度.因此,在 STSS-IP 模型中增加约束
: ( 1) 0,

k k i k kD Qt C x
τ

− + <∑ ≤
使得模型仅关注小于 0 的最 

优解.加入约束后的松弛模型若无解,则说明在相应时间域内一定可调度.加入约束是为了进一步提高 gurobi 的
求解效率.首先,新的约束能够缩小解空间.其次,加入新的约束有可能和已有约束构成矛盾,从而使得松弛模型

无解.gurobi 善于快速处理此类无解情况. 
本文调用 linux系统中的计时器接口 clock_gettime(),分别测量了算法 2求解一次松弛问题的时间以及 QPA

算法求解一次需求函数 h(t)的时间(任务测试集的相关参数设定为:n=30,U=0.9,Pmax/Pmin:=1000,b=1.2×Pi).我们

发现,两者耗时均在μs 量级.因此,本文将算法 2 求解一次松弛问题定义为一次迭代.图 6 给出了算法 2 与 QPA
算法的迭代次数随问题参数的变化.其中,图 6(a)给出了测试集的参数设定为 n=30,Pmax/Pmin:=1000,b=1.2×Pi 时,
利用率 U 对算法性能的影响.对于算法 2 可判定调度性的算例:当 U≤0.99 时,算法 2 和 QPA 算法的迭代次数相

差不大;当 U>0.99 后,QPA 算法的迭代次数迅速增多,平均情况下 QPA 算法迭代次数多达 1 000 次以上,是本文

算法的指数倍. 

 

(a) 利用率 U 的影响 (b) Pmax/Pmin 最大值的影响 

 

(c) 任务个数 n 的影响 

Fig.6  Iteration times of QPA and Algorithm 2 affected by problem parameters 
图 6  问题参数对 QPA 和算法 2 迭代次数的影响 

QPA 算法迭代次数随 U 增大的原因是,QPA 算法跳跃式搜索的步长直观上与利用率 U 成反比.在 QPA 算

法执行过程中,假设当前检查的时间点为 t,则下一个时间点为 min{t–1,dbf(t)}[8].QPA 算法 1 次迭代的步长即为

两相邻检查点的距离 max{t−dbf(t),1}.在时间域长度一定的条件下,QPA 算法的步长越大,则迭代次数越少,反之

亦然.U 可看作任务在时间段内释放作业负载的密度.在时间段 t 固定时,负载密度越大,需求函数 dbf(t)就可能越

大,进而 t−dbf(t)的值越小,步长也越短.这使得 QPA 算法的迭代次数随 U 增大而增多.同时注意到,QPA 算法的迭
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代次数并非随 U增大以线性速度增长.实验结果表明,U=0.99 是 QPA算法迭代次数的增长速度由线性到指数的

分界点,如图 6(a)所示. 
另外,在算法 2 中,线性松弛方法的迭代次数与利用率 U 无关,而只与任务数 n 相关.因此,算法 2 的迭代次数

并不会随着 U 增大而增大.注意到,算法 2 的迭代次数在 U >0.99 后不但没有增多,反而有所下降,如图 6(a)所示. 
经过统计得知,在U>0.99的算例集合中,不可调度的算例比例接近 80%.算法 2在判定不可调度的算例时更加高

效.算法 2 将整个时间域划分成 n 个子时间域.算法一次迭代就可以判定一个时间子域内是否存在溢出点.给定

一个任务系统,在 n 个时间子域中,只要有一个存在溢出点,就可以判定该系统不可调度.因此,对于不可调度的

算例,算法 2 往往能够在最初的几个时间子域中迅速找到溢出点,从而返回判定结果,终止程序. 
综上,在 U 取值很大时,QPA 算法的搜索步长变得很小,算法退化为在整个时间域上逐个时间点检查溢出情

况.然而,U 增大也使得不可调度的算例比例增加,算法 2 在判定不可调度的算例时,往往能够经过最初几次迭代

迅速终止.基于以上两方面考虑,在 U 很大时,QPA 算法的迭代次数迅速上升,而算法 2 的迭代次数却有所下降,
如图 6(a)所示. 

图 6(b)给出在测试集参数设为 n=30,U=0.999,b=1.2×Pi 时,算法性能随 Pmax/Pmin 取值的变化.图 6(c)给出了

在测试集参数 U=0.999,Pmax/Pmin:=1000,b=1.2×Pi 时,任务个数对算法性能的影响趋势.最后,图 7 给出了算法 2
不能确定调度性的算例比例随问题参数的变化.我们发现,对于小规模的算例,能够判定可调度性的算例比例平

均不低于 72%,如图 7(a)所示.当任务个数增多或者 Pmax/Pmin 值增大时,可判定算例比例略有下降,但仍不低于

60%,如图 7(b)和图 7(c)所示. 

 

(a) 利用率 U 的影响 (b) Pmax/Pmin 最大值的影响 

 
(c) 任务个数 n 的影响 

Fig.7  Proportion of uncertain instances affected by problem parameters 
图 7  问题参数对不确定算例比例的影响 

5.4   异步系统中算法性能分析 

针对异步系统,本节将算法 1 和 Baruah 等人提出的传统算法[5]进行比较.注意到,文献[5]中的方法回答“可
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调度”时,说明异步系统一定是可调度的.但是,当算法返回“不可调度”时,则异步系统的可调度性不能确定.本节

比较了本文算法和文献[5]中方法能够确切给出判定结果的算例比例.在问题参数为 n=30,Pmax/Pmin:=1000,b= 
1.2×Pi,U=0.66~0.96 时,图 8 给出了本文算法和传统算法[5]对同一随机算例集合给出的判定结果.实验结果表明,
本文算法对近 96%的算例都能给出精确的判定结果,将传统算法[5]不能给出判定结果的算例比例平均降低了

29.27%.注意到,当 U≤0.9 时,本文算法不能给出判定结果的算例比例保持在 6%以下.当 U>0.9 之后,该比例有

明显上升趋势.这种现象产生的原因是,算法 1 不能给出判定结果的算例比例与 U 成正比关系.由算法 1 第 10
行~第 13 行可知,算法返回“可调度性不确定”结果的必要条件是:存在一个子问题的线性松弛解 LPl≤0.不妨令

l=n,则 

( )2 1 :

2 1 2 1:

2 1
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观察上式可知,当利用率 U 增大时,等号右边第 1 项(1–U)(t2–t1)减小,同时,第 2 项
:

( )
k k k i k k kD Q

u P D
τ ϕ+

−∑ ≤
增 

大.LPl 作为两项的差值,易知,U 越大,LPl 的值就越小,其小于 0 的概率也就越大.另外,根据算法 1 第 10 行~第 13
行可知,只要存在一个 l 使得 LPl≤0,算法就有可能返回“可调度性不确定”.因此,LPl≤0 的概率越大,算例可调度

性不确定的可能性就越大.实验结果表明,不确定算例比例的增长速度并不是 U 的线性函数,而是存在一个临界

点 U=0.9,如图 8 所示. 
针对判定结果不确定的算例,应用算法 3 可将可调度性分析上界 L 降低到一个合理的范围.如图 9 所示,算

法 3 得到的 L 较之原上界值 Φ+2H 有指数级的降低,平均降低了近 104 倍(为了表述方便,图 9 直接将新的 L 值

与超周期 H 进行比较).  

 

Fig.8  Comparison of performance between 
Algorithm 1 and method in Ref.[5] 

图 8  算法 1 与文献[5]方法的性能比较 

Fig. 9  Comparison between the new bound obtained by
Algorithm 3 and the hyper-period H 

图 9  算法 3 获得的界与超周期 H 的比较 

6   总结与展望 

本文研究了偶发性实时任务系统可调度性分析问题的整数规划方法,为同步和异步两类任务系统提出了

统一的求解模型和算法框架.第 5 节的实验结果表明,该方法在利用率 U 较大的同步任务系统和较为困难的异

步系统中更具优势.而且,本文算法的性能比较稳定,受测试集参数变化的影响较小.注意到,本文算法尽管对某

些困难算例能够指数倍地提升求解效率,但并不是对所有算例都能给出明确的判定结果.尤其是对异步系统而

言,本文方法对 U≤0.9 的算例更加有效.因此,下一步的工作是更加深入地分析本文 IP 模型的解空间,提出更多

的强有效不等式和更多能够从理论上严格证明的极大诱导不等式,进一步缩小算法的 gap 值,从而有效降低不

确定算例的比例.另外,偶发实时任务模型是实时系统领域中最基本的形式化模型之一,绝大多数复杂实时系统
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模型的可调度性分析均基于偶发实时任务模型的基本原理和框架.偶发任务调度新的问题模型和算法框架的

提出,极有可能扩展到更复杂的实时系统模型中.因此,充分结合图论和网络优化理论,为 DRT 等更复杂的实时

系统模型建立整数规划方法求解框架,也是很有希望的未来工作方向之一. 
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