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摘　要: 秩函数法是循环终止性分析的主要方法, 秩函数的存在表明了循环程序是可终止的. 针对单分支线性约束

循环程序, 提出一种方法对此类循环的终止性进行分析. 基于增函数法向空间的计算, 该方法将原程序空间上的秩

函数计算问题归结为其子空间上的秩函数计算问题. 实验结果表明, 该方法能有效验证现有文献中大部分循环程

序的终止性.
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Abstract:  The  ranking  function  method  is  the  main  method  for  the  termination  analysis  of  loops,  and  it  indicates  that  loop  programs  can
be  terminated.  In  view  of  single-path  linear  constraint  loop  programs,  this  study  presents  a  method  to  analyze  the  termination  of  the  loops.
Based  on  the  calculation  of  the  normal  space  of  the  increasing  function,  this  method  considers  the  calculation  of  the  ranking  function  in
the  original  program  space  as  that  in  the  subspace.  Experimental  results  show  that  the  method  can  effectively  verify  the  termination  of
most loop programs in the existing literature.
Key words:  loop program; linear ranking function; increasing function; termination; multiphase ranking function
 

循环程序的终止性分析是程序验证的一个重要领域. 程序终止性是指程序在有限时间内会自动停止执行的属

性. 在软件系统中, 循环程序普遍存在. 但即便是最简单的循环程序, 也可能会出现错误. 所以, 保证循环程序的可

终止性是软件系统能可靠运行的必要条件. 尽管程序终止性问题早已经被证明是一个不可判定问题 [1,2], 但人们发

现, 具有某些特殊结构的循环程序, 其终止性是可判定的. 如, 2004年, 利用赋值矩阵的 Jordan标准型计算, Tiwari
将一类线性循环程序的终止性问题与赋值矩阵正实特征值对应的特征向量联系起来, 证明了该类循环在实数域上

的终止性问题是可判定的 [3]. 文献 [4]进一步研究了这类循环的不可终止点集的构造问题. Xia等人 [5]证明了在一

定条件下, 带线性赋值且循环条件为多项式不等式的一类循环程序在实域上的终止性是可判定的. Liu等人 [6]研究

了循环条件为多项式等式的多分支多项式循环程序的终止性问题, 给出了该类循环程序可终止和不可终止的充分
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Büchi判准. 此外, Chen 等人 [7]、He 等人 [8]提出了基于   自动机的终止性分析方法, 可将现实中的部分复杂程序的

终止性问题归结为具更简单结构的循环程序的终止性问题. Chatterjee 等人 [9]利用计算机代数中的正零点定理来

研究概率程序的终止性. 针对 Tiwari提出的线性循环程序 [3], Xue等人 [10]分析了在浮点计算下这类循环的不可终

止点集的下逼近问题.
目前大部分终止性研究多集中于循环的秩函数计算. 模板秩函数的存在为循环程序的可终止性提供了充分的

判准. 由于秩函数的定义相对简洁, 秩函数法已成为当前终止性研究的主流方法. 秩函数法的本质思想是: 通过秩

函数将程序变量映射到一个良序集上, 并要求函数值随着程序的运行而单调递减. 由于良序集具有最小元, 故具备

秩函数的程序必定在有限时间内结束运行. 尽管程序终止性问题是不可判定的, 但是某些形式的秩函数的存在性

问题是可判定的. 比如线性约束循环的线性秩函数. 因此, 给定一个循环程序, 如能找到它的秩函数, 则表明该循环

程序是可终止的. 当前秩函数方面的工作多集中于线性约束循环程序的线性秩函数计算. 针对单分支线性约束循

环 (SLC), 2001年, Colón等人利用多面体理论将线性不等式约束表示为多面体锥, 再将线性秩函数计算问题转化

为对多面体锥投影、极锥和交点的计算 [11]. 2004年, Podelski等人基于 Farkas’ Lemma引理, 提出了一种完备的方

法来构造这类循环程序上的线性秩函数 [12]. 2012年, Bagnara等人研究了 SLC循环程序的线性秩函数计算的复杂

度问题 [13]. 2019, 针对 SLC循环, 文献 [14]考虑了其线性秩函数的存在性问题, 并建立了多项式时间算法去判定

给定的 SLC循环是否具有线性秩函数, 与现有方法不同, 该方法并不需要计算出具体秩函数. 此外, 一些研究者进

一步提出将多个线性秩函数结合起来捕捉程序的终止性行为. 如, Bradley等人分别在文献 [15–17]提出了字典序

线性秩函数 (LLRFs)的概念, 扩大了秩函数外在形式. 2013年, Bagnara等人提出了 eventual线性秩函数 (eventual
linear ranking functions)的概念, 进而通过合成 eventual线性秩函数来证明单分支线性约束循环程序的可终止性 [18].
文献 [19]对 eventual线性秩函数的概念进行推广, 提出了 L 深度的 eventual线性秩函数计算方法. Leike等人首次

提出了多阶段秩函数的概念 [20], 在此基础上, Ben-Amram等人在文献 [21]中给出了固定阶数 L 下, L 阶多阶段线

性秩函数 (MΦRFs)的多项式复杂度计算方法, 并提出了 L 上界估计的公开问题. 他们在文献 [21]中证明了, 对给

定的一个 SLC循环, 它存在多阶段秩函数等价于该循环存在嵌套秩函数 (nested ranking functions). 而嵌套秩函数

的计算存在多项式时间算法. 因此, 文献 [21]中均通过计算嵌套秩函数来证明程序的可终止性. 此外, 文献 [22]证
明了在一定条件下, L 上界是可估计的, 部分回答了文献 [21]中的问题. 相较于线性秩函数, 非线性秩函数生成方

面的工作较少. 文献 [23]基于 CAD (柱形代数分解)算法给出了一种非线性多项式秩函数的生成方法. 文献 [24,25]
使用半正定规划 SDP 工具来计算非线性多项式秩函数. 文献 [26,27] 将多项式秩函数问题归结为二分类问题, 并
利用 SVM算法来计算多项式嵌套秩函数.

本文主要研究非浮点型 SLC循环程序在有理数域上的终止性问题. 相对于非浮点型程序, 浮点程序 (即程序

输入为浮点数), 将涉及浮点数的误差控制问题, 而浮点程序的终止性问题则是另一更具挑战性的问题. 不同于上

述文献中的方法, 本文将原程序空间中的线性秩函数存在性问题归结为一个新程序空间上的线性秩函数存在性问

题. 具体地, 我们首先判断给定的 SLC循环是否具有不动点. 若有, 则循环不终止. 否则, 通过文献 [14]中的方法去

判定该循环对应的程序空间上是否存在线性秩函数 (LRFs). 若其上存在线性秩函数, 则表明该 SLC 循环是终止

的. 如若不然, 则基于文献 [18,19]中的增函数概念计算原程序空间上的部分增函数空间, 并将部分增函数空间所

对应的不等式约束加入到原程序空间的定义约束中, 从而将原 SLC循环上的线性秩函数的存在性问题归结为一

个新的 SLC循环上的线性秩函数的存在性问题.

 1   基本概念

本节将介绍 SLC循环定义、秩函数、增函数、Farkas’ Lemma引理、生成表示相关的概念和定理.

 1.1   SLC 循环

在程序分析中, 由于抽象和逼近技术的应用使得 SLC循环大量出现, 对其终止性分析显得尤为必要 [28]. 一般

地, 含有 n 个变量的 SLC循环形式如下:
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while (Bx ⩾ b) do C
 x

x′

 ⩾ c (1)

x= (x1, x2, . . . , xn)T ∈ Qn x′=
(
x′1, x

′
2, . . . , x

′
n

)T ∈ Qn B ∈Qp×n b ∈Qp C= (C1,C2) ∈Qq×2n c ∈ Qq

Bx ⩾ b C
( x

x′
)
⩾ c

Ω Ω =
{
(x, x′) ∈ Q2n : Ax+A′x′ ⩾ a

}
x = (x1, x2, . . . , xn)T ∈ Qn x′ =

(
x′1, x

′
2, . . . , x

′
n

)T ∈ Qn A =
(

B
C1

)
∈ Qs×n A′ =

(
0

C2

)
∈ Qs×n a =

(
b
c

)
∈ Qs s = p+q

Ω Ω ≜ Ax+A′x′ ⩾ a

其中,    ,    均为 n维列向量,    、   、   、   .

约束   称为循环条件, 约束   称为更新约束. 易见, SLC 循环程序可由一组线性不等式约束所刻画

的集合来定义. 为方便, 用   表示 SLC循环, 则公式 (1)中的循环可被等价描述为:    .

 ,     ,     ,     ,     ,     .

为方便, 下文中, 我们也沿用   去表示循环程序所对应的线性不等式约束, 即:    . 接下来, 我们通过

文献 [28]中的一个例子来阐述 SLC循环.

while 4x1 ⩾ x2∧ x2 ⩾ 1 do x1 =
2x1+1

5
, x2 = x2.

该循环可以等写成下面的形式:

while 4x1 ⩾ x2∧ x2 ⩾ 1  do  x′1 ⩽
2x1+1

5
; x′1 ⩾

2x1+1
5

; x′2 ⩾ x2; x′2 ⩽ x2 (2)

x1 = (2x1+1)/5
{
x′1 ⩽ (2x1+1)/5; x′1 ⩾ (2x1+1)/5

}
(x1, x2)(

x′1, x
′
2

)
Ω Ω = {(x, x′) ∈ Q2×2 : 4x1 ⩾ x2, x2 ⩾ 1,5x′1 ⩽ 2x1+1,5x′1 ⩾

2x′1+1, x′2 ⩾ x2, x′2 ⩽ x2}

其中, 将   转换为   的等价形式, 以便后面一般形式的书写. 这里,  

表示当前状态, 而   表示下一个状态. 故上述 SLC循环   为:  

 .
不难看出, 更新约束中的等式约束总可以用不等式约束来刻画. 因为循环体内允许不等式更新约束使 SLC较

等式型赋值具有更丰富的表述能力.

 1.2   线性秩函数

Ω ρ(x ) n ρ (x) ρ (x) Ω定义 1. 给定 SLC循环程序   . 令      为   元线性函数, 如果   满足下列条件, 则称   为循环程序   上

的线性秩函数.

∀x, x′ :Ω⇒ ρ (x) ⩾ ρ (x′)+1 ∀x, x′ :Ω⇒ ρ (x) ⩾ 0(1)    ; (2)    ,

x = (x1, x2, . . . , xn)T ∈ Qn, x′ =
(
x′1, x

′
2, . . . , x

′
n

)T ∈ Qn其中,    .

 1.3   增函数

Ω f (x) n f (x) ∀x, x′ :Ω⇒ f (x′) ⩾ 1+ f (x)

f (x)

定义 2. 给定 SLC 循环程序   , 令   为   元线性函数. 如果   满足条件:    , 则
称   是循环程序上的增函数.

f (x) Ω ∀k ∈ R f (x)− k Ω k

Ω∩ {
(x, x′) ∈ Q2n : f (x) ⩽ k

}
x

{
(x, x′) ∈ Q2n : f (x) ⩾ k

}
k

Ω Ω− = Ω∩{(x, x′) ∈ Q2n : f (x) < 0} Ω+ = Ω∩{
(x, x′) ∈ Q2n : f (x) ⩾ 0

}
Ω−

{
(x, x′) ∈ Q2n : f (x) ⩾ 0

}
Ω+{

(x, x′) ∈ Q2n : f (x) ⩽ 0
}

k , f (x) Ω x ∈Ω∩{
(x, x′) ∈ Q2n : f (x) ⩽ k

}
, x

{
(x, x′) ∈ Q2n : f (x) > k

}
Ω+ Ω+

若   是   上的一个增函数, 则对   有   仍为   上的增函数. 不失一般性, 对任意给定的常数   ,
集合   中的点   必然在有限次迭代后跳入到   中. 这里的   即为一个

阈值. 因此, 上述增函数的性质在于其一般可以将   分为两个部分, 即   和 

 . 且   中的点在经过有限次迭代后会落入   中, 而   中的点不迭代回

 中. 因此不失一般性, 任给定常数         若    是    上的增函数, 那么对任意的点  

  必有点   在迭代有限次后必然跳入到   中. 上述性质将原 SLC循环的终止

性问题等价地归结为新 SLC循环   上的终止性问题 [18]. 因此, 人们仅需考虑   上的终止性 (或秩函数计算)问题.

Ω Ω = {x ⩾ 0,y′ ⩽ y−1, x′ ⩽ x+ y}
Ω f0 (x,y) = −y k f (x,y) =

f0 (x,y)− k = −y− k Ω k f (x,y) = −y− k = 0 Ω f (x,y) =

0 Ω Ω+ Ω−

下面引用文献 [18]中的例子来具体阐述增函数的应用. 给定一个循环程序   :    .
用 Farkas’ Lemma引理计算出   上的一个增函数   . 根据增函数定义不难看出, 对任意的   , 有 

 均是   上的增函数. 选择合适的   使得超平面   与   相交. 这样, 超平面 

 将   划分为两个部分   和   . 即:Ω+ = {x ⩾ 0, y′ ⩽ y−1, x′ ⩽ x+ y, −y− k ⩾ 0}
Ω− = {x ⩾ 0, y′ ⩽ y−1, x′ ⩽ x+ y, −y− k < 0}

.

Ω+ ⊆Ω Ω+ ⊆Ω显然,    定义了一个新的 SLC 循环. 一般地, 因   , 即: 划分后的程序空间是原始程序空间的子集,

李轶 等: 单分支线性约束循环程序的终止性分析 1309



Ω+ Ω− Ω+

Ω Ω+

Ω Ω Ω Ω+

Ω Ω+

Ω+

f (x)

f Ω k

f − k Ω

Ω+ Ω+ 所得 Ω+

Ω

故更容易找到    上的秩函数. 同时, 由增函数性质可知:     中的点不会迭代回    中. 因此, 通过引入增函数,
文献 [18]将原 SLC循环程序   的终止性问题归结为新 SLC循环   上的终止性问题. 但文献 [18]中仅将一个增

函数加入到   中对其进行划分. 通常,    上的增函数往往是无穷多个, 不同的增函数加入到   中将得到不同   .
因此, 倘若加入的增函数无法成功划分原始空间   , 那么该操作相当于没有起作用. 更重要的是, 当   没有线性

秩函数时, 文献 [18]中并没有考虑   的再次划分问题. 文献 [19]中推广了文献 [18]的工作, 即将文献 [18]中的

1次划分推广到多次划分. 但与文献 [18]相同, 文献 [19]在每次划分中仅仅考虑了用一个增函数   来对当前程

序空间进行划分. 更重要的是, 程序空间上的增函数有无穷多个. 比如, 若   为   上增函数, 则对任意的   , 均有

 仍为   上增函数. 同时, 不同增函数的选取有可能影响到划分后所得空间上是否存在线性秩函数. 因此, 为避

免增函数的选取, 本文拟通过计算程序空间上的增函数法向空间来刻画全体增函数集合, 并利用所刻画的增函数

集合对当前程序空间进行划分, 同时, 本文采用了文献 [19]中 L-Depth概念来对程序空间进行多次划分. 直观上,
这样得到的   比起仅加入一个增函数约束所得到的   要更小, 从而使得有较大可能性找到划分      上的线

性秩函数. 具体地, 在实际计算过程中, 由于增函数空间中的元素往往有无穷多个, 故借助增函数的法向量空间为

凸多面体这一性质, 我们采取将增函数法向量空间生成元对应的函数所形成的不等式约束加入到原始空间中这一

策略来完成对   的划分.

 1.4   Farkas’ Lemma 引理

S定义实数上的下列线性不等式组所确定的集合为   :

c1,1x1+ . . .+ c1,nxn+ c1,n+1 ⩾ 0, c2,1x1+ . . .+ c2,nxn+ c2,n+1 ⩾ 0, . . . , ct,1x1+ . . .+ ct,nxn+ ct,n+1 ⩾ 0,

ci, j x j i, j = 1, . . . ,n ci,n+1 i = 1, . . . ,n Q

S ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ S ⇒ (d1x1+ . . .+dnxn+dn+1 ⩾ 0)

其中,    是对应变量   的系数,    .    是常数项,    . 其取值范围均是有理数域   . 假设上述

不等式组有解 (即   非空), 则有:    成立的充分必要条件是:

∃λ1 ⩾ 0, . . . ,λt ⩾ 0,
(
dn+1 ⩾

∑t

i=1
λici,n+1

)
∧

n
Λ
j=1

(
d j =

∑t

i=1
λici, j

)
.

 1.5   生成表示

文献 [14,21]中的定理表明凸多面体可以用其顶点和射线表示为:

Φ = conv (x1, . . . , xt)+ cone (y1, . . . ,ym) ,

xi ∈ Qn, i = 1, . . . , t y j ∈ Qn, j = 1, . . . ,m z ∈ Φ z z =
∑t

i=1
rixi+

∑m

j=1
u jy j r1, . . . ,

rt,u1, . . . ,um ⩾ 0,
∑t

i=1
ri = 1 r1, . . . ,rt,u1, . . . ,um Q

其中, 顶点   . 射线   . 对任意点   ,    具有生成表示:    ,  

    且   取值范围为   .

 2   主要结果

Ω Ω Φ =
{
aT : aT (x′− x) ⩾ 1,∀ (x, x′) ∈Ω}

给定 SLC循环   , 设   上的增函数法向量空间   , 则:
Ω Φ引理 1.    上的增函数法向量空间   是一个凸多面体.

Ω证明: 不失一般性, 设 SLC程序   的不等式约束为:
c1,1x1+ . . .+ c1,nxn+ c1,n+1x′1+ . . .+ c1,2nx′n+ c1,2n+1 ⩾ 0

c2,1x1+ . . .+ c2,nxn+ c2,n+1x′1+ . . .+ c2,2nx′n+ c2,2n+1 ⩾ 0
...

cm,1 x1+ . . .+ cm,n xn+ cm,n+1x′1+ . . .+ cm,2nx′n+ cm,2n+1 ⩾ 0

.

Ω f (x)=aT x+b aT= (a1,a2, . . . ,an)∈Qn x= (x1, x2, . . . , xn)T ∈Qn b∈Q   上的增函数设为   ,    ,    ,    , 使用 Farkas’ Lemma, 有:

∀x, x′ :Ω⇒ f (x′) ⩾ 1+ f (x) (3)

等价于:  ∃λ1 ⩾ 0, . . . ,λm ⩾ 0

M ≜
(
−1 ⩾

∑m

i=1
λici,2n+1

)
∧

n
Λ
j=1

(
−a j =

∑m

i=1
λici, j

)
∧

n
Λ
j=1

(
a j =

∑m

i=1
λici,n+ j

) (4)
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M aT

Φ =
{
aT : aT (x′− x) ⩾ 1,∀ (x, x′) ∈Ω} M Φ M aT

Φ Φ = conv
(
vT

1 , . . . ,v
T
t

)
+ cone

(
dT

1 , . . . ,d
T
m

) ∀aT ∈ Φ aT =
∑t

i=1
rivT

i +∑m

j=1
u jdT

j ,r1, . . . ,rt,u1, . . . ,um ⩾ 0,
∑t

i=1
ri = 1

因为公式 (4) 中均为线性约束, 所以   的解集是一个凸多面体. 将该凸多面体投影到只含有   的方向上, 即
可得增函数法向量空间   . 既然   是凸多面体, 那么   作为   在   上的投影也

是一个凸多面体 [14], 故   具有生成表示为:    . 因此, 对   , 有 

 .

Ω Φ Ω Φ = conv
(
vT

1 , . . . ,v
T
t

)
+ cone

(
dT

1 ,

. . . ,dT
m

)
k∗ ∈ R

定理 1. 记   为 SLC 循环. 令   为   上的增函数法向量空间, 其具有生成表示 

 . 则对任意固定的常数   , 有:

Λ
aT∈Φ

aT x ⩾ k∗⇔
t
Λ
i=1

vT
i x ⩾ k∗∧

m
Λ
j=1

dT
j x ⩾ 0 (5)

Φ Ω Φ =
{
aT : aT (x′− x) ⩾ 1,∀ (x, x′) ∈Ω}

Φ = conv(
vT

1 , . . . ,v
T
t

)
+ cone

(
dT

1 , . . . ,d
T
m

) ∀aT ∈ Φ aT =
∑t

i=1
rivT

i +
∑m

j=1
u jdT

j ,r1, . . . ,rt,u1, . . . ,um ⩾ 0,
∑t

i=1
ri = 1

证明: 由于   为   上的增函数法向量空间, 故   , 且具有生成表示 

 , 即对   , 有   .

⇒(1) “右端”   “左端”. 由右端得知:
t
Λ
i=1

vT
i x ⩾ k∗∧

m
Λ
j=1

dT
j x ⩾ 0 (6)

Φ ∀aT ∈ Φ根据   的生成表示, 对   , 有:

aT =
∑t

i=1
rivT

i +
∑m

j=1
u jdT

j (7)

r1, . . . ,rt u1, . . . ,um ⩾ 0
∑t

i=1
ri = 1

{
vT

1 , . . . ,v
T
t

}
Φ

{
dT

1 , . . . ,d
T
m

}
Φ (6)

其中,    ,    ,    , 且   是增函数法向量空间   的顶点,    是增函数法向

量空间   的射线. 由公式   得:
t
Λ
i=1

vT
i x ⩾ k∗∧

m
Λ
j=1

dT
j x ⩾ 0⇒

t
Λ
i=1

rivT
i x ⩾ rik∗∧

m
Λ
j=1

u jdT
j x ⩾ 0 (8)

(8)将公式   右端的所有不等式相加得:∑t

i=1
rivT

i x+
∑m

j=1
u jdT

j x ⩾
∑t

i=1
rik∗ (9)∑t

i=1
ri = 1

(∑t

i=1
rivT

i +
∑m

j=1
u jdT

j

)
x ⩾ k∗既然   , 故有:    .

(7)由公式   可得:

aT x ⩾ k∗.

aT ∈ Φ ∀aT =
∑t

i=1
rivT

i +
∑m

j=1
u jdT

j ∈ Φ r1, . . . ,rt u1, . . . ,um ⩾ 0
∑t

i=1
ri = 1既然   是任意选取的, 故对   ,    ,    ,    , 都有:

t
Λ
i=1

vT
i x ⩾ k∗∧

m
Λ
j=1

dT
j x ⩾ 0⇒ aTx ⩾ k∗.

进而有:
t
Λ
i=1

vT
i x ⩾ k∗∧

m
Λ
j=1

dT
j x ⩾ 0⇒ Λ

aT∈Φ
aTx ⩾ k∗.

⇒(2) “左端”   “右端”. 由左端得知:

Λ
aT∈Φ

aTx ⩾ k∗ (10)

Λ
aT∈Φ

aT x ⩾ k∗⇒ dT
j x ⩾ 0 ∀ j = 1, . . . ,m Φ ∀aT ∈ Φ

r1, . . . ,rt u1, . . . ,um ⩾ 0
∑t

i=1
ri = 1

下面先证明:   对   均成立. 既然   是凸多面体, 故对   , 必存在相应的

 ,    ,    使得:

aT =
∑t

i=1
rivT

i +
∑m

j=1
u jdT

j .

进而有:

Λ
aT∈Φ

aTx ⩾ k∗ = Λ
ri⩾0

u j⩾0∑t
i=1ri = 1

[∑t

i=1
rivT

i x+
∑m

j=1
u jdT

j x ⩾ k∗
]

(11)
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Λ
aT∈Φ

aT x ⩾ k∗⇒ dT
j x ⩾ 0 Λ

ri⩾0
u j⩾0∑t

i=1ri = 1

[∑t

i=1
rivi

ix+
∑m

j=1
u jdT

j x ⩾ k∗
]
⇒

m
Λ
j=1

dT
j x ⩾ 0

Λ
a∈Φ

aTx ⩾ k∗⇒ dT
1 x ⩾ 0 j = 2, . . . ,m ri = r∗i , i = 1, . . . , t∑t

i=1
r∗i = 1 u2 = . . . = um = 0 ri = r∗i , i = 1, . . . , t u2 = . . . = um = 0 (11)

因此, 要证明    等价于证明:     . 不失

一般性, 下面仅证明   , 而对   的情况可采用类似方法得证. 首先, 取   ,

且   , 令   . 将   以及   代入   右端, 得到公式 (12):

Λ
u1⩾0

[∑t

i=1
r∗i vT

i x+u1

(
dT

1 x
)
⩾ k∗

]
(12)

(12) (11) Λ
a∈Φ

aTx ⩾ k∗⇏ dT
1 x ⩾ 0

∃x∗ ∈
{
x : Λ

a∈Φ
aT x ⩾ k∗

}
, s.t. dT

1 x∗ < 0 (12)
∑t

i=1
r∗i vT

i x∗ dT
1 x∗ < 0 u1→ +∞

∃N > 0 u1 > N
∑t

i=1
r∗i vT

i x∗+u1dT
1 x∗ < k∗ u1=u∗1 > N ∃(a∗)T=

(∑t

i=1
r∗i vT

i +u∗1d
T
1

)
∈ Φ

易见公式   中的不等式均来自于公式   . 下面采用反证法来证明待证的结论. 假设   .

那么, 必   . 故在公式   中, 因   是一个固定值, 且   , 则当    

时, 必   , 当   时, 有   . 不妨取   , 进而   , 使得:

(a∗)T x∗ < k∗ (13)

a∗T ∈ Φ Λ
aT∈Φ

aT x ⩾ k∗⇒ (a∗)Tx ⩾ k∗又   , 故有:    .

∀x ∈
{

x : Λ
aT∈Φ

aT x ⩾ k∗
}

这表明, 对   , 有:

a∗T x ⩾ k∗ (14)

x∗ ∈
{

x : Λ
aT∈Φ

aT x ⩾ k∗
}

根据假设, 既然   , 那么由公式 (14)可得:

a∗T x∗ ⩾ k∗ (15)

(13) Λ
aT∈Φ

aT x ⩾ k∗⇒ dT
1 x ⩾ 0这显然与公式   矛盾, 故假设不成立. 因此可得:    .

Λ
aT∈Φ

aT x ⩾ k∗⇒ dT
j x ⩾ 0 (∀ j = 1, . . . ,m) ,上述证明方法可类似应用于证明:        故在此省略其证明. 综上所述可证得:

Λ
aT∈Φ

aT x ⩾ k∗⇒ dT
j x ⩾ 0 (∀ j = 1, . . . ,m) (16)

vT
i , i = 1, . . . , t Φ

{
vT

i

} ⊆ Φ Λ
aT∈Φ

aT x ⩾ k∗⇒
t
Λ
i=1

vT
i x ⩾ k∗ (16)又因为    为多面体    的顶点, 故    , 所以有     . 结合公式    可得:

Λ
aT∈Φ

aT x ⩾ k∗⇒
t
Λ
i=1

vT
i x ⩾ k∗∧

m
Λ
j=1

dT
j x ⩾ 0 (17)

k = k∗ Ω aT x− k∗ Λ
aT∈Φ

aT x ⩾ k∗{
x ∈ Qn : aTx ⩾ k∗,aT ∈ Φ}定理 1 表明, 当    被固定时,     上型如    的增函数构成的不等式组    所刻画的解集合

 具有有限个边界, 其为一个凸多面体. 更重要的是, 定理 1表明, 公式 (5)左端的无穷多个

不等式所构成的不等式组可以等价地用其中的有限个不等式来表述, 这为后面部分增函数空间的构造带来便利.
由定理 1可得定理 2.

Φ Ω定理 2. 记号同上. 令   为   上的增函数法向量空间, 则:

Λ
k∈R
Λ

aT∈Φ
aT x ⩾ k ⇐⇒ Λ

k∈R

[
t
Λ
i=1

vT
i x ⩾ k∧

m
Λ
j=1

dT
j x ⩾ 0

]
(18)

vT
i dT

j
Φ其中,    和   分别为增函数法向量空间   的顶点和射线.

Ω Inc Ω f (x) = aT x− k

k k

k = 10 f (x) = aT x−10 ⩾ 0

k k0 (18) f (x) =

aT x− k0 Inck0 Inck0 ⊆ Inc Inck0 Inc

k

定理 2中, 公式 (18)左边即为   上的增函数空间    (由   上的所有增函数   构成的集合). 但由

于公式 (18)左端中不等式组中的   有无穷取值, 为后续计算带来困难. 因此, 在实际计算中, 我们提前将   的值确

定, 比如令   . 从而保证了形如   的所有约束均可以由有限个不等式等价刻画, 为后续计算提

供便利. 一般地, 当   被固定为   时, 公式   右端就具有有限个不等式, 这有限个不等式刻画了由形如 

 的增函数所构成的增函数空间   , 显然,    , 即   是增函数空间   中的部分增函数构成的

集合 (即称为部分增函数空间). 实验表明, 对于现有文献中实例, 提前取定   值的方式能较好地解决问题.
k Ω+

Ω+

Ω =
{
(x, x′) ∈ Q2n : Ax+A′x′ ⩾ a

}
ΩH =

{
(dx,dx′) ∈ Q2n : Adx+A′dx′ ⩾ 0

}
Ω dx =

当   值被固定时, 将公式 (18)右端不等式加入到原 SLC循环的不等式约束中, 得到新的 SLC循环   . 然后,
我们需进一步判定   上是否具有线性秩函数. 为此, 我们将采用文献 [14]中定理 4来解决这一问题. 记 SLC循环

程序    . 记    为    的 recession 方向. 这里,   
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(dx1, . . . ,dxn), dx′ =
(
dx′1, . . . ,dx′n

)
ΩH ΩH ΩH ≜ Adx+A′dx′ ⩾ 0 . 为方便,    也用来表示 recession 方向   对应的约束, 即   .

下面引入文献 [14]中的定理 4, 即本文定理 3.
Ω ΩH Ω定理 3. 给定如上定义的 SLC循环程序   

[14]. 令   为   上的 recession方向, 令:

∆ ≜Ω∧ΩH ∧{x′ = x+dx} = {Ax+A′x′ ⩾ a∧Adx+A′dx′ ⩾ 0∧ x′ = x+dx} ,
∆ Ω则   无解当且仅当   上存在线性秩函数.

∆ Ω定理 3表明在不计算出线性秩函数的情况下, 就可以通过判定一个不等式组   是否有解来确定   上是否存在

线性秩函数.
Ω ∆ Ω Ω

Ω Ω Ω+ .

Ω Φ. Ω

ΦΩ =
{
aT : aT (x′− x) ⩾ 1,∀ (x, x′) ∈Ω}

ΦΩ = conv
(
vT

1 , . . . ,v
T
t

)
+ cone

(
dT

1 , . . . ,d
T
m

)
k = k0 .

t
Λ
i=1

vT
i x ⩾ k0∧

m
Λ
j=1

dT
j x ⩾ 0

t
Λ
i=1

vT
i x ⩾ k0∧

m
Λ
j=1

dT
j x ⩾ 0 Ω Ω

Ω+1 (k = k0)

在本文方法中, 当根据   所构造出的   有解时, 则说明   上不存在线性秩函数. 因此, 为判定   上是否可终止,
我们将计算   上的部分增函数空间, 并利用部分增函数空间对应的不等式约束去对   进行划分得到       根据前

述分析, 要计算部分增函数空间, 就需要首先计算   的增函数法向空间    为方便, 记   上增函数法向量空间为

 , 其生成表示为:    . 根据定理 2, 在公式 (18)

的右端中, 我们令       由定理 2易知, 此刻, 公式 (18)右端的不等式约束:    的系数向量定

义了部分的增函数空间. 接下来, 将不等式约束   加入到   中, 那么   被部分增函数空间所确

定的约束划分后即得到新的 SLC循环程序, 记为   :

Ω+1 (k = k0) ≜
{

Ax+A′x′ ⩾ a∧
t
Λ
i=1

vT
i x ⩾ k0∧

m
Λ
j=1

dT
j x ⩾ 0

}
.

3 Ω+1同理, 根据定理   , 在   上构造:
∆Ω+1 (k = k0) ≜Ω+1 ∧

(
Ω+1

)
H ∧{x′ = x+dx}

=

{
Ax+A′x′ ⩾ a∧

t
Λ
i=1

vT
i x ⩾ k0∧

m
Λ
j=1

dT
j x ⩾ 0∧Adx+A′dx′ ⩾ 0∧

t
Λ
i=1

vT
i dx ⩾ 0∧

m
Λ
j=1

dT
j dx ⩾ 0∧ x′ = x+dx

}
. (19)

3 ∆Ω+1 (k = k0) Ω+1 (k = k0)由定理   知   无解当且仅当循环程序空间   存在线性秩函数.

 3   算法与实验

while (x− z ⩾ 0) x′ ⩽ x+ y; y′ ⩽ y− z;
z′ ⩾ z+1 Ω ≜ {x− z ⩾ 0, x′ ⩽ x+ y, y′ ⩽ y− z, z′ ⩾ z+1}

下面通过文献 [19]中的一个例子来说明算法流程. 给出一个 SLC循环程序:  
 . 故有:    .

Ω Q ≜Ω∧{x′ = x,y′ = y,z′ = z} maple LinearSolve

Q Ω

第 1步: 验证   上是否存在不动点. 定义:    . 调用   命令中的   计算

可知   无解, 表示   上不存在不动点.
Ω ∆Ω ∆Ω = Ω∧ΩH ∧{x′ = x+dx,y′ = y+dy,z′ = z+dz} LinearSolve

∆Ω 3 Ω Ω

Ω k = k0 = 10 depth = 3

k0, depth k k

k k

k

k0,depth

k0, depth

第 2 步: 根据定理 3, 构造   上的   :    . 经过   计算,
 有解, 根据定理   可知   上不存在线性秩函数, 故需要继续计算   上的部分增函数空间, 并利用部分增函数空

间所确定的不等式约束对   划分. 此时, 为便于计算, 我们取划分常数   , 并设置最大划分深度   .
此处的   的取值是随机的. 一般地, 为便于计算,    的取值可以是取值于有理数, 整数, 但无法事先确定   取

值的上界. 但本文的实验结果表明,    越大, 划分所得子空间就越小, 其上存在线性秩函数的可能性就越大. 因此,  
是可调参数. 在本文实验中, 我们将   的值固定为 10. 另外, 本文的方法是一个不断利用增函数集合对当前空间进

行划分的过程. 该过程仅当划分所得的新空间上存在线性秩函数则停止. 但目前还无法事先得知划分多少次能找

到线性秩函数. 因此, 为保证本文算法能停机, 需要事先固定划分的次数 (即划分深度 depth) 的上界 (即最大划分

深度) MaxDepth 的值. 本文实验中, 我们将 MaxDepth 的值设置为 3. 当给定的 SLC循环在当前的   的取值

下无法判断其是否终止时, 可适当增大   的取值.
Ω ΦΩ =

{
aT = (a1,a2,a3) ∈ Q3 : aT (x′− x) ⩾ 1,∀ (x, x′) ∈Ω}

Ω

ΦΩ =
{
aT = (a1,a2,a3) ∈ Q3 : a1 = 0,a2 = 0,a3 ⩾ 1

}第 3 步 :  构造    上的增函数法向量空间 :       .  对      使用

Farkas’ Lemma可以得到:    .
PPL ΦΩ ΦΩ = conv {(0,0,1)}+ cone {(0,0,1)}第 4步: 用   

[29]计算   的生成表示:    .
ΦΩ {z ⩾ k,z ⩾ 0} Ω第 5步: 根据定理 2, 用   构造出   并加入到   中, 得到新的 SLC循环:
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Ω+1 (k = 10) = Ω∧{z ⩾ k,z ⩾ 0} = {x− z ⩾ 0, x′ ⩽ x+ y,y′ ⩽ y− z,z′ ⩾ z+1,z ⩾ k,z ⩾ 0} .

Ω+1 (k = 10)第 6步: 利用定理 3判断   上是否存在线性秩函数, 故根据公式 (19)构造:
ΦΩ+1 (k = 10) = {x− z ⩾ 0, x′ ⩽ x+ y,y′ ⩽ y− z,z′ ⩾ z+1,z ⩾ k,z ⩾ 0}
        ∧{dx−dz ⩾ 0,dx′ ⩽ dx+dy,dy′ ⩽ dy−dz,dz′ ⩾ dz,dz ⩾ 0}∧ {x′ = x+dx,y′ = y+dy,z′ = z+dz} .

∆Ω+1 (k = 10) k = 10 LinearSolve ∆Ω+1 (k = 10)

3 Ω+1 (k = 10) Ω+1 (k = 10)

Ω+1 (k = 10)

第 7 步: 验证   是否有解. 代入   , 使用   计算得知,    的确有解. 因此, 根据

定理   可知   上不存在线性秩函数. 因而需继续计算   上的部分增函数空间, 并用该增函数空间

所确定的不等式约束对   划分, 再判断计算划分后循环程序空间上是否存在线性秩函数. 重复第 3–7步的计算.
Ω+1 (k = 10) ΦΩ+1 (k=10) =

{
aT = (a1,a2,a3)∈ Q3 : a1 = 0,a2 ⩽ 0,a3 ⩾ 0,

a2 ⩽
1

10
a3−

1
10

}首先, 第 3 步计算出   上的增函数法向量空间:  

 .

ΦΩ+1 (k=10) = conv
{(

0,− 1
10
,0

)
, (0,0,1)

}
+ cone {(0,−1,0) , (0,0,1)}第 4步计算其生成表示:    .

第 5步根据定理 2构造:

Ω+2 (k = 10) = Ω+1 (k = 10)∧
{
− 1

10
y ⩾ k,z ⩾ k,−y ⩾ 0,z ⩾ 0

}
=

{
x− z ⩾ 0, x′ ⩽ x+ y,y′ ⩽ y− z,z′ ⩾ z+1,z ⩾ k,z ⩾ 0,− 1

10
y ⩾ k,−y ⩾ 0

}
.

第 6步构造:
∆Ω+2 (k = 10) ≜Ω+2 (k = 10)∧ (

Ω+2 (k = 10)
)

H ∧{x′ = x+dx,y′ = y+dy,z′ = z+dz}

=

{
x− z ⩾ 0, x′ ⩽ x+ y,y′ ⩽ y− z,z′ ⩾ z+1,z ⩾ k,z ⩾ 0,− 1

10
y ⩾ k,−y ⩾ 0

}
∧{dx−dz ⩾ 0,dx′ ⩽ dx+dy,dy′ ⩽ dy−dz,dz′

⩾ dz,dz ⩾ 0,− 1
10

y ⩾ 0,−dy ⩾ 0}∧ {x′ = x+dx,y′ = y+dy,z′ = z+dz} .

∆Ω+2 (k = 10) k = 10 3 Ω+2 (k = 10)

Ω

然后判断   是否有解. 代入   计算发现该不等式组无解. 因此, 根据定理   可知,    上

存在线性秩函数, 故循环程序   是终止的. 计算结束.
算法 1给出基于上述理论的 SLC循环程序终止性分析的具体算法 TASLC (termination analysis of single-path

linear constraint loops).

算法 1. TASLC.

Ax+A′x′ ⩾ a x : ko : MaxDepth输入:    : 循环程序的约束;    循环程序中的变量;    划分常数;    : 最大划分深度;
输出: T (True, 存在), F (False, 不存在), U (Undefined, 未知).

Ax+A′x′ ⩾ a, x,ko,MaxDepth)1. function TASLC( 
Ax+A′x′ ⩾ a2. 　if    上存在不动点 then

3. 　　return F;
4.　 end if

∆ = Ax+A′x′ ⩾ a∧Adx+A′dx′ ⩾ 0∧ x′ = x+dx5.　    ;
∆6. 　if    无解 then

7. 　　return T;
8. 　end if

Ω = {Ax+A′x′ ⩾ a} and k = ko and depth = 1;9.　  
depth ⩽ MaxDepth10.　 while     do

φΩ =
{
aT : aT (x′− x) ⩾ 1

}← Lemma(Ω, x)11.　　    Farkas’    ;

φΩ =
{
vT

1 , . . . ,v
T
t

}
+ {dT

1 , . . . ,d
T
m} ← PPL (φΩ)12. 　　   ;
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Ω+1 = Ω∧
t∧

i=1
vT

i x ⩾ k∧
m∧

j=1
dT

j x ⩾ 013.　　    ;

∆ (k) = Ω+1 ∧Adx+A′dx′ ⩾ 0∧
t∧

i=1
vT

i x ⩾ 0∧
m∧

j=1
dT

j x ⩾ 0∧ x′ = x+dx14.　　    ;

∆ (k)15.　　 if    无解 then
16. 　　　return T;
17. 　　end if

Ω = Ω+1 and depth = depth+1;18.　　  
19. 　end while
20.　 return U;
21. end function

PPL maple RegularChains LinearSolve

实验是在一台 7.85 GB 可用内存、处理器实际频率为 1.99 GHz、操作系统是 VM VirtualBox 上安装的

Ubuntu 18的计算机上进行的, 主要用到   和   工具包   中的   .

k0 = 10 MaxDepth = 3 depth
T depth = 0 Ω depth = 1 Ω

Ω+1 depth = 4 MaxDepth

U F

x > y x ⩾ y+1

T F U T

对表 1 中的循环程序进行实验. 循环程序 1–4 来自文献 [18], 循环程序 5–41 来自文献 [21], 循环程序 42–43
来自文献 [19]. 当   ,    . 实验结果如表 1 所示. 表 1 中   为计算出结果时的划分深度. 当返

回   时,    表明原循环程序   上存在线性秩函数;    表明对原循环程序   进行了一次划分, 划分后

的程序空间   中存在线性秩函数, 以此类推.    表明当前循环程序划分次数超过了最大划分深度   ,
返回   , 此时认为本算法无法判定该循环的终止性. 返回   时, 表明该循环程序上存在不动点, 故不终止. 表 1 中

的 44个循环, 1–4以及 17–43是终止的, 5–16是非终止的. 对于严格不等式如   , 实验中会将其转换为 

的非严格不等式形式 (原文献中, 出现在严格不等式中的程序变量都是整数变量), 再对后者调用本文算法进行处

理. TASLC 算法计算出的结果中, 循环 1–4 返回   , 循环 5–16 结果均为   或   , 循环 16–43 均返回   . 以第 5–16
个循环为例, 这 12个循环中有的返回 F, 有的返回 U. 根据我们的算法, 返回 F, 表明该循环是不可终止的. 因此, F
是在算法第 3步返回; 若返回 U, 表明当达到最大划分深度 (最大划分次数 3)时, 当前的程序空间上仍不存在线性

秩函数. 此时, 我们的算法将不再往下进行, 因而原始程序到底是否终止无法确定, 故返回 U. 在我们的算法中, U
是在算法的第 20步返回.

表 1    循环实例
 

编号 loop depth Termination
1 while (x ⩾ 0,y ⩽ −1) y′ ⩽ y−1; x′ ⩽ x+ y;  0 T

2 while (x ⩾ 0) x′ ⩽ x+ y; y′ ⩽ −y−1;  1 T

3 while (x ⩾ −1) y′ ⩽ y−1; x′ ⩽ x+ y;  1 T

4 while (x ⩾ 1) x′ = y; y′ = y−1;  1 T
5 while (x ⩾ 0) x′ = −2x+10;  0 F
6 while (x > 0) x′ = x+ y; y′ = y+ z;  0 F

7 while (x < 0) x′ = x+ y; y′ = y−1;  4 U

8 while (x > 0) x′ = x+ y; y′ = −2y;  0 F

9 while (x < y) x′ = x+ y; y′ = −2y;  0 F

10 while (x < y) x′ = x+ y; 2y′ = y;  0 F

11 while (4x−5y > 0) x′ = 2x+4y; y′ = 4x;  4 U

12 while (x < 5) x′ = x− y; y′ = x+ y;  0 F

13 while (x > 0,y > 0) x′ = −2x+10y;  0 F

14 while (x > 0) x′ = x+ y;  0 F

15 while (x < 10) x′ = −y; y′ = y+1;  4 U
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U k0

MaxDepth U

当算法返回   时, 可能是因为循环本身并不终止导致的, 也可能因为当前设置的划分常数   、最大划分深度

 不够大导致没有计算出正确的结果. 但从实验结果来看, 当返回结果为   时, 循环程序均是非终止的.
上述 43个循环程序的实验结果与文献 [18,19,21]计算出的实验结果是一致的. 与文献 [18,19]不同, 由于本文的方

法仅涉及线性约束求解, 其时间复杂度相比于文献 [18,19]中的非线性约束求解较低.
T

k

表 2 针对返回为   的循环程序, 用不同论文中的方法进行了测试. 可以看到, 文献 [19] 方法由于采用非线性

约束求解, 其终止性判定时间开销超过了 6 608 s. 文献 [21]与本文方法均采用线性约束求解, 时间消耗较低, 但由

于本文方法不需要计算具体秩函数, 时间消耗更低. 另外, 对   设不同值时, 所得到的结果也是不一样的, 如表 3.
表 3 中, 当 k = –10 时, 有 25 个循环判定结果为 T, 8 个判定为 F, 11 个判定为 U. 与 k = 10 比较后可以看出,

直观地, 当 k 取较大值时, 表明利用部分增函数空间在原循环程序空间上划分得到的子集越小, 因而越容易找到子

集上的线性秩函数.
除此之外, 由于本文主要研究单分支线性循环的终止性, 故我们抽取了 SVCOMP中的 84个循环程序, 并将本

文方法与工具 iRankFinder[30]针对这些程序做了对比. iRankFinder是目前进行这类循环程序终止性分析颇为高效

的工具. 实验结果如表 4, 其中的记号 T (终止), F (不可终止), U (不确定)含义同上. 

表 1    循环实例 (续)
 

编号 loop depth Termination
16 while (x < 0) x′ = x+ z; y′ = y+1; z′ = −2y;  4 U
17 while (x > 0, x < 100) x′ ⩾ 2x+10;  0 T
18 while (x > 1) −2x′ = x;  0 T
19 while (x > 1) 2x′ ⩽ x;  0 T
20 while (x > 0) 2x′ ⩽ x;  0 T
21 while (x > 0) x′ = x+ y; y′ = y−1;  1 T

22 while (x > 0, x < y) x′ = 2x; y′ = y+1;  1 T

23 while (x > 0) x′ = x−2y; y′ = y+1;  1 T

24 while (x > 0, x < n) x′ = −x+ y−5; y′ = 2y; n′ = n;  0 T

25 while (x > 0,y < 0) x′ = x+ y; y′ = y−1;  0 T

26 while (x− y > 0) x′ = −x+ y; y′ = y+1;  1 T

27 while (x > 0) x′ = y; y′ = y−1;  1 T

28 while (x > 0) x′ = x+ y−5; y′ = −2y;  1 T

29 while (x+ y > 0) x′ = x−1; y′ = −2y;  1 T

30 while (x > y) x′ = x− y; 1 ≤ y′ ≤ 2;  0 T

31 while (x > 0) x′ = x+ y; y′ = −y−1;  1 T

32 while (x > 0) x′ = y; y′ ⩽ −y;  1 T

33 while (x < y) x′ = x+1; y′ = z; z′ = z;  1 T

34 while (x > 0) x′ = x+ y; y′ = y+ z; z′ = z−1;  2 T

35 while (x+ y ⩾ 0, x ⩽ z) x′ = 2x+ y; y′ = y+1; z′ = z;  1 T

36 while (x > 0, x ⩽ z) x′ = 2x+ y; y′ = y+1; z′ = z;  1 T

37 while (x ⩾ 0) x′ = x+ y; y′ = z; z′ = −z−1;  2 T

38 while (x− y > 0) x′ = −x+ y; y′ = z; z′ = z+1;  1 T

39 while (x > 0, x < y) x′ > 2x; y′ = z; z′ = z;  1 T

40 while (x ⩾ 0, x+ y ⩾ 0) x′ = x+ y+ z; y′ = −z−1; z′ = z;  0 T

41 while (x+ y ⩾ 0, x ⩽ n) x′ = 2x+ y; y′ = z; z′ = z+1; n′ = n;
  2 T

42 while (x ⩾ 0) x′ ⩽ x+ y; y′ ⩽ y−1;  1 T

43 while (x− z ⩾ 0) x′ ⩽ x+ y; y′ ⩽ y− z; z′ ⩾ z+1;  2 T
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表 2    时间对比 (s) 
编号 loop 文献[19]方法 文献[21]方法 Ours
1 while (x ⩾ 0,y ⩽ −1) y′ ⩽ y−1; x′ ⩽ x+ y;  8.014 0.031 0.033

2 while (x ⩾ 0) x′ ⩽ x+ y; y′ ⩽ −y−1;  19.362 0.14 0.032

3 while (x ⩾ −1) y′ ⩽ y−1; x′ ⩽ x+ y;  13.895 0.031 0.023

4 while (x ⩾ 1) x′ = y; y′ = y−1;  12.261 0.046 0.025
17 while (x > 0, x < 100) x′ ⩾ 2x+10;  0.512 0.046 0.001
18 while (x > 1)−2x′ = x;  0.358 0.031 0.008
19 while (x > 1) 2x′ ⩽ x;  0.702 0.031 0.008
20 while (x > 0) 2x′ ⩽ x;  0.312 0.14 0.008
21 while (x > 0) x′ = x+ y; y′ = y−1;  12.542 0.031 0.025

22 while (x > 0, x < y) x′ = 2x; y′ = y+1;  ≥600 0.046 0.029
23 while (x > 0) x′ = x−2y; y′ = y+1;  31.231 0.109 0.026

24 while (x > 0, x < n) x′ = −x+ y−5; y′ = 2y; n′ = n;  ≥600 0.062 0.063
25 while (x > 0,y < 0) x′ = x+ y; y′ = y−1;  1.357 0.125 0.015

26 while (x− y > 0) x′ = −x+ y; y′ = y+1;  162.631 0.062 0.037

27 while (x > 0) x′ = y; y′ = y−1;  55.271 0.031 0.025

28 while (x > 0) x′ = x+ y−5; y′ = −2y;  237.667 0.109 0.029

29 while (x+ y > 0) x′ = x−1; y′ = −2y;  156.718 0.046 0.027

30 while (x > y) x′ = x− y; 1 ⩽ y′ ⩽ 2;  170.290 0.046 0.016

31 while (x > 0) x′ = x+ y; y′ = −y−1;  233.783 0.109 0.034

32 while (x > 0) x′ = y; y′ ⩽ −y;  580.292 0.046 0.074

33 while (x < y) x′ = x+1; y′ = z; z′ = z;  415.274 0.046 0.035

34 while (x > 0) x′ = x+ y; y′ = y+ z; z′ = z−1;  142.116 0.062 0.057

35 while (x+ y ⩾ 0, x ⩽ z) x′ = 2x+ y; y′ = y+1; z′ = z;  184.352 0.046 0.033

36 while (x > 0, x ⩽ z) x′ = 2x+ y; y′ = y+1; z′ = z;  174.326 0.062 0.048

37 while (x ⩾ 0) x′ = x+ y; y′ = z; z′ = −z−1;  124.301 0.093 0.070

38 while (x− y > 0) x′ = −x+ y; y′ = z; z′ = z+1;  ≥600 0.046 0.035

39 while (x > 0, x < y) x′ > 2x; y′ = z; z′ = z;  ≥600 0.046 0.041
40 while (x ⩾ 0, x+ y ⩾ 0) x′ = x+ y+ z; y′ = −z−1; z′ = z;  240.257 0.031 0.065

41 while (x+ y ⩾ 0, x ⩽ n) x′ = 2x+ y; y′ = z; z′ = z+1; n′ = n;  ≥600 0.062 0.079
42 while (x ⩾ 0) x′ ⩽ x+ y; y′ ⩽ y−1;  31.028 0.046 0.017

43 while (x− z ⩾ 0) x′ ⩽ x+ y; y′ ⩽ y− z; z′ ⩾ z+1;  ≥600 0.062 0.045

Sum ≥6608 1.92 1.063
 

表 4 中记录了针对 84 个循环, TASLC 方法与 iRankFinder 对同一个循环的判定结果. 比如在表 4 第 2 列中,
对 84个循环中的其中 6个循环, TASLC判断它们是不终止的, 而 iRankFinder无法确定它们是否不终止; 第 5列,
对其中 23个循环, 工具 iRankFinder能判定它们都是不终止的, 而 TASLC无法判定其是否不终止; 但第 3列表明,
对其中 3个循环, TASLC能判定它们都是终止的, 但 iRankFinder无法判定其是否是终止的. 综上所述, 针对不可

表 3    不同 k 值的实验
 

返回结果 −10 0 10
T
F
U

25
8
11

25
8
11

31
8
5

表 4    TASLC与 iRankFinder的比较
 

TASLC F T U U F F T T U
iRankFinder U U U F F T F T T
循环个数 6 3 11 23 20 0 0 21 0
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终止循环的判定上, 由于 iRankFinder采用不变集探测技术, 故 iRankFinder表现得更优异; 但在可终止循环的判定

上, TASLC 则稍占优势. 上述 84 个循环被记录在如下网站: https://github.com/MinghaiQingtong/PPL_Project/
blob/master/Experiments/NestTASLCCom.md.

 4   相关工作

Ω Ω

Ω f1 f1 Ω Ω1 Ω1

Ω1

Ω Ω1

∀ (x, x′′)∃

单分支线性约束循环程序的终止性问题在国内外已被广泛研究 [11−21]. 早期研究集中于这类循环的全局线性秩

函数合成 [11−13]. 之后字典序秩函数的概念被提出用以证明这类循环的终止性 [15−17]. 2013年, 基于增函数划分的思

想, 文献 [18]提出了 eventual秩函数的概念. 具体地, 给定一个线性程序, 其程序空间记为   . 若   上没有线性秩

函数, 则文献 [18] 的方法计算   上的其中一个增函数   , 并用   来划分   得到   . 若   上有线性秩函数, 则表

明原始程序是可终止; 但当   上没有线性秩函数, 文献 [18] 则没有进一步处理. 但重要的是, 增函数的性质——
将原空间   上的终止性问题等级地归结为   上的终止性问题, 为终止性分析提供了新的思路. 由于文献 [18] 仅
利用增函数进行了一次划分, 故文献 [19]拓展了文献 [18]中的工作, 将利用增函数进行一次划分推广到进行多次

划分. 最近, 多阶段秩函数的定义在文献 [20]中被提出. 文献 [21]进一步证明在线性约束循环的终止性分析方面,
多阶段秩函数与字典序秩函数具有同等能力. 由于多阶段秩函数的定义中涉及诸如   i 的混合量词消去问

题使得并不便于计算, 故文献 [21]在证明了多阶段秩函数与嵌套秩函数的等价性基础上, 将多阶段秩函数的计算

归结为嵌套秩函数的计算. 因此, 文献 [21]实验表格中所得到的秩函数均为 nested秩函数. 由于文献 [11−18,20,21]
考虑的是线性约束循环程序的线性 (全局, 字典序, eventual, nested)秩函数的计算问题, 故 Farkas’ Lemma能够被

应用于上述各类线性秩函数的计算. 但与上述基于 Farkas’ Lemma的方法不同, 针对线性约束循环程序, 文献 [14]
构造了相应的线性约束系统, 并证明了给定的线性循环程序存在线性秩函数当且仅当其对应的线性约束系统无

解. 该结果的建立可以让我们无需真正计算出线性秩函数就能判断给定的线性循环是否具有线性秩函数. 文献 [14]
中方法的特点在于: 当循环程序中的约束增多时, 所构造的线性约束系统中的变量个数仍保持不变, 而传统基于

Farkas’ Lemma的方法此刻将会随着约束的增多而引入更多的变量, 增加计算开销.

Ω j−1 f cone
j Ω j−1

本文中, 我们将文献 [14]中提出的线性秩函数存在性判定方法与文献 [19]中增函数的“多次划分”的思路相结

合, 提出了用于单分支线性约束循环终止分析的方法. 但, 不同于文献 [19]中的方法, 本文方法中, 每次都计算当前

空间   的一个部分增函数空间   来对   进行划分 (而文献 [19]中每次仅计算一个增函数), 这样划分所得的

新空间比仅仅用一个增函数划得的新空间更小, 提高了新空间上线性秩函数存在的可能性. 更重要的是, 程序空间上

的增函数有无穷多个, 而不同增函数的选取有可能影响到划分后所得空间上是否存在线性秩函数. 因此, 本文方法利

用部分增函数空间对当前程序空间进行划分, 一定程度上避免了最优的一个增函数的选取. 本文方法也与文献 [21]
中 nested秩函数 (或多阶段秩函数方法)方法不同. 本文的方法是一种渐进式的方法, 即: 不断利用所计算的增函数

集合 (部分增函数空间)将原始程序空间划分得更小, 从而有利于在更小的空间上找到可能的线性秩函数. 若更小的

空间没有线性秩函数, 则又计算新空间上的增函数集合, 并用该增函数集合去划分新空间. 显然, 倘若在更小的空间

上没有找到线性秩函数, 那么这个划分的过程是可以一直往下进行的, 直到达到本文设置的划分上界 MaxDepth 为

止. 一般地, 程序空间上的线性增函数有无穷多个 (即增函数集合中的元素个数为无穷), 不同的线性增函数划分所得

的新空间的形状会有所不同. 线性增函数的“无穷性”将导致无法通过计算机来判定一个包含无穷多个线性约束的系

统是否无解. 为避免“无穷性”给计算带来的不便, 本文证明了增函数空间具有凸多面体结构, 因而利用其生成表示,
可以将无穷增函数问题归结为有限增函数问题, 将“无穷”变为“有穷”, 为后续计算提供便利, 这也是本文方法区别于

其他方法的一个特点. 此外, 在判定当前空间上有无线性秩函数时, 我们并没有直接计算出一个秩函数, 而是调用了

文献 [14]中的方法, 即: 通过判定某个线性约束系统无解来判定线性秩函数的存在.

 5   总　结

Ω本文对文献 [18,19]中的增函数方法进行了推广, 在 SLC循环程序空间   上利用部分增函数空间对其进行多
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次划分, 并对划分后的新程序空间进行线性秩函数存在性 (而非实际计算)验证, 据此设计了新的算法 TASLC来

分析 SLC循环的终止性问题. 此外, 文献 [19]的方法涉及非线性约束求解因而效率不高. 本文方法所涉及的约束

均是线性不等式约束, 可利用线性规划算法在较快时间内给出解答, 因而较文献 [19]中方法, 本文方法效率更高.
此外, 与文献 [21] 求出具体秩函数这一思路不同, 本文方法基于增函数的概念, 将原程序空间上的终止性判定问

题等价归结为更小的程序子空间上的终止性判定问题, 仅需判定子空间上的线性秩函数存在性问题, 无需求出具

体的线性秩函数. 我们使用新算法对文献 [18,19,21] 中的循环程序进行了测试. 实验结果与这 3 篇文献中的实验

结果完全相同, 证明本算法是可行有效的.

MaxDepth

但本算法同时也存在一定局限性. 对一个本身并不终止的循环程序, 无论使用增函数空间对该循环程序空间

划分多少次, 其所得子空间上仍然是非终止的 (永远不存在线性秩函数), 这将造成上述划分过程无法停止. 为了尽

量避免本算法对程序空间进行无限次划分, 一方面, 我们在算法初期就利用不动点来判定循环程序是否不可终止

(但基于不动点的不可终止性探测是不完备的); 另一方面, 我们设定了最大划分深度   来保证整个划分算

法的终止性. 此外, 本文方法依赖于多面体生成元的计算, 而这一计算在最糟糕情形下是指数复杂度的. 因此, 程序

变量太多将增加本文算法的时间开销. 在未来工作中, 我们将一方面引入不变集的概念来加强原算法对此类循环

不可终止性的探测; 另一方面, 寻找更高效的凸多面体生成元计算方法来进一步提高本文算法的效率.
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