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摘  要: 随机优化方法已经成为处理大规模正则化和深度学习优化问题的首选方法,其收敛速率的获得通常都建

立在目标函数梯度无偏估计的基础上,但对机器学习问题来说,很多现象都导致了梯度有偏情况的出现.与梯度无偏

情形不同的是,著名的 Nesterov 加速算法 NAG(Nesterov accelerated gradient)会逐步累积每次迭代中的梯度偏差,从

而导致不能获得最优的收敛速率甚至收敛性都无法保证.近期的研究结果表明,NAG方法也是求解非光滑问题投影

次梯度关于个体收敛的加速算法,但次梯度有偏对其影响的研究未见报道.针对非光滑优化问题,证明了在次梯度偏

差有界的情况下,NAG 能够获得稳定的个体收敛界,而当次梯度偏差按照一定速率衰减时,NAG 仍然可获得最优的

个体收敛速率.作为应用,得到了一种无需精确计算投影的投影次梯度方法,可以在保持收敛性的同时较快地达到稳

定学习的精度.实验验证了理论分析的正确性及非精确方法的性能. 
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Abstract:  Stochastic method has become the first choice for dealing with large-scale regularization and deep learning optimization 

problems. The acquisition of its convergence rate heavily depends on the unbiased gradient of objective functions. However, for machine 

learning problems, many scenarios can result in the appearance of biased gradient. In contrast to the unbiased gradient cases, the 

well-known Nesterov accelerated gradient (NAG) accumulates the error caused by the bias with the iteration. As a result, the optimal 

convergence will no longer hold and even the convergence cannot be guaranteed. Recent research shows that NAG is also an accelerated 

algorithm for the individual convergence of projection sub-gradient methods in non-smooth cases. However, until now, there is no report 

about the affect when the subgradient becomes biased. In this study, for non-smooth optimization problems, it is proved that NAG can 

obtain a stable individual convergence bound when the subgradient bias is bounded, and the optimal individual convergence can still be 

achieved while the subgradient errors decrease at an appropriate. As an application, an inexact projection subgradient method is obtained 

in which the projection needs not calculate accurately. The derived algorithm can approach the stable learning accuracy more quick while 

keeping the convergence. The experiments verify the correctness of theoretical analysis and the performance of inexact methods. 
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顾名思义,随机优化方法是经典梯度优化方法的随机形式,其每一步迭代仅需使用目标函数梯度的无偏估

计,主要用于求解目标函数是期望形式的优化问题[1].对于机器学习问题,当样本点独立同分布时,单个样本所对

应的目标函数梯度正好是整个目标函数梯度的无偏估计[2],随机优化算法从而避免了每一步迭代都遍历样本

集计算梯度的问题.同时,大规模样本集合往往存在着冗余现象,因此只要针对部分样本运行随机优化方法后,

就能达到稳定的学习精度[1].正是由于随机优化方法具有这些特点,很多经典的梯度优化方法被推广成随机形

式并取得了最优的收敛速率[3,4],但它们都是限制在梯度估计是无偏的这一条件下[5]. 

在机器学习优化问题的求解中,梯度估计有偏现象是经常出现的.首先,样本集是否独立来源于未知分布,

并不知晓,很难保证随机优化算法抽取样本所对应的目标函数的梯度正好是整个目标函数梯度的无偏估计[6].

其次,机器学习广泛使用的 Proximal 优化方法的每一步迭代都涉及到优化子问题的求解,一些类型的子问题只

能近似求解,这种求解方式可以归结到梯度估计有偏情形下的精确求解[7].第三,对于光滑优化问题,目标函数的

Lipschitz 常数通常决定了算法的步长,这个常数估计中的误差问题也可以归结为一种梯度有偏估计问题[8]. 

NAG(Nesterov accelerated gradient)是求解光滑问题占统治地位的一种优化方法,将梯度下降算法的收敛

速率从 O(1/t)加速至最优的 O(1/t2)[9],其中,t 为迭代次数.它填补了 Nemirovski 与 Yudin 所证明的“任何一阶优化

方法都不可能取得比 O(1/t2)更快的收敛速率”的空白[10].但当梯度估计有偏时,Devolder 和 Nesterov 等人分析指

出,随机 NAG 方法每次迭代中梯度有偏导致的偏差项可能会随着迭代次数的继续呈线性增长[11],从而导致不

能获得应有的收敛速率甚至收敛性都无法保证.相比之下,随机梯度下降法每次迭代产生的偏差就不会累积,最

终偏差项仍为一个常数.这意味着加速算法在给我们带来收敛速率数量级式加速的同时,其对梯度计算的要求

也相当苛刻,而这一问题却被很多应用人员所忽视.实际上 ,只有在梯度的偏差满足一定衰减速率的条件下, 

NAG 方法才能保持原有的收敛速率[9].梯度估计有偏对其他类型的加速算法也导致了同样的问题,也引起了广

大学者们的关注[2,7,12],如 2018 年 Julian 等人对一阶 Primal-dual 优化方法即进行了研究[13]. 

对于非光滑优化问题,投影次梯度方法关于平均输出可以达到最优的收敛速率( (1 )O t ),但个体形式输出

仅能获得 (log )O t t 的收敛速率[14].通过选取合适的步长策略,NAG可以将投影次梯度方法的个体收敛速率加

速至最优的 [15](1 ) .O t 与平均输出方式的解相比,NAG 的个体解在求解稀疏学习问题应用中可以获得更好的 

稀疏性.由此产生一个不能回避的问题,即非光滑问题的个体收敛加速算法 NAG 是否也受到次梯度估计偏差带

来的影响?此时如何确保其最优收敛速率? 

本文主要研究梯度有偏情形下,求解非光滑优化问题个体收敛加速算法随机 NAG 的收敛性问题,主要贡献

如下. 

(1) 获得了非光滑问题个体收敛加速算法 NAG 基于梯度偏差的个体收敛界.由于非光滑函数与光滑函数

的性质不同,导致光滑 NAG 收敛界的证明思路[7]在这里并不适用.我们的思路是将次梯度偏差项引入到非光滑

情形 NAG 个体收敛性的证明中[15],通过选取合适的步长,并对次梯度偏差导致的项作适当的处理.其次,在实际

应用中,梯度偏差是否满足相应的衰减性质很难验证.然而,在非光滑情形下,NAG[15]由于采用变步长策略,获得

的收敛速率比光滑情形要慢,但受偏差项的影响要弱一些,仅需次梯度偏差有界就可获取收敛界,这是在光滑有

偏情形下 NAG[7]无法取得的结论. 

(2) 得到了一种无需精确计算投影的投影次梯度方法,可以在保持收敛性的同时较快地达到稳定的学习精

度.投影计算是投影次梯度方法难以克服的计算瓶颈,在实际运行中会导致循环嵌套循环的问题.为了解决这一

问题,一些文献采用了不使用投影或者仅在最后一步迭代中使用投影而中间过程不进行投影运算的思路[16,17].

显然,投影次梯度的每一步迭代等价于解析求解一个优化子问题,因此使用不精确的投影运算可以视为次梯度

有偏的问题,本文的理论分析确保这种不精确投影次梯度方法的收敛界,通过减少嵌套循环次数较快地达到了

稳定学习的精度. 

(3) 实验验证了理论分析的正确性及非精确方法的性能.在人工数据集上通过选取不同的偏差衰减参数验

证了理论分析的正确性;在标准数据集上通过与精确投影方法相比,验证了非精确投影方法能够快速达到稳定

的学习精度. 
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1   NAG 方法与梯度有偏问题 

以二分类为例,假设训练样本集 { ( , ) 1,2,..., } { 1, 1}n
i i iS y i m R      ξ x 满足独立同分布.本文仅考虑如 

下典型的非光滑正则化学习问题: 
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其中,
1

( )r w w 为 l1 正则化项,fi(w)为单个样本 iξ 对应的 hinge 损失函数.对于给定的参数 z,问题(1)等价于如 

下约束问题[18]: 

 1

1

1
min ( ) ( ),

s.t.

m

i
i

f f
m

z










≤

w w

w

 (2) 

对于求解上述问题,投影次梯度方法批处理形式的关键迭代步骤为[19] 

 1 ( ( ))t Q t t t  w P w g w  (3) 

其中,闭凸集 Q 为 l1 范数球
1

{ },z≤w w PQ 为投影算子,g(wt)是 f(w)在 wt 处的次梯度.当样本集满足独立同分布 

时,gi(wt)是 g(wt)的无偏估计.随机形式投影次梯度方法的关键迭代步骤为 

 1 ( ( ))
tt Q t t i t  w P w g w  (4) 

其中,it是指第 t次迭代中抽取的单个样本i的序号.通过式(3)与式(4)的比较可以看出,随机算法克服了批处理方

法的低效行为[1]. 

当目标函数 f 为光滑函数,即满足 L-Lipschitz 光滑性质时: 

 
2

( ) ( ) ( ), , ,
2

NL
f f f R      ≤w u u w u w u w u  (5) 

传统的投影次梯度方法能够取得 O(L/t)的收敛速率[20],其中,f(u)为 f 在 u处的梯度值.NAG 加速算法采用

一定的特殊步长策略,利用动量加速技巧结合光滑函数性质构造出递推关系,从而获得了 O(L/t2)的个体收敛速 

率[9],可表述为如下形式: 
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类似于式(4),NAG(6)也可推广为随机形式.但在梯度估计有偏的情况下,传统的优化方法(3)每次迭代产生 

的偏差不会累积,最终偏差项为一个常数(收敛界为 ( ),O L t t   其中,为梯度估计的方差,为梯度估计偏差

所导致的计算偏差);NAG(6)每次迭代产生的偏差可能会随着迭代次数 t 逐渐累积(收敛界为
2 [11]( )) .O L t t t    

实际上,很多情况都可以归结为梯度有偏情形,典型情况有[7,8,12]: 

(1) 非精确方法在每一步迭代都涉及到优化子问题的求解,fused-LASSO 和 nuclear-norm 等类型的子问题

只能够采用近似梯度 gprox 计算快速求解梯度值,但与真实梯度值f(wt)存有偏差t=gprox–f(wt); 

(2) 样本集并未满足独立同分布这个假定条件,导致随机抽取单个样本计算的梯度fi(wt)与真实梯度值

f(wt)存有偏差t=fi(wt)–f(wt); 

(3) 光滑函数通常采用光滑系数作为常步长,估计值 L 与光滑系数存有一定的偏差 ,L L   进而导致每

次迭代存有相对梯度偏差 ( ) ( ) .t tL L f L  ε w  

针对梯度有偏情形,Schmidt 等人考虑了梯度偏差衰减的可能性，并进一步挖掘了梯度计算误差(error)与相

应的函数偏差项(bias)之间的潜在关系,证明了随机形式的 NAG(6)在梯度有偏情形下具有如下收敛界[7]: 

 * 2
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其中,
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ei 为每次迭代中计算梯度的误差,i 为每次近似梯度计算导致的函数偏

差,R 为初始点与最优点的欧式距离.文献[7]指出,当梯度误差 ie 和计算偏差 iε 均保证一定的衰减速率时

( 2(1 ), 0aO t a  ),NAG才能保持原有的O(1/t2)收敛速率;当偏差衰减速率为O(1/t)时,NAG才能获取一个收敛界. 

文献[8]中的实验也进一步验证了 NAG 算法在梯度估计有偏情形下的不稳定性. 

文献[15]将 NAG 加速算法推广至非光滑情形: 
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证明其取得了 (1 )O t 的最优个体收敛速率,并具有良好的稀疏性.不同于光滑情形 NAG(6),NAG(8)采用 

的是变步长,而 NAG(6)选取的步长是常数.在梯度有偏情形下,NAG(6)的收敛界已在文献[7]中给出讨论,下面我

们将讨论 NAG(8)的收敛界. 

2   梯度有偏情形非光滑 NAG 的个体收敛性分析及其应用 

本节主要在 Schmidt 等人的基础上进一步提出了梯度有偏问题更为一般情形的定义,证明分析在偏差有界

的情况下,NAG 在非光滑次梯度估计有偏情形时的收敛界以及其与次梯度偏差之间的关系.同时,为了降低投

影问题的求解时间开销,提出了一种无需精确计算投影的 I-NAG(inexact Nesterov accelerated gradient)方法. 

2.1   NAG 方法的个体收敛界分析 

本文我们沿用文献[12]的思想,将非光滑情形下次梯度有偏情形统一归结为第 t 次迭代运算计算次梯度值

ˆ( )tg w 与真实次梯度值 g(wt)存有一个偏差t: 

 ˆ( ) ( )t t t g w g w ε  (9) 

hinge 损失是机器学习中最典型的非光滑损失函数,其在次梯度无偏估计时具有如下性质: 

 1 1 1( ) ( ) ( ),t t t t t t tf f M     ≤w w g w w w w w  (10) 

其中,M 为 hinge 损失函数的 Lipschitz 常数.进一步考虑次梯度估计有偏的情形,有: 

 1 1 1ˆ( ) ( ) ( ) ,t t t t t t t tf f M      ≤w w g w ε w w w w  (11) 

为了方便讨论、分析,我们将 NAG(8)写成如下等价形式: 
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在讨论、分析 NAG(8)在非光滑条件下的收敛速率问题之前,首先介绍一下本文证明的关键引理. 

引理 1(三点性质). 假设 f 为满足下半连续的凸函数,g(wt)为 f 在 wt 时的次梯度,且 wt+1 满足以下式子: 
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2t t t t t
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则有以下不等式成立: 

 
2 2 2
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1 1 1
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其相关详细内容及证明请参见文献[21]中的引理 3.2. 

引理 2(投影区域的有界性). 假设 Q 为有界闭凸集,则D>0,使得x,yQ,均有 .D ≤x y  

引理 2 的相关证明可参见文献[19].依据引理 1 和引理 2,参照 NAG 在次梯度无偏情形下的证明思路[15],我

们可以得出以下定理成立,相关证明详见附录 1. 

定理 1. 假设 Q 为 RN 空间上的有界闭凸集,f 为上满足下半连续的一般凸函数,M 为 hinge 损失函数的 
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Lipschitz 常数,初始点 w1RN, 1{ }t t

w 由式(8)产生,则D>0,使得wQ 有: 

 
2

2 2 2 2
1 2

0 0

1
( ) ( )

2 2

t t
t k

t t t k
k kt k k

f f D M D
 

 
  

 

   ≤w w ε  (15) 

进一步地,我们将 NAG(8)推广至随机形式: 

 
1
1 1

1

( 1)( )

( ( ))
t

t t t t t t

t Q t t i t

 



 



    
  

y w w w

w P y g y
 (16) 

文献[22]中的引理 1 给出了一种将批处理算法的收敛速率转化为随机形式的证明技巧,我们可以采用类似

的方法将定理 1 推广至随机形式,得到定理 2. 

定理 2. 假设 Q 为 RN 空间上的有界闭凸集,f 为 Q 上满足下半连续的一般凸函数,M 为 hinge 损失函数的

Lipschitz 常数,则D>0,使得wQ 有: 

 
2

2 2 2 2
1 2

0 0

1
[ ( ) ( )]

2 2

t t
t k

t t t k
k kt k k

E f f D M E D
  
  

 

      ≤w w ε  (17) 

通过对比文献[15]中定理 3 不难看出,在梯度估计有偏的情形下,函数的相对收敛界多了 2

0

1t

t k
k k

E D


   ε

这一偏差项.当取步长 1 ( 2), 1 ( 2) 2t tt t t      时,上面不等式右边前两项之和的数量级为 (1 ),O t 然而, 

2

0

1t

t
k k




 为一个常数,故而 1{ }t t

ε 的性质直接影响到目标函数的收敛速率.从而我们对梯度误差 1{ }t t


ε 的相关 

性质进行假定,并假设 w*为理论上的最优点,不难得出推论 1 和推论 2 的结论. 

推论 1. 假设偏差 1{ }t t

ε 有界, , 0,D   使得 max t D≤

ε
ε ,f 为有界闭凸集 NQ R 上满足下半连续的一

般凸函数,当取步长 1 ( 2), 1 ( 2) 2 ,t tt t t Q       w 时,则有: 

 
2 2

*
1[ ( ) ( )]

2 2
t

D M
E f f

t



 


≤w w  (18) 

推论 2. 假设偏差 1{ }t t

ε 随着迭代次数逐渐衰减( 1/2(1 ), 0aO t a  ), , 0,D   使得 max ,t D≤

ε
ε f 为有界

闭凸集 QRN 上满足下半连续的一般凸函数,当取步长 1 ( 2), 1 ( 2) 2 ,t tt t t Q       w 时,则有: 

 
2 2

*
1 1

2

1
[ ( ) ( )]

2 2
t

a

D M
E f f

t
t





 


≤w w  (19) 

推论 1 和推论 2 更为直观地描绘出在非光滑情形下随机形式的 NAG(8)的个体收敛速率与次梯度偏差的 

关系,即当次梯度偏差 1{ }t t

ε 有界时,NAG(8)在每次迭代中所造成的偏差能够累积为一个常数;当次梯度偏差

1{ }t t

ε 呈一定速率衰减时( 1/2(1 ), 0aO t a  ),NAG(8)能够获取在次梯度估计无偏时同等的收敛速率. 

至此,我们将光滑有偏情形下的 NAG(6)的收敛界研究推广至非光滑情形.与 Schmidt 等人研究内容[7]的差

异在于,我们考虑了非光滑情形与光滑情形的函数性质区别,采用了不同的证明方式获取了 NAG(8)的个体收敛

界.在实际应用中,梯度偏差是否满足对应的衰减速率较难验证,然而,NAG(8)采用变步长策略,因而受梯度偏差

的影响较弱,仅需次梯度偏差有界即可获取收敛界;然而,在光滑有偏情形下,NAG(6)仍需梯度偏差衰减速率为

O(1/t)才能获取收敛界. 

2.2   一种非精确投影形式的 NAG 方法 

许多随机梯度下降方法都需要在每次迭代时进行投影运算,以确保所获得的解保持在定义域内.精确投影 

运算通常采用二分法来寻找可行解,单次运算最多需要 2log
 


 
 
 

次内循环运算[18],其中,和为初始的可行 

解区间[,]的上下界,为设定的投影精度参数.投影计算也是投影次梯度方法难以克服的计算瓶颈,在实际运

行中会导致出现循环嵌套循环的问题,时间消耗较大[17].为了解决这一问题,我们借鉴一些文献采用不使用投影



 

 

 

1056 Journal of Software 软件学报 Vol.31, No.4, April 2020   

 

或仅在最后一步使用投影的思路[16,17],考虑将每次投影运算的精度降低(即增大投影精度参数的值),进而有效

减少了嵌套循环的次数,提出了一种非精确投影的随机 I-NAG 方法,其关键迭代步骤为 

 
1
1 1

1

( 1)( )

( ( ))
t

t t t t t t

t Q t t i t

 




 



    


 


y w w w

w P y g y
 (20) 

其中, Q
P 为 Q 上非精确形式的投影算子,采用低精度的 值进行投影运算,其主要执行过程见算法 1. 

算法 1. I-NAG 方法. 

1:     Initialize a weight vector w1 

2:       For t =1 to T 

3:         Compute 1 ( 2),t t   yt via (20). 

4:         Compute 1 ( 2) 2 ,t t t    ( )
ti tg y via (20). 

5:         Compute wt+1 via (20). 

6:       End for 

7:    Output: wT+1 

非精确方法每一步迭代都涉及到优化子问题的求解,一些类型的子问题只能近似求解,Schmidt等人将这种

求解方式归结到梯度估计有偏情形下的精确求解.显然,投影次梯度的每一步迭代等价于解析求解一个优化子

问题,非精确投影方法通过降低每次迭代投影运算的精度,也可以看作是一种类似的非精确方法,因此非精确投

影算法导致的梯度偏差也可视为一种梯度估计有偏情形. 

3   数值实验 

本节通过 1 个人工数据集和 4 个标准大规模数据集验证 NAG 方法在次梯度估计有偏情形下的理论分析

和检验 I-NAG 方法的性能. 

本文实验参照文献[23]的方法求解 hinge 损失函数的次梯度,采用文献[18]中精确求解 l1投影球的方法求解投影

问题.程序中投影运算采用刘军的 SLEP 投影工具箱[24]的函数 eplb,其原理是通过二分法求得精确解.为了公平起见,

算法每次迭代过程中所有样本采取随机抽取的形式,并重复 10 次实验后取结果的算术平均值作为最后输出进行比

较,且对同一数据集程序中各算法都采用相同的参数. 

3.1   人工数据集的实验结果及分析 

实验采用了文献[25]的方法构建人工数据集,其中训练样本个数为 10 000,测试样本个数为 2 000,样本维数

均为 100.其中,向量各分量值均服从正态分布 N(0,1),并随机从中抽取 10 个数替换为 0.同时生成随机噪声(分量

服从正态分布 N(0,1)),并令每个样本 i 的标签为 yi=Xiw+i(X 为训练集或测试集样本矩阵,i 为第 i 个样本对应

的噪声),当 yi>0 时,令 yi=1;当 yi<0 时,令 yi=–1.由此建立了人工有偏样本数据集. 

本文参照文献[7]中的方法进行对比实验,即首先生成随机偏差~N(0,1),对其增加不同程度衰减系数 a(a= 

0,0.2,0.6,+),形成新的偏差t=t/t
a,而后加入 NAG[16]每次迭代的次梯度值中,其收敛性情况如图 1 所示. 

图 1 中横坐标表示算法迭代次数;纵坐标表示为相对目标函数值,即当前目标函数值与最优目标函数值之

差的对数值 log(f(wt)–f(w*)),f(w*)取迭代中最小的目标函数值.图中 4 种曲线分别表示为:绿色点虚线表示次梯度

偏差未衰减(a=0);紫色点线表示次梯度偏差呈 O(1/t1/5)速率衰减(a=0.2);蓝色虚线表示次梯度偏差呈 O(1/t3/5)速

率衰减(a=0.6);红色实线表示次梯度估计无偏下的 NAG 情况(a=+). 

从图 1 可以看出,当迭代达到一定次数后,a=0 时 NAG 收敛到一定的数值;a=0.2 时收敛十分缓慢,原因在于,

当次梯度偏差衰减速率小于 O(1/t1/2)时,偏差项影响了收敛速率,从而与推论 1 的结论相吻合;当 a=0.6 和 a=+

时均保持同等的收敛速率,原因在于,当偏差项收敛速率大于等于 O(1/t1/2)时,偏差项的累积不影响算法的收敛

速率,从而与推论 2 的结论相吻合. 
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Fig.1  The influence on the convergence rate when using different a 

图 1  a 的取值对算法收敛速率的影响图 

3.2   标准数据集的实验结果及分析 

本实验的主要目的是通过与精确投影方法进行对比,验证 I-NAG 的性能.所采用的标准数据集(astro、

ijcnn1、covtype 和 rcv1 均来自台湾大学林志仁 Libsvm 网站)相关信息见表 1. 

Table 1  Introduction of standard datasets 

表 1  标准真实数据集描述 
数据集 训练样本 测试样本 维度 

astro 29 882 32 487 99 757 
ijcnn1 49 990 91 701 22 

covtype 522 911 58 101 54 
rcv1 20 242 677 399 47 236 

 

为了与原方法进行对比,我们通过将精度评判标准由 10–8 降低为 10–1(SLEP 投影工具箱[24]中 eplb 函数

delta 变量),形成非精确投影求解问题的 I-NAG 方法(即本文算法 1).对于非光滑问题,目前获得最优个体收敛速

度的优化算法比较少,因此本文仅增添了具有个体最优速度的线性插值投影次梯度方法(projected subgradient 

method with linear interpolation operation,简称 PSM-I)[26]和 NAG[15]这两种算法作为比较对象.实验中,根据各算 

法的收敛性结论确定步长设置,其中,NAG 和 I-NAG 均选用同样的步长t=1/(t+2)和 1 ( 2) 2 ,t t t    PSM-I

的步长为 at=1和 1 .t t  3种方法均通过调用 SLEP投影工具箱[24]进行投影运算,选取相同的约束参数 z,其中,

投影约束域 Q 为 l1 范数球
1

{ },z≤w w z 根据数据集的不同选取对应的值(影响算法的收敛性和稀疏性). 

在评价优化算法性能时,一般都采用收敛速率作为评价标准,而在评判学习算法性能时,学习精度是最终关

注的标准.收敛速率和学习精度固然同等重要,但当目标函数达到一定精度时,花费大量时间优化运算,并不能

使学习精度得到显著提升[27].本次实验,我们考虑利用准确率来代替收敛精度作为评价标准. 

在实际应用中,我们更关心的是优化算法达到稳定测试精度所需要的时间开销.由于算法之间的主要差别

在于投影运算上,投影运算时间也是影响算法训练时间的重要因素.考虑不同的编译环境和设备可能导致 CPU

时间等实验效果有所出入,我们借鉴了文献[28]中以循环次数 epoch 为评价标准的做法,选取投影运算中内循环

次数为标准.内循环总次数是指算法在整个训练过程中,投影运算通过二分类方法循环的总次数,是影响整个算

法迭代运行时间的主要因素. 

图 2 为基于迭代次数的准确率比较图,其中纵坐标表示准确率,即当前输出个体解在测试集正确分类的比

例,准确率越高,表示算法的实际分类效果越好.图中蓝色实线表示为非精确方法 I-NAG 的收敛趋势;绿色点虚线

表示为 NAG 的收敛趋势;红色虚线表示为线性差值方法 PSM-I 的收敛趋势.从图 2 可以看出:在同等的迭代次数
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条件下,在 icjnn1 和 covtype 这两个低维数据集上三者差别不大.然而,PSM-I 为线性差值输出的解,稀疏性较差,

且在梯度有偏情形下的收敛性尚未有理论分析.在 astro 和 rcv1 样本维度较高的数据集上,I-NAG 相对另外两种

方法能够快速地达到稳定的学习精度,验证了 I-NAG 方法的有效性. 

 

Fig.2  Comparisons of accuracy rate in standard datasets (iterations) 

图 2  标准数据集目标函数准确率比较图(迭代次数) 

图 3 所示横坐标表示的是图 2 中算法迭代对应的投影内循环总次数,通过与图 2 对比可以更明显地看出差

异性.在 astro 和 rcv1 样本维度较高的数据集,I-NAG 仅需相对较少的内循环次数即可获取可观的学习精度.主要

原因在于,在高维度的数据集中投影运算相对更为复杂,单次投影所需内循环次数更多,非精确投影能够有效地

减少投影内循环次数,进而快速达到稳定的学习精度.综上可以看出,I-NAG 方法在处理高维数据时具有良好的

性能. 

 

Fig.3  Comparisons of convergence rate in standard datasets (inner iterations) 

图 3  标准数据集目标函数收敛速率比较图(内循环总次数) 
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Fig.3  Comparisons of convergence rate in standard datasets (inner iterations) (Continued) 

图 3  标准数据集目标函数收敛速率比较图(内循环总次数)(续) 

4   总结与展望 

本文在非光滑情况下,研究分析了个体收敛加速算法 NAG 基于次梯度偏差的个体收敛界.相对于光滑情

形,非光滑情形时 NAG 收敛速率较弱,故而对次梯度估计偏差的敏感性不是很强.作为应用,我们得到了一种无

需精确计算投影的 I-NAG 方法,可以通过减少投影内循环次数,在保持收敛性的同时快速达到稳定的学习精度.

最后,通过实验验证了理论分析的正确性和所提算法的有效性.下一步我们将研究分析 NAG 在强凸情形下个体

收敛性与次梯度偏差的关系,同时还会考虑如何定量化权衡投影子问题的求解精度和学习精度之间的关系. 
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附录 1. 定理 1 的证明 

证明:结合凸函数的最优性条件及 hinge 损失函数的性质,有: 
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由引理 1 及算法迭代式子可得: 
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由定义可知, ε与 w 相互独立,结合引理 2 则有: 
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定理 1 得证. □ 

附录 2. 推论 1、推论 2 的证明 

证明:结合定理 2,假设 w*为理论上的最优点,取步长
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根据 [ ]kE ε 有界这个假设条件,可使得偏差项收敛为一个常数,则有: 
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推论 1 得证.推论 2 的证明类似于推论 1,略. □ 
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