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摘  要: 研究具有正则结构的 SAT问题是否是NP完全问题,具有重要的理论价值.(k,s)-CNF公式类和正则(k,s)- 

CNF 公式类已被证明存在一个临界函数 f(k),使得当 s≤f(k)时,所有实例都可满足;当 s≥f(k)+1 时,对应的 SAT 问题

是 NP 完全问题.研究具有更强正则约束的 d-正则(k,s)-SAT 问题,其要求实例中每个变元的正负出现次数之差不超

过给定的自然数 d.通过设计一种多项式时间的归约方法,证明 d-正则(k,s)-SAT 问题存在一个临界函数 f(k,d),使得当

s≤f(k,d)时,所有实例都可满足;当 s≥f(k,d)+1 时,d-正则(k,s)-SAT 问题是 NP 完全问题.这种多项式时间的归约变换

方法通过添加新的变元和新的子句,可以更改公式的子句约束密度,并约束每个变元正负出现次数的差值.这进一步

说明,只用子句约束密度不足以刻画 CNF 公式结构的特点,对临界函数 f(k,d)的研究有助于在更强正则约束条件下

构造难解实例. 
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Abstract:  The study on the NP-completeness of regular SAT problem is a subject which has important theoretical value. It is proved 

that there is a critical function f(k) such that all formulas in (k,f(k))-CNF are satisfiable, but (k,f(k)+1)-SAT is NP-complete, and there is 

such a critical function about regular (k,s)-SAT problem too. This work studies the regular SAT problem with stronger regular constraints. 

The regular (k,s)-CNF is the subclass of CNF in which each clause of formula has exactly k distinct literals and each variable occurs 

exactly s times. The d-regular (k,s)-CNF is a regular (k,s)-CNF formula that the absolute value of the difference between positive and 

negative occurrence number of each variable in the formula is at most d. A polynomial reduction from a k-CNF formula is presented to a 

d-regular (k,s)-CNF formula and it is proved that there is a critical function f(k,d) such that all formulas in d-regular (k,f(k,d))-CNF are 

satisfiable, but d-regular (k,f(k,d)+1)-SAT is already NP-complete. By adding new variables and new clauses, the reduction method not 

only can alter the ration of clauses to variables of any one CNF formula, but also can restrict the difference between positive and negative 

occurrences number of each variable. This shows that only using constrained density (the ration of clauses to variables) to character 

structural features of a CNF formula is not enough. The study of the critical function f(k,d) is helpful to construct some hard instance 

under stronger regular constraints. 
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可满足性问题(satisfiability problem,简称 SAT 问题)研究给定的一个合取范式(conjunction normal form,简

称 CNF)公式是否存在一组真值指派使得公式为真.每一个子句长度恰好为 k 的 SAT 问题被称为 k-SAT 问题.

已经证明,当 k≥3 时 k-SAT 问题是 NP 完全问题[1],说明在最坏情况下没有多项式时间的算法来判定这样的公

式是否有可满足的真值指派.借助于多项式时间的归约转换技术,已发现某些结构规范的 3-CNF 公式类的可满

足性问题也是 NP 完全问题,如(3,4)-CNF 公式类和正则(3,4)-CNF 公式类[2]. 

随机 k-SAT 问题的实验验证和理论分析已经表明[3,4],CNF 公式的子句约束密度(公式中子句个数与变元

个数的比值)是影响公式可满足性和求解难度的一个重要参数.存在一个与 k 相关的临界值点(k),当<(k)时,

随机 k-SAT 问题实例是高概率可满足,而当>(k)时,随机 k-SAT 问题实例是高概率不可满足.这种从满足到不

可满足的突变现象,被称为随机 k-SAT 问题的相变现象.目前已发现很多 NP 完全问题都存在这种相变现象.其

中关于约束满足问题(CSP),文献[5,6]提出了 RB 模型和 RD 模型,证明这些模型存在可满足性相变并给出了确

切的相变点.文献[7]通过研究稀疏超图的铰链宽度,为随机约束满足问题的相变现象提供了一些理论上的证据.

文献[8]研究了近似平衡(大多数变元出现在相同数目的约束中)的随机约束满足问题的可满足性相变,结果表

明,这种平衡模型比不平衡模型更难求解. 

正则(3,4)-CNF 公式类的子句约束密度都是 4/3,远小于随机 3-SAT 问题的相变点(3)4.267[9],说明正则

(3,4)-CNF 公式应该是高概率可满足并且是易于求解的.但使用归约转换方法却证明正则(3,4)-SAT 问题是 NP

完全问题[2],说明在最坏情况下没有多项式时间的算法来求解正则(3,4)-CNF 公式.这是因为,这种归约方法通过

添加新变元和新子句,稀释了原公式的子句约束密度,使得构造的新公式具有较低的子句约束密度,但其可满足

问题却属于 NP 完全问题.显然,只用子句约束密度来刻画 CNF 公式的结构特点是不够的. 

改变每个变元的正负出现次数之差,就有可能改变 SAT 问题求解的难易程度.当每一个变元的正负出现次

数都趋于相等时,这样的(k,s)-CNF 公式被称为平衡(k,s)-CNF 公式.Boufkhad 和 Dubois[10]首次提出了每个变元

出现次数期望为 s的平衡(k,s)-SAT问题,并指出随机的平衡(3,s)-SAT问题的可满足相变点为 2.46≤s(3)≤3.78,

低于随机 3-SAT 问题的相变点.平衡(k,s)-SAT 问题因为它的实例比一般的 k-SAT 问题实例更加难以计算而被

广泛关注[1115]. 

为了更深入地研究带正则结构的 CNF公式,引入了 d-正则(k,s)-CNF公式类.d-正则(k,s)-CNF公式是指每个

变元的正负出现次数之差不超过自然数 d 的正则(k,s)-CNF 公式.当 d=1 时,d-正则(k,s)-CNF 公式就是平衡(k, 

s)-CNF 公式.文献[13]分别使用一阶矩和二阶矩的方法,给出了 1-正则(k,s)-SAT 问题相变点(k)的上界和下界:

存在一个常量 k0,当 k≥k0 时,2kln2−(k+1)ln2/2−1≤(k)≤2kln2.文献[14]通过构造一个特殊的独立随机实验,使

用一阶矩方法,给出了(k)更紧的上界(k)≤2kln2−(k−2)ln2/2.文献[15]基于一阶复本对称破缺理论,获得了(k)

一个更好的上界(k)≤2kln2−(k+1)ln2/2,使得上下界之间只相差一个常数 1. 

Kratochvíl[16]证明 ,当 (k,s)-CNF 公式类中存在不可满足实例时 ,(k,s)-SAT 问题是 NP 完全问题 .同时 , 

Kratochvíl 提出,给定 k≥3,(k,s)-CNF 公式类存在一个临界函数 f(k),使得: 

1) 在 s≤f(k)时,任意(k,s)-CNF 公式一定是可满足的公式; 

2) 当 s≥f(k)+1 时,(k,s)-CNF 公式的可满足问题是 NP 完全问题. 

意味着在临界函数 f(k)的位置,CNF 公式的可满足情况出现了另外一种相变.关于(k,s)-SAT 问题的临界函

数 f(k)已有大量的研究成果[1620],除了 f(3)=3,f(4)=4,目前关于 f(k)最好的结果是: 

f(5)≤7,7≤f(6)≤11,13≤f(7)≤17,24≤f(8)≤29,41≤f(9)≤51. 

本文给出了一种从 k-CNF 公式到 d-正则(k,s)-CNF 公式的多项式时间归约转换方法,证明了在 k≥3 时,如

果 d-正则(k,s)-CNF 公式类存在不可满足实例,则 d-正则(k,s)-SAT 问题是 NP 完全问题.进而证明了 d-正则(k,s)- 

CNF 公式类也存在临界函数 f(k,d),使得: 

1) 在 s≤f(k,d)时,每一个 d-正则(k,s)-CNF 公式一定是可满足的; 
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2) 当 s≥f(k,d)+1 时,d-正则(k,s)-CNF 公式的可满足问题是 NP 完全问题. 

1   基础知识 

本节介绍一些基本定义和符号约定. 

一个文字 L 是一个布尔变元 x 或其否定¬x,x 被称为正文字,¬x 被称为负文字.若干文字的析取构成了一个

子句 C,简记为 C={L1,L2,...,Lk}或 C=L1L2...Lk,其长度为 k.若干子句的合取构成了一个 CNF 公式 F,简记为

F=[C1,C2,...,Cm]或F=C1C2...Cm,其子句数为m.公式F的子句数表示为#cl(F),变元数表示为#var(F),变元集合

表示为 var(F).一个变元在公式中正出现的次数表示为 pos(F,x),负出现的次数表示为 neg(F,x).一个公式 F 的不

交拷贝公式 F是指这两个公式的结构是完全一致的,但是其变元集的交集为空.如果 CNF 公式和同时可满

足或者同时不可满足,则称这两个公式是 SAT-等价. 

正则(k,s)-CNF 公式是指每一个子句恰好含有 k 个变元,每个变元恰好出现在 s 个子句的 CNF 公式.d-正则

(k,s)-CNF 公式还要求每个变元的正负出现次数不超过自然数 d.这里规定,当 s 为偶数时,d 取偶数;当 s 为奇数时,d

取奇数.因为如果一个变元在公式中出现的次数恰好为偶数,那么它的正负出现次数的差值只能是偶数,反之亦然. 

定义 1. 设公式 F=[C1,C2,...,Cm],称 F 是极小不可满足公式(minimal unsatisfiable formula,简记为 MU 公式),

当且仅当公式 F 不可满足但删除任意一个子句 Ci 后可满足.MU(k)公式是指子句数减去变元数等于 k 的极小不

可满足公式. 

给定一个不可满足公式,总是能够通过删除子句而获得一个 MU 公式. 

定义 2. 设公式 F 是一个 k-CNF 公式,称 F 是 xy 凝固的 d-正则(k,s)-CNF 公式,当且仅当 F 包含变元 x 和 y,

并满足以下条件. 

1) 变元 x 恰好出现在 1 个子句中,变元 y 恰好出现在 s–1 个子句中,并且|pos(F,y)–neg(F,y)–1|≤d; 

2) 除变元 x 和 y 之外,其余每个变元刚好出现在 s 个子句中,且正负出现次数的差不超过 d; 

3) 公式 F 可满足且所有的可满足指派在 x 和 y 上的值都是 true. 

例如用下面矩阵表示的公式: 







































x

y

x

x

x

x

x

5

4

3

2

1

. 

很明显,公式是可满足的,且任意的可满足指派都要求变元 x 和 y 的值取 true.因此公式是一个 xy 凝固的

0-正则(3,6)-CNF 公式. 

引理 1. 如果 s≤k,则每一个(k,s)-CNF 公式都是可满足的公式[21]. 

引理 2. 设公式 F 有 n 个变元,其表示矩阵为 

1

2

1n

n

x

x

x

x


  
   
 
 
 
 
    


 

, 

则公式 F 是可满足的,且任意的满足指派中每个变元的取值都相等. 

引理 2 的结论是显然的,因为公式 F 表示了一个蕴含圈: 
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x1→x2→…→xn→x1→… 

2   k-CNF 公式到 d-正则(k,s)-CNF 公式的归约方法 

本节假定 xy 凝固的 d-正则(k,s)-CNF 公式是存在的,设计一种从 k-CNF 公式到 d-正则(k,s)-CNF 公式的多

项式时间归约方法,将 k-SAT 问题归约为 d-正则(k,s)-SAT 问题. 

令是一个 xy 凝固的 d-正则(k,s)-CNF 公式,为任意的一个 k-SAT 实例.不失一般性,假设公式中恰好有

m 个子句,每个子句有 k 个文字,则公式  必然有 mk 个文字 L1,L2,...,Lmk. 

k-CNF 公式到 d-正则(k,s)-CNF 公式的归约方法分为以下几步. 

1) 引入新的变元集 Z={zij}(1≤i≤m,1≤j≤k),依次替换公式中的 mk 个文字,从而构造公式1. 

1 ,1 1
,i ji m j k

Ψ L  ≤ ≤ ≤ ≤
 

, ,

,
, ,

,    if  
, var( ).

,  if  

i j i j

i j
i j i j

z L z
L z Ψ

z L z

    
 

2) 引入公式的 mk(k–2)个不交拷贝i,j,1≤i≤mk,1≤j≤k–2.公式中变元 x 在公式i,j 中被重命名为

xi,j,变元 y 在公式i,j 中被重命名为 yi,j.每一个i,j 都是 xy 凝固的 d-正则(k,s)-CNF 公式,这些i,j 和满足任何两 

个之间都没有共享变元.定义变元集 X={xi,j},Y={yi,j},1≤i≤mk,1≤j≤k–2.构造公式 2 ,1 1 2
.i ji mk j k

Ψ Φ  ≤ ≤ ≤ ≤
 

3) 构造公式 3 1
,ii mk

Ψ d  ≤ ≤
其中, ,1 ,2 , 2... ,i i j i i i kd z z x x x           zj 是公式1 中与 zi 替换了公式 

中同一个变元的下一个新变元,且如果 zi 是这个变元的最后一次替换,则 zj 是这个变元的第 1 次替换. 

4) 引入新的变元集 1 2{ , ,..., }.mksU u u u 用变元集 X,Y,Z,U 随机构造一个 k-CNF 公式4,并满足以下条件. 

i) 变元集 Z 中每个变元 zi,j 恰好出现在 s–3 个子句中,并且若 zi,j 在1 中是正出现,则 

4 , 4 ,0 ( , ) ( , ) 1 .i j i jneg Ψ z pos Ψ z d ≤ ≤  

反之,则 4 , 4 ,0 ( , ) ( , ) 1 .i j i jpos Ψ z neg Ψ z d ≤ ≤  

ii) 变元集 X 中每个变元 xi,j 恰好出现在 s–2 个子句中,并且 4 , 4 ,0 ( , ) ( , ) .i j i jpos Ψ x neg Ψ x d≤ ≤ 变元集 Y 中 

每个变元 yi,j 恰好负出现在 1 个子句中. 

iii) 变元集 U 中每个变元 u 恰好出现在 s 个子句中,并且 4 4( , ) ( , ) min( ,1).pos Ψ u neg Ψ u d   

iv) 4 的每一个子句中至少包含变元集 U 中任意变元的一次正出现. 

5) 构造公式 ={1,2,3,4}. 

显然,公式 中每一个变元的出现次数都是 s,而且每一个变元正负出现次数差都不超过 d.公式 就是归

约的结果. 

归约方法首先构造 4 个子公式1,2,3,4,合取后获得 d-正则(k,s)-CNF 公式  .从构造过程易于看出

1,2,3 是一定可以在多项式时间内构造完成的. 

4 是用变元集 X,Y,Z,U 随机组成的 k-CNF 公式,但需要满足 4 个条件.前 3 个条件都易于满足,第 4 个条件

需要保证变元集 U 中变元的所有正出现次数超过所有的子句数. 

4 中的文字总数为(s–3)×mk+(s–1)×mk×(k–2)+mks2,可知公式 Ψ4 中的子句数为 
2

4

2

2

# (  )=( 3) +( 1) ( 2)+

3 2 2

.

cl Ψ s m s m k ms

sm m smk mk m sm ms

ms smk sm m mk

     

      

      

变元集 U 中变元的所有正出现次数为
2

4( , ) .
2

mks
pos Ψ u  因 k≥3 得 k2–5≥0.可知 

2

2

( 1) 1
2 0,

( 2) 2

k k

k k

 
 

 
≥  
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2 2

2

1 ( 1) 1
2 0,

2 ( 2) 2

k k k
s

k k k

         
≥  

2 22 2 2 2 2,ks s ks s k   ≥  
2

2 ,
2

mks
ms mks ms mk m   ≥  

4 4( , ) # ( ).pos Ψ u cl Ψ≥  

可见变元集 U中变元的所有正出现次数超过4的子句数.公式4是一定可以在多项式时间内构造完成的.

即公式  的构造可以在||的多项式时间内完成. 

假定公式可满足,且指派满足了公式,指派 τi,j 满足了公式i,j(因为公式是可满足的,公式i,j 是公式
的不交拷贝).定义一个指派如下: 

1

, ,

( ),      ( ), ( )( )

( ) ( ),    ( ) .

true,       
i j i j

z v var Ψ z var Ψ v z

v v v var Φ

v U


 

 
  
 

替换

 

可知指派必然满足公式1,2 和3.因为4 中每个子句都含有变元集 U 中变元的一次正出现,显然,指派

必然满足公式4.由公式  的结构可知指派必然满足公式  .可见公式  是可满足的. 

假定  公式是可满足的,且指派满足了公式  .显然,指派必然满足公式1,2,3 和4.因 

2 ,1 1 2
,i ji mk j k

Ψ Φ


  ≤ ≤ ≤ ≤
 

可知指派满足每一个i,j.又因i,j 是 xy 凝固的 d-正则(k,s)-CNF 公式,得到(xi,j)=τ(yi,j)=true. 

显然, ,( ) false,1 ,1 2.i jx i mk j k   ≤ ≤ ≤ ≤ 化简公式3并根据引理 2可得,如果变元 zi和 zj替换了公式 

中的同一个变元,则有 τ(zi)=τ(zj). 

定义一个指派如下: 

(v)=(z),如果1 中变元 z 替换了公式中的变元 v. 

显然,指派满足公式.公式是可满足的. 

由此可见,公式和公式  是 SAT-等价. 

这种归约转换方法通过添加新的变元和新的子句,将任意的 k-CNF 公式的子句约束密度变成=s/k,并且让

每个变元的正负出现次数差不超过自然数 d. 

3   d-正则(k,s)-SAT 问题的 NP 完全性和临界函数 

本节将使用第 2 节介绍的归约方法来讨论 d-正则(k,s)-SAT 问题的 NP 完全性. 

引理 3. 给定正整数 k≥3,如果存在 xy 凝固的 d-正则(k,s)-CNF 公式,则 d-正则(k,s)-SAT 问题是 NP 完全

问题. 

证明:如果存在 xy 凝固的 d-正则(k,s)-CNF 公式,则第 2 节中设计的归约方法可以在多项式时间内将任意的

k-CNF 公式归约到 d-正则(k,s)-CNF 公式 .根据 k-SAT 问题的 NP 完全性,可知如果存在 xy 凝固的 d-正则(k, 

s)-CNF 公式,d-正则(k,s)-SAT 问题是 NP 完全问题.  

引理 4. 给定正整数 k≥3 和 s,如果存在不可满足的 d-正则(k,s)-CNF 公式,则一定存在 xy 凝固的 d-正则(k, 

s)-CNF 公式. 

证明:如果存在不可满足的 d-正则(k,s)-CNF 公式,则通过消减子句一定可以变成一个极小不可满足的(k, 

s)-CNF 公式,并且每个变元的正负出现次数不会超过(s+d)/2.假设公式是一个不可满足的 d-正则(k,s)-CNF 公

式, 1 2 ,Φ Φ Φ  其中,1 是一个极小不可满足的(k,s)-CNF 公式.C1 是公式1 的子句集,C2 是公式2 的子句集.在 

var(1)中任选一个变元 y 和包含变元 y 的负出现的子句 c.定义 1( \ { }) { },C C c c  其中, ( \ { }) { },c c y x   x 是

一个没有出现在公式的新变元.可知子句集 C
~
对应的公式Φ 是一个可满足公式,且任何一个可满足指派中变

元 x 和变元 y 的取值都是 true. 
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假定公式2 中的子句数为 m,文字个数为 mk.引入新的变元集 X={x1,x2,...,xtk},其中,t>2m/s.用原有的 mk 个

文字和新变元集 X 中变元,随机构造 k-CNF 公式3,并让公式3 满足以下条件.(1) 变元集 X 中每个变元恰好出

现s/2次正出现和s/2次负出现.(2) 每个子句恰好包含 k 个变元,并且每个子句至少包含变元集 X 中任一变元 

的一次正出现.构造公式 3.Φ Φ Φ    

因为公式3 中每个子句都包含 X 中任一变元的一次正出现,X 中变元取 true 的任意指派都可满足公式3,

并且3的可满足性与公式Φ
~
中变元取值无关.由此可知,一定是可满足的,且每一个可满足指派中变元 x 和变

元 y 的取值都是 true.即 是一个 xy 凝固的 d-正则(k,s)-CNF 公式. 

接下来证明构造公式3 的可行性. 

公式3 中子句数目为 m+ts,变元集 X 中所有变元正出现的次数为 tks/2. 

因 t>2m/s,则 m<ts/2,得 m+ts<3ts/2.又因 k≥3,则 m+ts<kts/2,即变元集 X 中所有变元正出现的次数大于公式

3 中子句数.因此公式3 是可构造的. 

显然,公式 是可以在多项式时间内构造,并且它是一个 xy 凝固的 d-正则(k,s)-CNF 公式.  

定理 1. 给定正整数 k≥3,若存在不可满足的 d-正则(k,s)-CNF 公式,则 d-正则(k,s)-SAT 问题是 NP 完全问题. 

证明:由引理 3 和引理 4 可以直接得到.  

推论 1. 对于每一个 k≥3,存在某个正整数 f(k,d),使得:(1) 在 s≤f(k,d)时,d-正则(k,s)-SAT 问题的每一个实

例一定是可满足的;(2) 在 s≥f(k,d)+1 时,d-正则(k,s)-SAT 问题是 NP 完全问题.称 f(k,d)为 d-正则(k,s)-SAT 问题

的临界函数. 

证明:由定理 1 可直接得到结论.  

f (k,d)还可以表示为 

( , ) max{ : ( , ) }.f k d s d k s CNF UNSAT    正则  

推论 2. 3≤f(3,0)≤4,3<f(3,1)<5,f(3,2)=3. 

证明:根据引理 1 可知,所有的正则(3,3)-CNF 公式一定是可满足的,意味着所有的 d-正则(3,3)-CNF 公式一

定是可满足的.可见 f(3,d)≥3.又因正则(3,4)-CNF 公式类中存在不可满足的实例[2],易知 f(3,2)=3. 

构造一个公式 F1,用矩阵表示如下: 




































6

5

4

3

2

1

x

x

x

x

x

x

. 

显然,公式 F1 是一个 0-正则(3,6)-CNF 公式,但公式 F1 是不可满足的.可知 0-正则(3,6)-SAT 问题是 NP 完全

问题,且 3≤f(3,0)≤4. 

构造一个公式 F2,用矩阵表示如下: 

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x

     
     
     
     
     
     
     
                          

. 

显然,公式 F2 是一个 1-正则(3,5)-CNF 公式,但是公式 F2 是不可满足的.可知 3<f(3,1)<5,1-正则(3,5)-SAT 问
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题是 NP 完全问题. □ 

4   临界函数 f(k,d)的上下界 

虽然 f(k)不知道是否可计算,但对 f(k)的上下界已有很多研究成果,并被证明其是严格递增的[16].本节主要研

究每个变元正负出现次数均衡程度对正则(k,s)-CNF 公式可满足问题的影响,即研究临界函数 f(k,d)的上下界随

k,d 的变化情况. 

因为 d-正则(k,s)-CNF 公式属于(k,s)-CNF 公式,如果(k,s)-CNF 公式类中每一个实例公式均可满足,则 d-正

则(k,s)-CNF 公式类中所有实例公式可满足.即可得 f(k,d)≥f(k).又因为 f(k)是严格递增的,可知 f(k,d)≥f(k–1). 

因为 d-正则(k,s)-CNF 公式一定是(d+1)-正则(k,s)-CNF 公式,显然可得 f(k,d)≥f(k,d+1).因为正则(k,s)-CNF

公式中变元正负出现的差最大为 s–2,显然可知,如果 f(k)<s,则一定有 f(k,s–2)<s. 

定理 2. 当 d=f(k)−1 时,f(k,d)=f(k). 

证明:当 s≤f(k)时,任何(k,s)-CNF 公式都是可满足的.这些公式中每一个变元正负出现次数差最大为 s−2≤ 

f(k)−1.也就是说,当 s≤f(k)时,任何(f(k)−1)-正则(k,s)-CNF 公式都是可满足的. 

当 s=f(k)+1 时,一定存在一个不可满足的(k,s)-CNF 公式.通过在这个公式中添加新的子句,使每个变元恰好

出现 s 次,从而获得一个不可满足的正则(k,s)-CNF 公式.另外,这个公式中每一个变元正负出现次数差最大为

s−2=f(k)−1.可见这是一个不可满足的(f(k)−1)-正则(k,s)-CNF 公式. 

因此,当 d=f(k)−1 时,f(k,d)=f(k).  

由此看出,当 d 逐步增大时,松弛了对变元正负出现次数差值的约束,使得 f(k,d)趋近于 f(k). 

定理 3. f(k+1,d)>f(k,d+2). 

证明:假定存在一个不可满足的 d-正则(k+1,f(k+1,d)+1)-CNF 公式,包含的变元为 x1,x2,...,xn.由定理 1 可得

f(k+1,d)≥k,可知 # ( ) # ( ).cl Φ var Φ 根据 Hall 婚配定理,公式中必然存在一组不重复的子句 ci,i=1,2,...,n,使得每

个子句 ci 包含 xi 或 .ix  

从公式构造公式 ,构造方法如下. 

1) 在子句 ci 中删除 xi 的出现,i=1,2,...,n; 

2) 剩余的 # ( )cl Φ n 个子句中,每个子句任意移除一个文字,并利用移除的文字和添加的新变元,组成新的

子句,使得公式 成为一个(d+2)-正则(k,f(k+1,d))-CNF 公式. 

不可满足公式的每个子句都删除一个文字(子句仍不为空)或在公式中增加新的子句,公式仍然不可满足.

因此,如果公式是不可满足的,易知公式 是不可满足的(d+2)-正则(k,f(k+1,d))-CNF 公式.  

定理 4. f(k+1,2d)≤2f(k,d)+1. 

证明:令是一个不可满足的 d-正则(k,f(k,d)+1)-CNF 公式,子句集为 C.定义公式 

( ) ( ),c cc C
Ψ c x c x


      

对于每一个 cC,xc 都是一个新变元.显然公式是一个(k+1,2(f(k,d)+1))-CNF 公式,并且每个变元正负出现次数

的差值均不超过 2d.由 )()( cc xcxc  和 c 是 SAT-等价可知,和是 SAT-等价,得出公式是不可满足的.接

着补充新子句,使变成 2d-正则(k+1,2(f(k,d)+1))-CNF 公式  ,显然  也是不可满足的.因此,f(k+1,2d)≤ 

2f(k,d)+1.  

当 d=0 时,显然有 f(k+1,0)≤2f(k,0)+1. 

定理 5. f(3k,4k–1d)<34k–1(f(k,d)+1). 

证明:假定存在一个不可满足的 d-正则(k,f(k,d)+1)-CNF 公式,包含变元 x1,x2,...,xn. 

构造一个 0-正则(3,6)-CNF 公式 ,用矩阵表示如下: 
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

























4

3

2

1

y

y

y

y

. 

显然,公式 是一个极小不可满足公式.将公式 分裂为两个公式 1Φ和 2 ,Φ 用矩阵分别表示如下: 

,:

4

3

2

1

1





























y

y

y

y

Φ .:

4

3

2

1

2





























y

y

y

y

Φ  

由极小不可满足公式的性质可知,满足 1Φ的真值指派一定不可能满足 2 ,Φ 满足 2Φ 的真值指派一定不可能

满足 1.Φ 构造 aΦ 的不交拷贝 , ,a jΦ a{1,2},j=1,2,...,n.其中, aΦ 中的变元 yi 在 jaΦ , 中被替换为新变元 , .i jy  

用公式 jΦ ,1 替换公式中 xj 的所有正出现,用公式 jΦ ,2 替换公式中 xj 的所有负出现,构造一个 CNF 公式. 

可知公式中有 4n 个变元,每个子句有 3k 个文字,每个变元出现次数为 3×4k–1(f(k,d)+1),每个变元正负出现次数 

之差不超过 4k–1d.因为 jΦ ,1 和 jΦ ,2 不能同时满足,所以公式Ψ 必不可满足.  

当 d=0 时,显然有 f(3k,0)<34k–1(f(k,0)+1). 

如果将公式 更换为下面矩阵所表示的公式: 





















3

2

1

y

y

y

, 

那么,按照上面的推理方法易得结论:f(3k,d)≤4kf(k,d). 

因为 f(k)没有找到易于处理的计算方法,为了寻找 f(k)的上界,Hoory[17]定义了一个可计算的函数: 

1( ) : max{ : ( , ) (1) },f k s k s CNF MU     

并使用非递增整数序列生成方法来计算 )(1 kf 的大小,进而获得 f(k)的上界.我们借鉴 Hoory 提出的方法来探寻

f(k,d)的上界. 

给出如下定义: 

1( , ) : max{ : ( , ) (1) },f k d s d k s CNF MU    正则  

显然有 f1(k,d)≥f(k,d). 

定义=(a1,a2,...,an)是一个有限的非递增的正整数序列(简称序列),如果 a1≥a2≥...an≥1.称 ai 是的一个

项,的长度为 n,表示空序列.对于给定的有限的非负整数序列,ord 表示通过删除 0 项和非递增排序后生成非

递增正整数序列的操作. 

假定公式 1 2{ , ,..., },mF C C C 1 20 ... .mC C C k≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 令 max{ : },in i C k  定义一个序列: 

1 2( ) ( , ,..., ).k nF k C k C k C      

如果公式 F 是一个 k-CNF 公式,则 ( ) .k F    

接下来定义一种序列的二元生成方法 N(s,d). 

序列的二元生成规则 N(s,d). 

输入:序列1 和2. 

输出:序列. 

规则:从序列i 中缩减 si 个项,获得新序列 ,i  i=1,2.要求 1 2 1 2, ( ) / 2, ( ) / 2.s s s s s d s s d  ≤ ≤ ≤ 输出= 

1 2( ) .ord    

定义 N(s,d)-推演树 T 是一棵根树,其结点都标记为序列,并且如果1 和2 是的孩子结点,则1 和2 能够通

过二元生成规则 N(s,d)推出序列.给定一个序列集和序列,├N(s,d) 表示存在一棵 N(s,d)-推演树 T,其树根标

记为,叶子被标记的序列组成了.图 1 显示了(3)├N(3,1)(1,1,1,1,1). 
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Fig.1  A N(3,1)-derivation tree 

图 1  一棵 N(3,1)-推演树 

定理 6. (k)├N(s,d) ,当且仅当存在一个公式 FMU(1),使得  )(Fk 且每个变元出现次数不超过 s,正负出

现次数均不超过(s+d)/2. 

证明:(⇒)既然(k)├N(s,d) ,说明存在一棵以为根、叶子为(k)的 N(s,d)-推演树 T.假定树 T 的推理步为 n(推理

步是一棵 N(s,d)-推演树的非叶子结点个数).基于推理步进行归纳证明. 

当 n=1 时,显然就是(k).当公式 }{F 时, ( ) ( ).k F k   

假定 n>1 时,树 T 必然显示从1 和2 能够依据二元生成规则 N(s,d)推理出.假定 

1 1( ,..., ),ja a  2 1( ,..., ),j ma a  1( ,..., ),mc c   

令 {1,..., }I m 是从1 和2 推理出所用到的下标集. 

根据归纳假设,可知存在公式 F1,F2MU(1),使得 1 1 2 2( ) , ( ) ,k kF F     且 F1和 F2中每个变元次数不超过

s,正负出现次数均不超过(s+d)/2.假定 F1 和 F2 中不共享变元(可通过重命名变元保证),且其中恰好 k 个文字 

的子句组成的子公式分别是 1F  和 2.F  令 1 1 1 2 1 2{ ,..., } , { ,..., } ,j j mF C C F F C C F     满足 , 1,..., .i ia k C i m   引

入一个新的变元 x,构造公式 F={D1,...,Dm} 1F   2 ,F  其中, 

,    if and ,

,  if and ,

, otherwise.

i

i i

i

C x i I i j

D C x i I i j

C

 
    



≤

 

显然,FMU(1)且 ( ) .k F   根据二元生成规则 N(s,d),可知公式 F 中 x 出现次数不超过 s,正负出现次数均

不超过(s+d)/2. 

()假设公式 FMU(1),满足 ( ) ,k F   每个变元出现次数不超过 s,且正负出现次数均不超过(s+d)/2.基于

F 中变元的数目 n 来归纳证明(k)├N(s,d) . 

当 n=1 时,公式 { , }, ( ) ( 1, 1).kF x x F k k      显然,(k)├N(s,d) (k1). 

当 n>1 时,任取公式 F 中的一个变元 x.因为 MU(1)公式一定可以分裂成两个没有共享子句的 MU(1)子公

式[22],假定存在一个变元 x,使得 

1 1 1 2{ ,..., , ,..., , , },j mF x f x f x g x g F F        

且满足 1 1 1{ ,..., , }jF f f F 和 2 1 2{ ,..., , }mF g g F  都是 MU(1),其中, , ( ) / 2, ( ) / 2.j m s j s d m s d  ≤ ≤ ≤  

因为 1F  和 2F  的变元数一定小于公式 F 的变元数,根据归纳假设,则一定有(k)├N(s,d) i,且满足 ( ) ,k i iF    

i=1,2.在推理过程中 f1,...,fj 与1 中数值变小的项一一对应,g1,...,gm 与2 中数值变小的项一一对应.可见,从1 和

2 依据二元生成规则 N(s,d),能够推理出.即(k)├N(s,d) .  

定理 7. f1(k,d)=min{s:(k)├N(s,d)}1. 

证明:因为(k)├N(s,d),由定理 6 可知,必然存在一个 k-CNF 公式 F,满足每个变元出现次数不超过 s,正负出现

次数均不超过(s+d)/2.显然公式 F 是一个不可满足的(k,s)-CNF 公式.又因每个变元正负出现次数不超过(s+d)/2,

通过增加新变元和增加新子句的方法一定可以构造一个不可满足的 d-正则(k,s)-CNF 公式 .可得 f1(k,d)= 

min{s:(k)├N(s,d)ε}1.  

Hoory[17]给出了计算 f1(k)及其加速计算的方法,结合这些方法,我们给出了关于 f1(k,d)的一些结论,见表 1. 

图 2展示了从(5)到使用二元生成规则N(8,4)的推理过程,其中,=1  8,42表示从1和2依据二元生成规

则 N(8,4)能够推理出.显然,4-正则(5,8)-CNF 类中存在不可满足实例.但是我们还没有发现 2-正则(5,8)-CNF 公

式类,0-正则(5,8)-CNF 公式类中存在不可满足实例. 
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Table 1  Upper and lower bounds of f1(k,d) 

表 1  f1(k,d)的上下界 
4≤f1(4,0)≤8 5≤f1(5,0)≤10 7≤f1(6,0)<16 
4≤f1(4,1)≤7 5≤f1(5,1)≤9 7≤f1(6,1)<15 
4≤f1(4,2)≤6 5≤f1(5,4)≤8 7≤f1(6,2)<14 

f1(4,3)=4  7≤f1(6,3)<13 
  7≤f1(6,6)<12 

 

1 (5)   

2 1 8,4 1 (4, 4)      

3 1 8,4 2 (4,3,3)      

4 1 8,4 3 (4,3, 2, 2)      

5 1 8,4 4 (4,3, 2,1,1)      

6 1 8,4 5 (4,3, 2,1)      

7 6 8,4 6 (3,3, 2, 2,1,1)      

8 1 8,4 7 (4, 2, 2,1,1)      

9 1 8,4 8 (4,3,1,1)      

10 8 8,4 9 (3,3, 2,1,1,1)    

11 9 8,4 9 (3,3, 2, 2)      

12 9 8,4 11 (3, 2, 2, 2,1,1)      

13 1 8,4 12 (4, 2,1,1,1)      

14 1 8,4 10 (4, 2, 2,1)      

15 1 8,4 13 (4,3,1)      

16 14 8,4 15 (3,3, 2,1,1)      

17 15 8,4 16 (3, 2, 2, 2,1)      

18 15 8,4 17 (3, 2, 2,1,1,1)      

19 1 8,4 18 (4, 2,1,1)      

20 19 8,4 19 (3,3,1,1)      

21 19 8,4 20 (3, 2, 2,1)      

22 19 8,4 21 (3, 2,1,1,1)      

23 1 8,4 22 (4, 2,1)      

24 22 8,4 23 (3, 2,1,1)      

25 24 8,4 24 (2, 2,1,1)      

26 25 8,4 25 (1,1,1,1)      

27 26 8,4 26       
 

Fig.2  N(8,4)-derivation from (5) to  

图 2  从(5)到的 N(8,4)-推演 

5   结论和进一步工作 

本文给出了一种从 k-CNF 公式到 d-正则(k,s)-CNF 公式的多项式时间归约方法,证明了如果 d-正则(k,s)- 

SAT 问题中存在不可满足的实例,则 d-正则(k,s)-SAT 问题就是 NP 完全问题.这说明,d-正则(k,s)-SAT 问题中存

在着从可满足到 NP 完全问题的临界现象,对应的临界点称为临界函数 f(k,d).这种多项式时间归约方法通过添

加新变元和新子句,可以将任意的CNF公式的子句约束密度修改为 s/k,并且让每个变元的正负出现次数差不超

过 d.对临界函数 f(k,d)的研究有助于在更多正则化约束条件下来寻找难解的 CNF 公式实例. 

临界函数 f(k,d)不知是否可计算,但在文中 f(k,d)的上下界已被初步研究.下一步需要研究的问题是 0-正则

(3,4)-SAT 问题中是否存在不可满足实例、更紧的 f(k,d)的上下界以及 d 对正则(k,s)-SAT 问题的影响. 
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