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摘  要: 良结构下推系统是下推系统和良结构迁移系统的结合,该系统允许状态和栈字符是向量的形式,因而它

们是无限的.状态迁移的同时允许栈进行入栈出栈的操作.它“非常接近不可判定的边缘”.利用重置 0 操作,提出了一

种模型可覆盖性问题复杂度下界的一般性证明方法,并且证明了状态是三维向量的子集和一般性的良结构下推系

统的可覆盖性问题分别是 Tower 难和 Hyper-Ackermann 难的. 
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LI Chun-Miao,  CAI Xiao-Juan,  LI Guo-Qiang 

(School of Software, Shanghai Jiaotong University, Shanghai 200240, China) 

Abstract:  Well-Structured pushdown systems (WSPDSs) combine pushdown systems and well-structured transition systems to allow 

locations and stack alphabets to be vectors, and thus they are unbounded. States change with the push and pop operations on the stack. The 

model has been said to be “very close to the border of undecidability”. This paper proposes a general framework to get the lower bounds 

for coverability complexity of a model by adopting the reset-zero method. The paper proves that the complexity is Tower-hard when a 

WSPDS is restricted with three dimensional state vectors, and Hyper-Ackermann hard for the general WSPDSs. 
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1   引  言 

程序分析是软件工程和形式化方法重要的研究领域之一,人们在最初的程序分析中使用有限系统[1]作为

程序模型,它是由有限的状态集和在状态上有限的迁移规则组成.其表达能力十分有限,无法对递归、并发等程

序特征进行分析.对其扩展后可分别形成下推系统[2]和良结构迁移系统[3].前者给有限系统配备一个栈,状态迁

移的同时进行入栈、出栈操作,方便建模单线程递归程序;后者将状态集拓展到无限的良拟序集,并保证迁移规

则具有单调性.为了更好地描述和分析并发程序,Cai 和 Ogawa 将二者结合,提出良结构下推系统[4],可以很方便

地建模并发递归程序,其具有强大的表达能力[5],已经“很接近不可判定的边缘”[6]. 

我们通过一个自然数程序例子来说明这个模型:只用一个局部变量计算 Ackermann 函数 A(2,n)的程序如图
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1 所示.并发程序对应多栈,因此图灵等价,是不可判定的.很多研究都对并发程序进行了限制,比如在文献[7]中,

要求程序在函数调用时不能进行进程切换,直到建模其行为的多重集下推系统栈空才行,该模型就可被编码为

良结构下推系统;在文献[8]中,针对用于建模程序的模型,允许多栈但限制栈高,也允许栈元素是多重集,该模型

也可以被编码成良结构下推系统.因此尽管并发后的程序相比单进程的程序,相对应的良结构下推系统的可覆

盖性问题的难度可能会上升,但依旧满足我们提到的下界难度结论.由于我们后面证明的下界结论主要是针对

单进程程序的执行,所以这里不考虑并发性对结果的影响.Ackermann 函数 A(m,n)是著名的非原始递归函数,其

定义如下所示: 

1, if 0

( , ) ( 1,1), if 0 .

( 1 ( , 1)), otherwise

n m

A m n A m n

A m mA m n

 
  
  

 

Ackermann 函数是严格单调的. 

 
Fig.1  Computing Ackermann function A(2,n) with only one local variable 

图 1  只用 1 个局部变量计算 Ackermann 函数 A(2,n) 

图 1 左侧为计算 A(2,n)的程序,*是布尔表达式,不确定地计算出 true 或 false,与 WSPDS 中不允许 0 测试(测

试一个值是否为 0)相一致.这段程序只要求第 1 个参数为固定参数,主要是为了表明程序的局部变量可以被编

码到相对应的良结构下推系统的栈字符集中,为第 4 节栈字符为向量集的良结构下推系统可用于建模的相关

程序提供一个直觉上的例子.该程序不能精确地计算出 A(2,n),但可以保证计算出的最大值是 A(2,n).右侧为与

程序对应的 WSPDS,状态对应于左侧程序的行号,栈字符是函数名 x{B0,B1,B2}和局部变量自然数 x 组成的序

对.状态间的迁移描述了栈上的操作,例如在状态 3 时的迁移(B2,x)(B2,x–1)(B1,x)表示 x≥1 时,将原栈顶(B2,x)

替换成(B1,x)后压入(B2,x–1),这种规则称为入栈规则.状态 15 到状态 8 的迁移依次弹出两个元素(B0,x)(B1,x′)后

压入新栈顶(B1,x),这种称为非标准的出栈规则. 

递归的自然数程序可以被建模成良结构下推系统,可将局部的自然数变量编码到栈向量,可将全局的自然

数变量编码到状态向量.用良结构下推系统的栈字符向量编码并发的递归程序的活动的进程数[9].因此,递归程

序的某一点是否可达可以转换成良结构下推系统的可覆盖性问题. 

本文展示了基于重置 0 的证明模型的可覆盖性问题难度下界的通用方法,所谓重置 0 是指直接对变量赋值

为 0.我们证明了一旦一个模型可以正向弱计算和反向弱计算一个函数 f,则其可覆盖性问题的难度的下界就是

f 难的 .另外 ,还证明了具有栈字符集为 n 维向量集的良结构下推系统的可覆盖性问题的下界是 Hyper- 

Ackermann 难的.并且利用本文提出的方法重新证明了具有状态集为三维自然数向量集的良结构下推系统的
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可覆盖性问题的下界是 TOWER 难的. 

对于可覆盖性和可达性的复杂性证明有如下一些工作:Lipton 给出最有名的向量加法系统的下界[10].证明

了其可覆盖性问题和可达性问题是 EXPSPACE 的,主要思想是用并行程序设置固定上界的计数器设置“精确

地”0 测试 .Lazic[11]使用与 Lipton 相同的方法 ,证明了状态为向量集的下推系统的可覆盖性问题的下界是

TOWER 难的 ,Schnoebelen 等人的工作 [12,13]使用重置 0 的技巧 ,证明了重置 Petri 网的可覆盖性问题是

Ackermann 难的,也是本文借鉴使用的方法.在 Schnoebelen 等人的证明中,重置 Petri 网的维度必须与要得到的

其可覆盖性问题的难度 Ackermann(m,n)中的参数 m 相关,因此整个规约过程相对输入大小不是多项式的.但在

良结构下推系统中 ,因为有栈的存在 ,保证了其可覆盖性问题下界的证明是多项式的 ,且独立于参数的大

小.Demri 等人[14]证明了分支向量加法系统的可覆盖性问题是 2EXPTIME 完备的.Lazic[15]证明了分支向量加法

系统的可达性问题是 2EXPSPACE 难的.Bonnet[16]证明了允许一个计数器用于 0 测试的向量加法系统的可达性

问题是可判定的.不对称的带状态的向量加法系统的可达性问题是不可判定的[1719],但其自底向上的可覆盖性

问题是 Ackermann 完备的[20]. 

本文第 2 节介绍后文将用到的一些基础符号和良结构下推系统、Hyper-Ackermann 函数和 2-计数机器的

定义.第 3 节介绍证明可覆盖性问题的难度的一般性方法.第 4 节给出证明,得出栈字符集为 n 维向量集的良结

构下推系统的可覆盖性问题的下界是 Hyper-Ackermann 的.第 5 节采用本文提出的方法重新证明状态为向量集

的下推系统的可覆盖性问题的下界是 TOWER 难的,与 Lazic[11]的结果一致.第 6 节总结全文,并展望未来工作. 

2   预备知识 

令为自然数集,为整数集,k(或k)表示 k 维的自然数(或整数)向量集.n,m 表示 k 维的自然数向量,a,a′表 

示 k 维的整数向量,nk 表示向量 n 的第 k 维分量.令 p,q 等表示状态,,等表示栈字符,w,v 表示栈上的字,其长度

分别为|w|和|v|.用 c,d 表示格局.||<表示是有限集. 

在迁移规则中使用表示迁移关系.用表示格局之间的单步迁移,  表示格局之间的多步迁移. 

2.1   良结构下推系统 

定义 2.1. 一个良结构下推系统是一个三元组,其中, 

● P 是有限的状态集,或者给定一个具体的维度 k,P=k; 

● 是有限的栈字符集,或者给定一个具体的维度 d,=d; 

● 是有限的单调偏函数的集合:P≤2P≤2. 

单调性是指对 p,qP,w,v≤2,若(p,wq,v),则对任意 p′≥p,w′>>w,有(p′,w′q′,v′)且 q′≥q,v′>>v.这

里,>>是≥在*上的按位扩展,即:a1a2...am>>b1b2…bn,当且仅当对任意的 i,ai≥bi 且 m=n.如果移除了单调性,良结

构下推系统就会变得图灵完备. 

下推向量加法系统是栈字符集有限且状态集为 k 维自然数向量集的良结构下推系统,即 P=k,||<. 

良结构下推系统的格局 ,p w  是由状态 p 和栈上的字 w 组成的序对.格局间的单步迁移是格局的重写, 
 是的自反传递闭包. 

( , , )
.

, ,

p w q v

p ww q vw

 
    

 

给定初始格局 c0=p,w和目标格局 cf=q,v,良结构下推系统的可达性问题是判断 0 fc c 是否成立,可覆

盖性问题是对任意 cg=q′,v′且 q′≥q,v′>>v,判断 0 gc c 是否成立. 

例 2.1:一个良结构下推系统 ( , ),( , ),M    ≤ ≤ ,迁移规则如下: 

1

2

: , 6,( 6)( 6),  if 6
.

: , 6,6,                       if  6

r p p

r p p p

   

       

≥

≥
 

给定初始格局 c0=6,0,则存在一个如下的格局迁移序列: 
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6,0 0,60 6,000 0,6000 6,00000 ...               

可见,格局6,000是从初始格局可达的,而格局0,5000虽然不可达,但可被覆盖. 

2.2   Hyper-Ackermann函数 

康托尔在 1883 年提出了序数的概念[21],引入了无限的序列.是最小的无限序数.按照康托尔正规式的表示 

方法,每一个 limit 序数都可以被唯一地分解成
21

1 2. . ... .kd d d

kc c c     ,其中,k 是自然数,c1,c2,…,ck 是正整数, 

d1>d2>…>dk≥0 是序数.每一个 limit 序数都有一个唯一的基础序列(n)n
.对小于的 limit 序数,其基础序列为 

     1 11 2 1
1 2 1 1. . ... . . ... . . 1 . 1 .k k k kd d d dd d d

k k kn
c c c c c c n       

           

定义 2.2. Fast-Growing 函数族按下标序数为≤索引定义如下[6]: 

0 ( ) 1,F n n                  
1

1
1( ) ( ) ( (... ( )...)) ,

n

nF n F n F F F n    




  


 

( ) ( ), ,
n

F n F n 
             1( ) ( ).nF n F n    

F1(n)是 n 的线性函数,F2(n)是 n 的指数函数, ( )F n
是 Hyper-Ackermann 函数. 

例 2.2: 

  

         

4

3

3 2 3 2 3 2

3 2 3 2 3 2 3 2

.4

( .3 .4 ( .3 .3 .4 ( .3 .3 .3 4

.3 .3 .3 3 .3 .3 .3 3 .3 .3 .3 3 .3 .3 .3 3

(3) (3)

          (3)

          (3) (3) (3)

          3

         

F F

F

F F F

F F F F

 



       

           

     

           



  

       
   

 ...

 

引理 2.2. Hyper-Ackermann 函数是严格单调的,即对任何 n′>n, ( ) ( ).F n F n  
   

2.3   2-计数机器 

定义 2.3. 一个计数机器是一个三元组 M=P,C,,其中,P 是有限的状态集,C 是有限的计数器的集合,P 

op(C)P 是有限的迁移规则.指令集 op(C)是按如下方式定义的规则集(Ci 是 M 的第 i 个计数器): 

:: 0?   |   |  0?i i i iop C C C C        

计数机器的格局是一个序对p,n,其中,pP 表示当前的状态,n|C|表示每个计数器当前的内容.格局之间 

的迁移 , ,p q   n m 成立当且仅当如下情况之一成立. 

● 若(p,Ci=0?,q)且 ni=0,则 m=n; 

● 若(p,Ci++,q),则 mi=ni+1 且对 ji 有 mj=nj; 

● 若(p,Ci>0?Ci– –,q)且 ni>0,则 mi=ni–1 且对 ji 有 mj=nj. 

给定初始格局p0,0和目标格局pf,0,计数机器的可达性问题是判断格局的执行序列 0 , ,fp p   0 0 是否 

成立. 

2-计数机器(只有 2 个计数器)是图灵完备的[22],其可达性问题是不可判定的.然而,如果给每个计数器设定

一个上界,即每个计数器的值不超过这个上界值,则 2-计数机器的计算能力就得到了限制,其可达性问题就是可 

判定的.例如,输入的大小为 n,上界值是
2

22
n


,可达性问题是 TOWER 难的;上界值为 Hyper-Ackermann 函数

( ),F n
可达性问题是 Hyper-Ackermann 难的[23]. 

这里给定 2-计数机器设定一个上界 B,使得在格局迁移的过程中所有的计数器的值的总和不超过上界,记 

为 , ,Bp q   n m . B
 是 B 的自反传递闭包. 

3   可覆盖性问题的下界 

我们的证明技巧基于 Schnoebelen 等人在文献[12,13]中提出的将 Ackermann-bound 的 2-计数机器的可达
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性问题规约到重置 Petri 网的可覆盖性问题.本节不针对任何具体的模型,只是给出具体的规约的思路:将以 f(x)

为界的 2-计数机器的可达性问题规约到某个特定模型 M 的可覆盖性问题,注意,这里的 f(x)应该是严格单调的

函数. 

简单来说,规约由 3 部分构成. 

● 输入为 n,MH 计算 f(n)的值; 

● Mb 模拟以 f(x)为界的 2-计数机器; 

● 1
HM  逆向计算 f(n). 

MH 根据输入向量 n 计算一个上界值 B,最大为 f(n),将这个值传递给 Mb,触发 Mb 的执行.Mb 执行后,B 的值 

可能会变小(错误的模拟)或保持不变(正确的模拟).然后将值传递给第 3 部分 1
HM  进行逆向计算,即根据 B 的值 

求对应的向量 n′.函数 f(n)严格的单调性,保证如果 B<f(n),n′≯n,即 n′不能覆盖 n.只有正确的模拟才能保证最后

的可覆盖性成立.当可覆盖性成立时,Mb 精确地模拟了以 f(x)为界的 2-计数机器的执行,所以 M 的可覆盖性 

问题的下界为 f-难的.相关思想如图 2 所示( b
CMM 是以 f(x)为界的 2-计数机器,下文将具体介绍其构造). 

 

Fig.2  Reduction from the reachability problem of 2-counter machine with f(x) bounds  

to the coverability problem of M 

图 2  从以 f(x)为界的 2-计数机器的可达性问题到 M 的可覆盖性问题的规约 

3.1   有界的 2-计数机器的模拟 

给定 2-计数机器 M=P,C,,有界的 2-计数机器  = , , ,b
CMM P C b     初始化 P′=P,′=,根据中的每一条

规则(p,op(C),q)按如下方式构造 .b
CMM  

● 若 op(C)=Ci++,则对新状态 sP′,P′=P′{s}, 

    ' ' , 0? , , , ,ip b b s s C q         ; 

● 若 op(C)=Ci=0?,则′=′{p,Ci=0?q}; 

● 若 op(C)=Ci>0?Ci– –,则对新状态 sP′,P′=P′{s}, 

    , 0? , , , , .i ip C C s s b q           

b
CMM 的构造具体如图 3 所示. 
b
CMM 给 M 添加了一个上界计数器,记为 b,保证在对应的 2-计数机器的格局迁移的过程中所有计数器的和 

不发生改变(在添加的新状态上可能总和会暂时地变大或变小,但在原始对应的 2-计数机器中状态上的计数器 

的和是固定的).根据 i1+i2+b 的大小, b
CMM 的可达性问题具有相应的难度. 

但是由于很多模型都没有测 0 能力,因此本文使用重置 0 操作代替测 0,即将图 3 中的 i1=0?用 i1=0 来代替,

构造相应的模型 Mb.Mb 的构造如图 4 所示. 

注意,在 Mb 中,i1+i2+b 的和可能会变小,虽然一旦对一个非 0 的计数器置 0,但却并未对有界计数器增加相应

的数量.在 Mb 的格局迁移过程中,如果 i1=0 从未执行或者仅仅执行在对一个值已经为 0 的变量上,则所有计数器 

的和保持不变,Mb 精确地模仿了 b
CMM 的格局迁移;如果对一个非 0 的计数器执行了重置 0 操作,所有计数器的和

就会变小,这种情况下,Mb与 b
CMM 会产生不同的格局序列,即 Mb并未精确地模仿 .b

CMM 反之,如果在 Mb的格局迁 
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移中,所有计数器的和始终保持不变(注意,这里的始终也是对应于原始的 2-计数机器的状态上),则每一次可能

存在的重置 0 操作都精确地模仿了有界的 2-计数机器上的测 0 操作. 

 

Fig.3  Construct bounded 2-counter machine from 2-counter machine 

图 3  从 2-计数机器构造相应的有界的 2-计数机器 

 

Fig.4  Mb simulate bounded 2-counter machine 

图 4  Mb 模拟有界的 2-计数机器 

引理 3.1. b
CMM 是如图 3 构造的有界的 2-计数机器,Mb 是如图 4 构造的模型(以下的状态 p,q 均对应于图 3 

中原始的 2-计数机器 M 中的状态). 

● 如果 b
CMM 中存在 1 2 1 2,( , , ) ,( , , )p i i b q i i b       的格局迁移序列,则 Mb 中也存在相同的格局迁移序列,且

1 2 1 2 .i i b i i b        

● 如果 Mb 中存在 1 2 1 2,( , , ) ,( , , )p i i b q i i b       的格局迁移序列,则 1 2 1 2 .i i b i i b     ≥ 但是,如果 1 2i i   

1 2 ,b i i b     b
CMM 中必然存在 1 2 1 2,( , , ) ,( , , )p i i b q i i b       的格局迁移序列. 

3.2   函数 f(n)的正向计算和逆向计算 

函数 f(n)的定义域为 k 维的自然数向量 n,且严格单调,即对任意 i[1...k],若 ,i in n  则有 

   1 1,..., ,..., ,..., ,..., .i k i kf n n n f n n n   

因为我们要研究的模型不是图灵完备的,f(n)的正向和逆向计算可能不精确,但这并不影响我们的结论,因

为 Mb 的格局迁移中不会增大 f(n)的值.因此,如果 MH 计算出的上界值 B 不大于 f(n),则经过 Mb 后,B 依旧不大于 

f(n), 1
HM  逆向计算后得到的 n′≯n. 

定义 3.2. 给定输入 n,如果 MH 计算出的最大的值为 f(n),则称 MH 弱计算函数 f(n). 

给定输入 B′,设 1
HM  逆向计算出来的值的集合为 S,满足: 

● 若 f(n)=B′,则 nS; 
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● 若 nS,则 f(n)≤B′, 

则称 1
HM  逆向弱计算函数 f(n). 

如图 2 所示,模型 M 的格局的迁移由 MH、Mb、 1
HM  组成.MH 完成计算后,触发 Mb 中的 p0,并把计算得到的

B 传递给 Mb.Mb 中格局迁移到状态为 pf 的格局时触发 1
HM  执行.3 部分共享相同的计数器.MH 的最终状态连接

Mb 中的 p0,pf 连接到 1
HM  的初始状态. 

定理 3. f 是严格单调的 k 元函数.MH 弱计算函数 f(n) 1
HM  逆向弱计算函数 f(n). b

CMM 是如图 3 构造的有界

的 2-计数机器,Mb 是图 4 构造的模拟有界的 2-计数机器的模型.MH 的输入是 k 维向量 n. 

● 若在 b
CMM 中存在 *

0 ,(0,0, ) ,(0,0, )fp b p b    的格局迁移序列,则 1
HM  逆向计算得到的最大值是 n; 

● 若 1
HM  逆向计算得到的 n′≥n,则在 b

CMM 中必然存在 *
0 ,(0,0, ) ,(0,0, )fp b p b    的格局迁移序列. 

证明: 

● 在 b
CMM 中存在 *

0 ,(0,0, ) ,(0,0, )fp b p b    的格局迁移序列,由引理 3.1 可知,Mb中也存在相同的格局迁

移序列 *
0 ,(0,0, ) ,(0,0, ) ,fp b p b    且 ( ).b b f n≤ 又因为 1

HM  逆向弱计算 f(n),所以 1
HM  输出的最大值是 n; 

● 若 1
HM  弱逆向计算得到的 n′≥n,则传递给 1

HM  的 ( ).b f n≥ 又由图 2 中 3 部分的连接情况可得,Mb 中存

在格局迁移序列 *
0 1 2,(0,0, ) ,( , , ) ,fp b p i i b      又有 MH 弱计算函数 f(n),则 1 2( ) ( ),f b b i i f   n n≥ ≥ ≥ 所以,b= 

b=f(n),即 Mb 中存在格局迁移序列 *
0 ,(0,0, ) ,(0,0, )fp b p b    (Mb 的格局迁移中所有计数器 s 的和保持不变,

表明 Mb 中的每次重置 0 操作都精确地模拟了测 0),由引理 3.1 可得, b
CMM 中必然存在 *

0 ,(0,0, )p b  ,fp  

(0,0, )b  的格局迁移序列.证毕. □ 

4   良结构下推系统的可覆盖性问题下界 

本节考虑良结构下推系统的子模型:状态为有限集而栈字符为向量,即 3| | , N ,nM P        (其中,n 为 

要计算的函数给定的参数值).该模型可正向和逆向弱计算 Hyper-Ackermann 函数的值.由定理 3 可得,其可覆盖

性问题是 Hyper-Ackermann 难的. 

4.1   (正向)弱计算 Hyper-Ackermann 函数 

给定一个良结构下推系统 Mr={●},n+3,,其中,状态集为单字符集,栈字符集为 n+3 维自然数向量的集合 

(因为只有一个状态,所以迁移规则中省去了状态,仅描述栈上的迁移),迁移规则为 

   
    

1 1 0 1 0

2 1 0 1 0 1 0

3 1 1

1 1

: , ,..., , , , ,..., 1, ,

: , ,..., , , , ,..., ,0, , ,..., , 1,

: , ,..., ,...,0,0, , ,..., 1, 1,...,0,0,

n n n n

n n n n n n

n n i n n i

n n

r k k k t x k k k x x

r k k k t x k k k x k k k t x

r k k k x k k k x x

 

  

 

 

 
 

   
        
   
   

   4 1 0 1

1

, 1, .

: 0,0,...,0,0, , ,..., , , , ,..., , , 1n n n

n

i n

r x k k k t x k k k t x 







   

  
            

   


 

按照迁移规则中所示,栈向量的前 n+1 个分量都标记了下标,例如 k0 就表示该向量的从左向右第 n+1 个分

量.以下描述都直接使用这一表示方法.规则 r1 对栈顶元素进行在某些分量上值的修改;r2 将栈顶元素的第 n+1

个分量进行修改并压入新向量(kn,kn–1,…,0,x);r3 表示当 i 在[1,n]区间内(含两端)时,都可执行 r3 的迁移;r4 表示当

栈顶的前 n+2 个分量都是 0 时,可执行出栈操作,并将最后一个分量值传递给栈顶的下一个元素,形成新的栈顶.

注意,每条迁移规则都代表单调函数,例如对 r4,任何向量只要其所有分量值均不小于 0,都有此迁移,即 

    1 0 1 0 1 0, ,..., , , , ,..., , , , ,..., , , 1 .n n n n n np p p te xp k k k t x k k k t xp             

这里写 r4 只是方便理解. 

引理 4.1. Mr 可弱计算 Hyper-Ackermann 函数,且 
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   
1 1

,  1,0,...,0,0, , 0,0,...,0,0,( ) max 1 |      ,
n n

n n xhyper n x 

 

       
 

   

其中,为栈底元素. 

证明:首先,因为如定义 2.2 所示,给定参数 n 后,Hyper-Ackermann 函数没有升幂操作(除了一开始的 

1( ) ( ),nF n F n   1( ) ( ),nF n F n   可直接应用 ( ) ( ),
n

F n F n 
     降幂),n.kn+n–1.kn–1+…+0.k0 的形式固定, 

即最高幂次是 n,栈向量的前 n+1 个分量(kn,kn–1,…,k0)对应于n.kn+n–1.kn–1+…+0.k0 的 n+1 个系数.简单来说,

迁移规则 r1 和 r2 描述   
1

1
1( ) ( ) ... ( )... ,

n

nF n F n F F F n    




  


求出内层函数值(栈顶向量的前 n+1 个分量都是 0, 

对应 F0(n)=n+1)之后应用 r4 出栈,并将内层结果值保存在最后一个分量上传递给下一个向量,构成新栈顶进行 

计算.迁移规则 r3 对应 Hyper-Ackermann 函数计算规则 ( ) ( ), .
n

F n F n 
      

其次,栈顶元素可分为以下 3 类. 

(1) 栈顶为(kn,kn–1,…,k0,t,x)形式,对应接下来需要计算的 Hyper-Ackermann 函数为 1 0
1 0. . ... .

( ),n n
n n

t

k k k
F x
  

 
首

先计算内层函数 ,直接应用 r2 入栈新元素(kn,kn–1,…,k0,0,x)表明接下来要计算 1 0
1 0. . ... .

( ),n n
n nk k k

F x
  

 
并将(kn, 

kn–1,…,k0,t–1,x)(对应 1 0
1 0

1

. . ... .
( ))n n

n n

t

k k k
F x
  




  

变为栈顶的下一个元素.根据归纳假设,栈顶会变为  
1

0,0,...,0,0, ,
n

x




对应 F0(x),即 1 0
1 0. . ... .

( )n n
n nk k k

F x
  

  
的结果为 x+1.再应用 r4 将结果作为下一个函数的参数进行后续计算. 

(2) 栈顶为  
1

0,0,...,0,0,
n

x


 形式,已在(1)中说明. 

(3) 栈顶为 1

1

, ,..., ,...,0,0,n n i

n

k k k x



  
 
 形式,接下来需要计算的 Hyper-Ackermann 函数为 1

1. . ... .
( )n n i

n n ik k k
F x
  

  

且 i0.应用 r3生成新栈顶 1

1

, ,..., 1, 1,...,0 ,,0,n n i

n

k k k x x



   
 
 
 即 1 1

1. . ... .( 1) .( 1)
( ),n n i i

n n ik k k x
F x
    

     
与 Hyper 函数计算规

则 ( ) ( ),
n

F n F n 
     保持一致. 

但是,因为 Mr 的迁移规则具有单调性,相比正确的格局迁移,可能存在错误的格局迁移,如应使用 r3 却使用 

了 r4,表明 1
1. . ... .

( )n n i
n n ik k k

F x
  

  
且 i0 的值直接被看作 x 进行后续计算,造成数据丢失.如果在格局迁移过程中

没有任何数据丢失,则当格局处于  
1

0,0,...,0,0,, 
n

x


  时 x+1 就是正确的结果.证毕. □ 

例 4.1:利用引理 4.1 计算 2(1) (1) (1),hyper F F 
  以验证其正确性.相关的格局迁移序列如下(这里,仅列出 

栈上的迁移,因只有一个状态): 

           

           

  

3 1 2 1

32 1

2

2,0,0,1 1,2,0,1 1,1,1,1 1,1,0,1 1,1,0,1 1,0,1,1 1,1,0,1

                  1,0,0,1 1,0,0,1 1,1,0,1 0,2,0,1 1,0,0,1 1,1,0,1 0,1,1,1 1,0,0,1 1,1,0,1

                  0,1,0,1 0,1,0,1 1,0,0,

r r r r

rr r

r

    

  

   

  

        

          

   

1

2 4

4 1

     

1 1,1,0,1 0,0,1,1 0,1,0,1 1,0,0,1 1,1,0,1               

                  0,0,0,1 0,0,0,1 0,1,0,1 1,0,0,1 1,1,0,1 0,0,0,2 0,1,0,1 1,0,0,1 1,1,0,1

                  0,1,0,3 1,0,0,1 1,1,0,1 0,0,3

r

r r

r r

 

 





 

     

        

        

2 4

2 4

2    

,3 1,0,0,1 1,1,0,1

                  0 0 0,3 0,0,2,3 1,0,0,1 1,1,0,1 0 0,2,4 1,0,0,1 1,1,0,1        

                  0,0,0,4 0,0,1,4 1,0,0,1 1,1,0,1 0,0,1,5 1,0,0,1 1,1,0,1

                  0

r r

r r

r



 

 

 

 



，， ，

        

        

4

34 1 2     

,0,0,5 0,0,0,5 1,0,0,1 1,1,0,1 0,0,0,6 1,0,0,1 1,1,0,1

                  1,0,0,7 1,1,0,1 0,8,0,7 1,1,0,1 0,7,7,7 1,1,0,1 ...

r

rr r r

 

  



   

 

最后的(0,7,7,7)(1,1,0,1)表示 8
1 7( (7)),F F 之后继续利用迁移规则计算,直至计算至栈中为(0,0,0,x)时,x+1 
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为 hyper(1)的值. 

4.2   逆向弱计算 Hyper-Ackermann 函数 

如果仅仅把 Mr 的迁移规则逆过来,就构造了逆向弱计算 Hyper-Ackermann 值对应参数的良结构下推系统 

1 .
r

M  给定一个 Hyper-Ackermann 的值,初始格局是  
1

0,0,...,0,0, 1,
n

x


  (这里的 n 可任意,但是一旦给定一个

n,之后的栈上的元素都是固定维度的),只要可到达  
1

1,0,...,0,0, ,,
n

n n


  最后的 n 就是对应 hyper(n)=x 的参数

n.虽然 1r
M  的规则是单调的,但每次错误的计算都会造成最后得到比正确的参数 n 还要小的参数值. 

引理 4.2. 1r
M  可逆向弱计算 Hyper-Ackermann 函数. 

定理 4. 给定特定的良结构下推系统,其状态集有限,栈字符集为 n+3维的良拟序集,则其可覆盖性问题的下

界是 Hyper-Ackerman 难的. 

证明:因为重置 0 操作是单调的,n+3 维的良结构下推系统可以作为 Mb.Mb,Mr 和 1r
M  共同构成良结构下推

系统.由定理 3 可得,当其可覆盖性问题得到解决时, b
CMM 中必然存在 *

0 ,(0,0, ( ) ,(0,0, ( ))fp hyper n p hyper n    的 

格局迁移序列 .因后者是 Hyper-Ackermann 难的 ,所以该良结构下推系统的可覆盖性问题的下界是 Hyper- 

Ackermann 难的.证毕. □ 

5   下推向量加法系统的可覆盖性问题的下界的重新证明 

本节考虑良结构下推系统的子模型:状态为向量而栈字符为有限集,即 3,| | , ,M P       即下推向量

加法系统.该模型可正向和逆向弱计算
2

22
n


的值.由定理 3 可得,其可覆盖性问题是 TOWER 难的. 

5.1   (正向)弱计算
2

22


n

函数 

给定一个良结构下推系统   3, , , , ,pM a     其中,状态集为 3 维自然数向量的集合,栈字符集为单字

符集,迁移规则

     
     
     

1

2

3

: ,0, , 1, , ,

: , , , , 1, 1 , .

: 0,0, , 1,0,2 ,  

r n x n x x

r n t x n t x

r x a x

 
 



  


    
  

 

引理 5.1. Mp 可弱计算
2

22
n


函数,且 


    2

2
2

1,0,2 , ...max 0,0, , ,  2
2 ,

2,                                                                    1
n

n

aa ax x n

n





   
 

  ≥
 

其中,为栈底元素. 

证明:对格局(n,t,x),有:t=0 时表示需要对 x 进行 n 次翻倍操作,即求 x2n,需使用规则 r1;t0 时表示需要

把 t 的值加到 x 上,需连续使用 r2.以下运用数学归纳法证明. 

● 当 n=1 时显然成立; 

● 当 n=2 时,tower(2)=22=4.对 Mp 有如下格局迁移序列:
1 2 2

(1,0,2), (0,2,2), (0,0,4), .
r r r

        

● 假设 n=k 时题设成立,则有     2
2

2

1,0,2 , ...2 max 0,0, ,
kk

aa ax x



 


 成立,则当 n=k+1 时,起始格局

为  
1

, ...1,0,2 ,
k

aa a


 由 3 条迁移规则可得,在格局迁移的过程中,会迁移到格局为 (0,0, ),x a  且 
2

22 .
k

x 


那么, 

之后的格局迁移为 
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         

 
 

    

3 1 2 2 1 2 2 2 2

1 2 2 1 2 2 1 2 2

1

1

8 16 2

0,0, , 1,0,2 , 2,2,2 , 2,0,4 , 3,0,8 ,

... 4,0,16 , ... ... ... 0,0,2 2 , 0,0,2 , ,
x

r r r r r r r r r

r r r r r r r r r
x x

x a x x x x

x




             

        

   

       
 

对应的 tower(k+1)的值是




2
2

22
2

1

2 2 2 ,x k

k 

 




即 n=k+1 时成立. 

但是,因为 Mp 的迁移规则具有单调性,相比正确的格局迁移,可能存在如下情况的错误的格局迁移,造成数

据丢失. 

● 当 n>0,t>0 时,用了 r1 而不是 r2,即 x+t 被认为是 x 进行后续计算. 

● 当 n>0,t>0 时,用了 r3 而不是 r2,即(x+t)2n 被认为是 x 进行后续计算. 

● 当 n=0,t>0 时,用了 r3 而不是 r2,即 x+t 被认为是 x 进行后续计算. 

● 当 n>0,t=0 时,用了 r3 而不是 r1,即 x2n 被认为是 x 进行后续计算. 

如果在格局迁移过程中没有任何的数据丢失,则当格局处于(0,0,x),时 x 就是正确的结果.证毕. □ 

例 5.1:利用引理 5.1 计算
222 , 以验证其正确性.相关的格局迁移序列如下: 

       

     

     

31 2 2

1 2 2 1

2 2 2 2 1 2 2 2

8

1,0,2 , 0,2,2 , 0,0,4 , 3,0,2 ,

                     2,2,2 , 2,0,4 , 1,4,4 ,

                     1,0,8 , 0,8,8 , ... 0,0,16 , .

rr r r

r r r r

r r r r r r r r

a a a       

     

     

  

  

   

 

因此,
222 16.  

5.2   逆向弱计算
2

22


n

函数 

如果仅仅把 Mp 的迁移规则逆过来,就构造了逆向弱计算
2

22
n


值对应参数的良结构下推系统 1 .

p
M  给定一个


2

22
n


值 x,初始格局是(0,0,x),,只要可到达  1,0,2 , ... ,

n

aa a  最后得到的最大的 n(即栈中除去栈底元素外元 

素的个数)就是对应 x 的参数 n(每次错误的计算都会造成最后得到比正确的参数 n 还要小的参数值). 

引理 5.2. 1p
M  可逆向弱计算

2
22
n


函数. 

定理 5. 给定特定的良结构下推系统,其状态集为三维的良拟序集,栈字符集有限,即三维的下推向量加法

系统,其可覆盖性问题的下界是 TOWER 难的. 

证明:类似定理 4 的证明.因三维下推向量加法系统可以模拟 Mb.所以,由定理 3 可得,其可覆盖性问题的下

界是 TOWER 难的.证毕. □ 

6   总结以及未来的工作 

本文基于良结构下推系统,采用重置 0 操作,提出了一种证明模型的下界的通用方法,证明了 n 维的良结构

下推系统的可覆盖性问题的下界是Hyper-Ackermann难的,还将其与程序中的全局变量或局部变量的个数相对

应,表明了有 n个局部变量的程序的可达性分析问题是很难的,为分析含无限定义域的变量(如整数域)的程序时

采取重置 0 操作持否定态度,鼓励将无限定义域限制在有限定义域处理.本文还重新证明了下推向量加法系统

在三维情况下其可覆盖性问题就可达到 TOWER 难. 

未来希望能够推广这种证明模型可覆盖性难度下界的方法,探索更多向量加法系统的拓展模型的下界或

比已知下界更高的下界.同时,寻求证明良结构下推系统的可覆盖性问题难度的上界,形成证明上界的一般性方

法并进行对其他模型的应用推广.再进一步探究良结构下推系统的可覆盖性问题的判定性. 
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