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摘  要: 中介逻辑是朱梧槚先生提出的一个 3-值逻辑.给出了一个命题中介逻辑,其中引入中介连接词~、反对连 
接词�以及蕴涵连接词→,并且定义否定连接词.给出了一个 Gentzen-型的推导系统,使得该系统关于中介逻辑的 

3-值语义是可靠的和完备的. 
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Abstract:  The intermediate logic is a three-valued logic proposed by Zhu Wu-Jia. A propositional intermediate logic is proposed in this 
paper where the intermediate unary connective ~ and the contrary connective � are introduced, and the negative connective ¬ is defined in 
terms of the unique binary connective →. A Gentzen-typed deduction system is given such that the system is sound and complete with the 
three-valued semantics of the propositional intermediate logic. 
Key words:  intermediate logic; contradictory; contrary; soundness; completeness 

反对关系是两个命题之间的一个关系,其中,两个命题是反对的,如果一个命题的真蕴涵另一个的假(尽管

一个命题的假可能不蕴涵另一个的真).反对的概念是普遍存在的,比如概念好人和概念坏人是反对关系. 
传统的逻辑是基于矛盾关系的[1],其中两个命题是矛盾的,如果一个命题的真蕴涵另一个命题的假;反之亦

然,即,一个命题的假蕴涵另一个命题的真.比如,命题逻辑有两个连接词¬和→,其中,¬是矛盾的否定.因此,排中

律 A∨¬A 在命题逻辑中是一个公理.我们称传统的命题逻辑为命题矛盾逻辑[2,3]. 
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中介逻辑是朱梧槚先生提出的一个 3-值逻辑[4−6],其中,逻辑语言包含两个特别的一元连接词~,�以及一个

二元连接词→,其中,~A 和�A 分别表示 A 的中介命题和反对命题.朱梧槚[7]给出了相应的语义和推导规则,其中, 

~,�,→的真假值见表 1. 

Table 1 
表 1 

A ~A �A A→B 1 0 −1 
1 0 −1 1 1 0 −1 
0 1 0 0 1 0 0 
−1 0 1 −1 1 1 1 

为了给出中介逻辑的一个可靠和完备的推导系统,有如下两个问题应该考虑: 
(1) 语义是 3-值的.存在两种方法定义序贯Γ⇒Δ的可满足性: 
• 一个是按照通常的方法解释⇒,i.e.,一个赋值满足Γ⇒Δ,如果Γ的真假值小于Δ的 ,i.e.,⇒的真假值见 

表 2. 

Table 2 
表 2 

Γ⇒Δ 1 0 −1 
1 1 0 −1 
0 1 1 0 
−1 1 1 1 

  在这种情况下,⇒的语义不同于→的语义. 
• 另一个是按下述方法解释⇒:一个赋值 v 满足Γ⇒Δ,如果Γ的真蕴涵Δ的真.⇒的语义与→的语义在(1,1)

点是相同的. 
(2) 我们不能类似于关于¬的推导规则: 

, ,,  .
, ,

A A
A A

Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ

⇒ ⇒
¬ ⇒ ⇒¬

 

给出下列关于~和�的推导规则: 
, ,,  ,

,~ ~ ,
, ,,  .

, ,

A A
A A

A A
A A

Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ

⇒ ⇒
⇒ ⇒

⇒ ⇒
⇒ ⇒� �

 

我们需要对~,�,→的任意两个给出一个推导规则,由此我们可以分解型为~~A,~�A,�~A,��A,~(A→B)和�(A→B)

的公式到原子公式 p 或者中介原子公式~p,反对原子公式�p. 

我们希望建立一个 Gentzen-型的推导系统,使得其在如下两点上不同于传统的 Gentzen-型的推导系统: 
• 这个推导系统有推导规则来归约两个一元连接词为一元连接词; 
• 这个推导系统有推导规则来归约一个一元连接词和一个二元连接词→为一元连接词. 

这使得一个序贯Γ⇒Δ可以归约为一个原子序贯Γ ′⇒Δ′,其中,Γ ′,Δ′是型为 p,~p,�p 的公式集合,并且Γ ′⇒Δ′是一 

个公理,如果Γ ′∩Δ′≠∅. 
本文将给出中介逻辑的一个可靠和完备的 Gentzen 推导系统,其中,逻辑语言包含一元连接词~,�和一个二

元连接词→[4].否定连接词¬通过→定义,i.e.,¬A=A→~A.此外,A→B 等价于��∨B,并且¬A 等价于�A∨~A.形式地, 
,

~ ~ .
A B A B

A A A A A
→ ≡ ∨

¬ = → = ∨
�

�
 

假设 A 表示 a 是一个好人,则�A 表示 a 是一个坏人,~A 表示 a 是一个不好并且不坏的人,并且¬A 表示要么 
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a 是一个不好并且不坏的人或者 a 是一个坏人.在自然语言中,a 是一个好人的反对断言是 a 是一个坏人,并且 a
是一个好人的中介断言是 a 是一个不好并且不坏的人. 

具体地,我们将给出一个 3-值命题中介逻辑,其中, 
• 引入两个一元连接词�和~,其中,~p 是 p 的中介[8],并且�p 是 p 的反对. 

• 引入一个二元连接词→,其语义与传统逻辑的→的语义不同. 
• 定义 3-值语义[9],使得一个赋值 v 是命题变元到{1,0,−1}的一个函数,并且使得 p∨~p∨�p 是永真的. 

• 给出一个 Gentzen-型的推导系统[1,10],使得: 
 可靠性定理成立,即,对任何公式集合Γ和Δ,如果Γ Δ,则 Γ⇒Δ; 
 完备性定理成立,即,对任何公式集合Γ和Δ,如果 Γ⇒Δ,则Γ Δ. 

本文第 1 节定义命题中介逻辑中的基本概念:逻辑语言、中介逻辑的语义和语法.第 2 节给出命题中介逻

辑的推导系统,并证明该推导系统的可靠性定理.第 3 节证明命题中介逻辑的完备性定理.最后一节总结全文.我
们使用的符号是标准的,主要参考文献为文献[1]. 

1   3-值的命题中介逻辑 

命题中介逻辑的逻辑语言包含下列符号: 
• 命题变元:p0,p1,…; 
• 一元逻辑连接词:~,�; 

• 二元逻辑连接词:→. 
公式定义为 

A::=p|~A|�A|A1→A2. 

设 v 是命题变元到 3={1,0,−1}的一个函数,定义: 

~ 1 1

1 1

1 2 1 2

( ),
( ), ~

( ) .
( ),
( ( , ( )),

v p A p
f v A A A

v A
f v A A A
f v A v A A A A→

=⎧
⎪ =⎪= ⎨ =⎪
⎪ = →⎩

� �

如果

如果

如果

如果

 

其中, ~ , ,: 3 3 : 3 3 3f f f→→ × →� ,定义见表 3. 

Table 3 
表 3 

A f~ f�  f→ 1 0 −1 
1 0 −1 1 1 0 −1 
0 1 0 0 1 0 0 
−1 0 1 −1 1 1 1 

因此,我们有表 4. 

Table 4 
表 4 

A ¬A 
1 0 
0 1 
−1 1 

注:下列等价是永真的: 
~~ ,

~ ~ ,
A A A

A A
≡ ∨
≡

�
�
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,A A≡��  
并且对任何赋值 v,v(�~A)≠1.因为∨不是本文的逻辑语言中的符号,这些等价只是与我们的直觉相符. 

类似地,我们有下列等价: 
~ ( ) ( ~ ) (~ ~ ) (~ ),

( ) .
A B A B A B A B

A B A B
→ ≡ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧

→ ≡ ∧
�

� �
 

任给两个公式集合Γ,Δ,定义: 
( ) min{ ( ) : },
( ) max{ ( ) : }.

v v A A
v v A A
Γ Γ
Δ Δ

= ∈
= ∈

 

给定一个序贯δ :=Γ⇒Δ ,我们称 v 满足δ ,记为 v δ ,如果 v(Γ )=1 蕴涵 v(Δ)=1. 
一个序贯δ是永真的,记为 δ ,如果对任何赋值 v,v δ . 

一个序贯δ是原子的,如果每个Γ和Δ中的公式是原子的,或者原子的中介,或者原子的反对. 

2   命题中介逻辑的 Gentzen 系统 

传统的 Gentzen 推导规则是用来消除逻辑符号的(命题逻辑中的连接词、一阶逻辑中的连接词与量词、命

题模态逻辑中的连接词和模态词),一个连接词有左、右两个规则,比如¬的规则为左¬-规则和右¬-规则: 
, ,( ),  ( )

, ,
L RA A

A A
Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ

⇒ ⇒
¬ ¬

¬ ⇒ ⇒¬
. 

这样的推导规则对于 3-值的一元连接词~和�是不合适的,因为 A 与¬A 是互补的,而 A,~A 和 A,�A 均不是

互补的.因此,我们不能使用下列形式的~-规则和�-规则: 
, ,(~ (~

,~ ~ ,
, , ( ),  (

),  );

).
, ,

L R

L R

A A
A A

A A
A A

Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ

⇒ ⇒
⇒ ⇒

⇒ ⇒
⇒ ⇒

� �
� �

 

我们将给出一个推导规则的集合,使得每个规则是对应一个连接词序对.比如,为了给出一个(~,→)的推导

规则(~→L),由→-真假值表的定义,我们有: 
~(A→B)=(A∧~B)∨(~A∧~B)∨(~A∧�B). 

注意,∧,∨不在本文的逻辑语言中. 
由传统的 Gentzen 推导规则,我们有下列推导: 

,~ ( )
,( ~ ) (~ ~ ) (~ )

,( ~ ) ,  ,(~ ~ ) ,  ,(~ )

A B
A B A B A B

A B A B A B

Γ Δ
Γ Δ

Γ Δ Γ Δ Γ Δ

→ ⇒ ,
∧ ∨ ∧ ∨ ∧ ⇒ ,

∧ ⇒ ∧ ⇒ ∧ ⇒ .
�

�
 

下一步推导有两种选择: 
• 一种是 

, ( ~ ) ,  ,(~ ~ ) ,  ,(~ )
, ,~ ,  ,~ ,~ ,  ,~ ,

A B A B A B
A B A B A B

Γ Δ Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ Γ Δ
∧ ⇒ ∧ ⇒ ∧ ⇒ ,

⇒ ⇒ ⇒ .
�

�
 

• 另一种是 
, ( ~ ) ,  ,(~ ~ ) ,  ,(~ )

, ,~ ,~
,~ ,

,  , .
~

 
,

A B A B A B
A A A

B B B

Γ Δ Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ Γ Δ

∧ ⇒ ∧ ⇒ ∧ ⇒ ,

⇒ ⇒⎧ ⎧ ⎧
⎨ ⎨ ⎨
⎩ ⎩ ⎩

⇒
⇒ ⇒ ⇒

�

�
 

由第 1 个选择,我们有下列推导规则: 

1  1 2  2 3  3

1 2 3  1  2  3

, ,~ ,~ ,~ ,~ , (~ ).
, , ,~ ( )

, ,
, ,

LA B A B A B
A B

Γ Δ Γ Δ Γ Δ
Γ Γ Γ Δ Δ Δ
⇒ ⇒ ⇒

→
→ ⇒

�  

由第 2 个选择,我们有下列推导规则: 
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1  1 2  2 3  3
1

1 2 3  1  2  3

1  1 2  2 3  3
2

1 2 3  1  2  3

1  1 2  2 3  3
3

1 2 3  1  2  3

1  1 2

, ,~ ,~ (~ )
, , ,~ ( ) , ,

, ,~ , (~ )
, , ,~ ( ) , ,

, ,~ ,~ (~ )
, , ,~ ( )

,

, ,
,

, ,

, , ,

, , ,

, ,~

L

L

L

A A A
A B

A A B
A B

A B A
A B

A B

Γ Δ Γ Δ Γ Δ
Γ Γ Γ Δ Δ Δ

Γ Δ Γ Δ Γ Δ
Γ Γ Γ Δ Δ Δ

Γ Δ Γ Δ Γ Δ
Γ Γ Γ Δ Δ Δ

Γ Δ Γ

⇒ ⇒ ⇒
→

→ ⇒
⇒ ⇒ ⇒

→
→ ⇒

⇒ ⇒ ⇒
→

→ ⇒
⇒

�

 2 3  3
4

1 2 3  1  2  3

1  1 2  2 3  3
5

1 2 3  1  2  3

1  1 2  2 3  3
6

1 2 3 1 2 3

1  1 2  2 3  3

, (~ )
, , ,~ ( ) , ,

,~ ,~ ,~ (~ )
, , ,~ ( ) , ,

,~ ,~ , (~ )
, , ,~ ( ) , ,

,~

, ,

, , ,

, , ,

~ ,, , ~,

L

L

L

B
A B

B A A
A B

B A B
A B

B B A

Δ Γ Δ
Γ Γ Γ Δ Δ Δ

Γ Δ Γ Δ Γ Δ
Γ Γ Γ Δ Δ Δ

Γ Δ Γ Δ Γ Δ
Γ Γ Γ Δ Δ Δ

Γ Δ Γ Δ Γ Δ

⇒ ⇒
→

→ ⇒
⇒ ⇒ ⇒

→
→ ⇒

⇒ ⇒ ⇒
→

→ ⇒
⇒ ⇒ ⇒

�

�

7
1 2 3  1  2  3

1  1 2  2 3  3
8

1 2 3  1  2  3

,(~ )
, , ,~ ( ) , ,

,~ ,~ , (~ )
, , ,~ (

,
,

, .
) ,

L

L

A B
B B B

A B

Γ Γ Γ Δ Δ Δ
Γ Δ Γ Δ Γ Δ

Γ Γ Γ Δ Δ Δ

→
→ ⇒

⇒ ⇒ ⇒
→

→ ⇒
�

 

类似地,对于(~→R),我们有: 
~ ( ),

( ~ ) (~ ~ ) (~ ),
~ ,

~ ~ , ,
~ ,

, , ~ ,
~ ,

~ , , ~ ,
~ ~ ,

~ , , ,
~

,

,

A B
A B A B A B

A B
A B
A B

A B
A B

A B
A B

A B
A B

Γ Δ
Γ Δ

Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ

Γ Δ Γ Δ
Γ Δ

Γ Δ Γ Δ
Γ Δ

Γ Δ Γ Δ
Γ Δ

⇒ → ,
⇒ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧ ,

⇒ ∧⎧
⎪ ⇒ ∧⎨
⎪ ⇒ ∧⎩
⇒ ⇒⎧

⎪ ⇒ ∧⎪
⎪ ⇒ ⇒
⎨

⇒ ∧⎪
⎪ ⇒ ⇒
⎪

⇒ ∧⎩

�

�

�
�

 

以及下列推导规则: 

1

2

3

, , ~ , (~ )
~ ( ),

~ , , ~ , (~ )
 ~ ( ),

~ , , , (~ )
~ ( ),

,

,

.

R

R

R

A B
A B

A B
A B

A B
A B

Γ Δ Γ Δ
Γ Δ

Γ Δ Γ Δ
Γ Δ

Γ Δ Γ Δ
Γ Δ

⇒ ⇒
→

⇒ →
⇒ ⇒

→
⇒ →

⇒ ⇒
→

⇒ →
�

 

为简单起见,我们将用第１个选择. 
命题中介逻辑的 Gentzen 推导系统包含下列公理和推导规则: 
• 公理 

, , ,
,~ ~ , ,
, , ,
, ,~ ,
, , ,

,~ , ,
,~ , , .

p p
p p
p p

p p
p p
p p
p p p

Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ

⇒
⇒
⇒

⇒
⇒
⇒

⇒

� �

�
�

�
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• 一元连接词的推导规则 

1

2

, , , (~~ ),
,~~
,~ (~ ),

,~
, ( ),

,
, (~~ )

~~ ,
, (~~ )

~~ ,
~ , (~ ),

~ ,
,

,

)

,

( .
,

L

L

L

R

R

R

R

A A
A

A
A

A
A
A

A
A
A
A
A

A
A

Γ Δ Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ

Γ Δ
Γ Δ

Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ

Γ Δ

⇒ ⇒
⇒
⇒
⇒

⇒
⇒

⇒
⇒
⇒
⇒
⇒
⇒
⇒

⇒

�

�
�

��
��

�

�
�

��
��

 

注:不存在以下类型的推导规则,因为�~A 是不可满足的: 
, ,( ~ ), ( ~ ),

, ~ ~ ,
,~ ~ ,( ~ ), ( ~ ),

, ~ ~ ,
, ,( ~ ), ( ~ ).

, ~ ~ ,

L R

L R

L R

A A
A A

A A
A A

A A
A A

Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ

⇒ ⇒
⇒ ⇒
⇒ ⇒
⇒ ⇒
⇒ ⇒
⇒ ⇒

� �
� �

� �
� �
� �� �
� �

 

• 一个一元连接词和一个二元连接词的推导规则 
 二元连接词→ 

1 1 2 2

1 2 1 2

1

2

, , ( ),
, , ,

,
,

 , (

,

.
,

) ,

)

(

L

R

R

A B
A B

A
A B

B
A B

Γ Δ Γ Δ
Γ Γ Δ Δ

Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ

Γ Δ

⇒ ⇒
→

→ ⇒
⇒

→
⇒ →
⇒

→
⇒ →

�

�  

 一元连接词~和二元连接词→ 

1  1 2  2 3  3

1 2 3  1  2  3

1  1 2  2
1

1 2  1  2

1  1 2  2
2

1 2  1  2

1  1 2  2

1 2  1  2

, ,~ ,~ ,~ ,~ , ,
, , ,~ ( ) , ,

, ~ , (~ )
, ~ ( ), ,

~ , ~ , (~ )
, ~ ( ), ,

~ ,

, , (~ )

, ,

,

,
, ~ ( ), ,

,

,

L

R

R

A B A B A B
A B

A B
A B

A B
A B

A B
A B

Γ Δ Γ Δ Γ Δ
Γ Γ Γ Δ Δ Δ

Γ Δ Γ Δ
Γ Γ Δ Δ
Γ Δ Γ Δ
Γ Γ Δ Δ
Γ Δ Γ Δ
Γ Γ Δ Δ

⇒ ⇒ ⇒
→ ⇒

⇒ ⇒
→

⇒ →
⇒ ⇒

→
⇒ →

⇒ →

→

⇒ ⇒
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 一元连接词�和二元连接词→ 
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2

1  1 2  2

1 2  1  2

,, ( )
, ( )

, , ( ).
, ( ), ,

,

L

R

B
A B

A B
A B

Γ Δ
Γ Δ

Γ Δ Γ Δ
Γ Γ Δ Δ

⇒
→

→ ⇒
⇒ ⇒

→
⇒ →

� �
�

� �
�

 

注:推导规则(~→L)与(~→R)直观地来自下列分析: 
由→的真假值表,我们有: 

~(A→B)=(A∧~B)∨(~A∧~B)∨(~A∧�B). 

为了推导Γ,~(A→B)⇒Δ,我们需要推导: 
Γ,A∧~B⇒Δ, Γ,~A∧~B⇒Δ, Γ,~A∧�B⇒Δ. 

i.e., 
Γ,A,~B⇒Δ, Γ,~A,~B⇒Δ, Γ,~A,�B⇒Δ. 

对偶地,为了推导Γ⇒~(A→B),Δ,我们需要推导以下形式之一: 
~ , ;

~ ~ , ;
~ , .

A B
A B
A B

Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ

⇒ ∧
⇒ ∧
⇒ ∧ �

 

i.e., 
, , ~ , ;

~ , , ~ , ;
~ , , , .

A B
A B
A B

Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ
Γ Δ Γ Δ

⇒ ⇒
⇒ ⇒
⇒ ⇒�

 

定义 1. 一个序贯Γ⇒A 是可证的,记为Γ A,如果存在一个序贯序列{Γ 1⇒A1,…,Γ n⇒An},使得Γn⇒An:=Γ⇒ 

A,并且对每个 1≤i≤n,Γ i⇒Ai 是由前面的序贯和一个推导规则推导得出的. 
定理 1(可靠性定理). 如果Γ A,则 Γ⇒A. 

证明:我们证明每个公理是永真的,并且每个推导规则保持永真性. 
为了验证公理的永真性,假设对任何赋值 v,v Γ ,~p,则 v ~p,并且 v ~p,Δ.其他公理也类似. 

为了验证(~~L)保持永真性,假设对任何赋值 v,v Γ ,A 蕴涵 v Δ;并且对任何赋值 v,v Γ ,�A 蕴涵 v Δ.注意:

对任何赋值 v,v ~~A 当且仅当 v A 或者 v �A.因此,对任何赋值 v,如果 v Γ ,~~A,那么:(1) 如果 v A,则由假

设,v Δ;(2) 如果 v �A,则由假设,v Δ.其他一元连接词的规则也类似. 

为了验证(~→L)保持永真性,假设对任何赋值 v: 
• v Γ 1,A,~B 蕴涵 v Δ1; 
• v Γ 2,~A,~B 蕴涵 v Δ2; 

• v Γ 3,~A,�B 蕴涵 v Δ3. 

对任何赋值 v,假设 v Γ 1,Γ 2,Γ 3,~(A→B),则 

(v A & v ~B)或者(v ~A & v B)或者(v ~A & v �B). 

即 v A,~B 或者 v ~A,B,或者 v ~A,�B.因此,v Γ 1,A,~B,或者 v Γ 2,~A,B,或者 v Γ 3,~A,�B;而由假设,v Δ1,或者

v Δ2,或者 v Δ3,因此,v Δ1,Δ2,Δ3. 

类似地,验证规则(~→R). 
为了验证(�→R)保持永真性,假设对任何赋值 v,v Γ 1 蕴涵 v A,Δ1;并且 v Γ 2 蕴涵 v �B,Δ2.对任何赋值 v,假

设 v Γ 1,Γ 2.如果 v A 并且 v �B,则 v �(A→B),并且 v �(A→B),Δ1,Δ2;如果 v A,则 v Δ1,v �(A→B),Δ1,Δ2;如果

v �B,则 v Δ2,v �(A→B),Δ1,Δ2. 

其他推导规则也类似. □ 
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3   命题中介逻辑的完备性定理 

定理 2(完备性定理). 如果 Γ⇒A,则Γ A. 

证明:设δ :=Γ⇒A.我们将定义一棵树 T(δ ),称为δ的推导树.由此,我们可以得到δ的一个证明,或者证明δ的
非永真性. 

δ的推导树 T(δ )在每个节点包含一个序贯,其构造如下: 
步骤 0. T0(δ )={δ}. 
步骤 k(k>0). Tk(δ )分情况定义如下: 
• 情况 0: 如果Γ⇒Δ是一个公理,该节点Γ⇒Δ为树叶; 
• 情况 1: Tk−1(δ)的每个最顶端的序贯Γ⇒Δ是一个公理,则停止; 
• 情况 2: 不是情况 1.Tk(δ )定义如下(设Γ⇒Δ是目前最顶端的序贯): 

 子情况(~~L):设~~A1,…,~~An 是Γ中的所有公式,其最外层的逻辑符号为~~,并且在前面步骤中没 
 有被(~~L)用到,则对任何{1,…,n}的任何划分{I1,I2},将Γ ,Ai:i∈I1,�Ai:i∈I2⇒Δ放在Γ⇒Δ上.我们称一 

 个(~~L)归约已应用于~~A1,…,~~An. 
 子情况(~~R):设~~A1,…,~~An 是Δ中的所有公式,使得其最外层的逻辑符号为~~,并且在前面步骤 
 中没有被(~~R)用到,则将Γ⇒A1,�A1,…,An,�An,Δ放在Γ⇒Δ上.我们称一个(~~R)归约已应用于 

 ~~A1,…,~~An. 
 子情况(~,�L):设~�A1,…,~�An 是Γ中的所有公式,使得其最外层的逻辑符号为~�,并且在前面步骤

中没有被(~�L)用到 ,则将Γ ,~A1,…,~An⇒Δ放在Γ⇒Δ上 .我们称一个(~�L)归约已应用于~�A1,…, 

~�An. 

 子情况(~�R):设~�A1,…,~�An 是Δ中的所有公式,使得其最外层的逻辑符号为~�,并且在前面步骤

中没有被(~�R)用到 ,则将Γ⇒~A1,…,~An,Δ放在Γ⇒Δ上 .我们称一个(~�R)归约已应用于~�A1,…, 

�An. 

 子情况(��L):设��A1,…,��An 是Γ中的所有公式,使得其最外层的逻辑符号为��,并且在前面步骤

中 没 有 被 (��L) 用 到 , 则 将 Γ ,A1,…,An⇒Δ放 在 Γ⇒Δ上 . 我 们 称 一 个 (��L) 归 约 已 应 用 于

��A1,…,��An. 

 子情况(��R):设��A1,…,��An 是Δ中的所有公式,使得其最外层的逻辑符号为��,并且在前面步骤

中 没 有 被 (��R) 用 到 , 则 将 Γ⇒A1,…,An,Δ放 在 Γ⇒Δ上 . 我 们 称 一 个 (��R) 归 约 已 应 用 于

��A1,…,��An. 

 子情况(→L):设 A1→B1,…,An→Bn 是Γ中的所有公式,使得其最外层的逻辑符号为→,并且在前面步 
 骤中没有被(→L)用到,则对任何{1,…,n}的任何划分{I1,I2},将Γ ,�Ai:i∈I1,Bi:i∈I2⇒Δ放在Γ⇒Δ 

 上.我们称一个(→L)归约已应用于 A1→B1,…,An→Bn. 
 子情况(→R):设 A1→B1,…,An→Bn 是Δ中的所有公式,使得其最外层的逻辑符号为→,并且在前面步 
 骤中没有被(→R)用到,则将Γ⇒�A1,~B1,…,�An,~Bn,Δ放在Γ⇒Δ上.我们称一个(→R))归约已应用于 

 A1→B1,…,An→Bn. 
 子情况(~→L):设~(A1→B1),…,~(An→Bn)是Γ中的所有公式,使得其最外层的逻辑符号为~→,并且在

前面步骤中没有被(~→L)用到,则对任何{1,…,n}的任何划分{I1,I2,I3},将Γ,Ai,~Bi:i∈I1,~Ai,~Bi:i∈I2, 
 ~Ai,�Bi:i∈I3⇒Δ放在Γ⇒Δ上.我们称一个(~→L)归约已应用于~(A1→B1),…,~(An→Bn). 

 子情况(~→R):设~(A1→B1),…,~(An→Bn)是Δ中的所有公式,使得其最外层的逻辑符号为~→,并且在 

 前面步骤中没有被(~→R)用到,则将 1 2 3 1 2 3
1 1 1, , ,..., , , ,n n nC C C C C CΓ Δ⇒ 放在Γ⇒Δ上.其中,对于 ,i n≤  

 1 2{ ,~ }, {~ ,~ },i i i i i iC A B C A B∈ ∈ 且 3 {~ , }.i i iC A B∈ � 我们称一个(~→R)归约已应用于 
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~(A1→B1),…,~(An→Bn). 
 子情况(�→L):设�(A1→B1),…,�(An→Bn)是Γ中的所有公式,使得其最外层的逻辑符号为�→,并且

在前面步骤中没有被(�→L)用到,则将Γ⇒A1,�B1,…,An,�Bn,Δ放在Γ⇒Δ上.我们称一个(�→L)归约

已应用于�(A1→B1),…,�(An→Bn). 

 子情况(�→R):设�(A1→B1),…,�(An→Bn)是Δ中的所有公式,使得其最外层的逻辑符号为�→,并且

在前面步骤中没有被(�→R)用到,则将Γ⇒C1,…,Cn,Δ放在Γ⇒Δ上.其中,Ci∈{Ai,�Bi}.我们称一个

(�→R)归约已应用于�(A1→B1),…,�(An→Bn). 

这样,通过上面的归约过程得到的所有序贯集合,在出现的先后次序下构成δ的归约树,记为 T(δ ).T(δ )中的

一个序贯序列δ 0,…,δ n 称为一个树枝,如果δ 0=δ ,并且每个δ i+1 是直接在δ i 上. 
给定一个序贯δ ,如果 T(δ )的每个树枝的树叶,其上的序贯是一个公理,则很容易构造一个δ的证明;否则,存

在一个 T(δ )的树枝σ =δ 1,…,δ n,使得没有规则可用于δ n,并且δ n=Γ n⇒Δn 不是一个公理.设: 

 

  

{ : , },

{ : , }.
i i i

i i i

Γ φ φ Γ Γ Δ σ

Δ φ φ Δ Γ Δ σ

= ∈ ⇒ ∈

= ∈ ⇒ ∈

∪
∪

 

我们定义一个赋值,使得每个公式φ Γ∈∪ 为真,而每个公式φ Δ∈∪ 不为真. 

定义赋值 v,使得对任何命题变元 p: 
• v(p)=1 当且仅当 ;p Γ∈∪  

• v(p)=0 当且仅当 ~ ;p Γ∈∪  

• v(p)=−1 当且仅当 .p Γ∈� ∪  

对公式 A 的结构作归纳,我们证明:(i) 如果 ,A Γ∈∪ 则 v A;并且(ii) 如果 ,A Δ∈∪ 则 v A. 

• 情况 1 2~ .( )A A A Γ= → ∈∪  

设β是长度最小的δ的截断,使得对某个Γ′和Δ′,β:=Γ ′,~(A1→A2)⇒Δ′,则存在一个δ的截断γ ,使得β是γ的一个

截断,并且γ是以下形式之一: 

1 2

1 2

1 2

, ,~ ;
,~ ,~ ;
,~ , .

A A
A A
A A

Γ Δ
Γ Δ
Γ Δ

′ ′⇒
′ ′⇒
′ ′→�

 

设γ =Γ ′,~A1,~A2⇒Δ′,由归纳假设,v Γ ′,v Γ ′,~A1,~A2 并且 v Δ′.由可满足的定义,v Γ ′,~(A1→A2)并且 v Δ′. 
• 情况 1 2~ ( ) .A A A Δ= → ∈∪  

设β是长度最小的σ的截断,使得对某个某个Γ′和Δ′,β :=Γ′,~(A1→A2)⇒Δ′,则存在σ的截断γ 1,γ 2,γ 3,使得β是
γ 1,γ 2,γ 3 的一个截断,并且γ 1:=Γ ′⇒C1,Δ′;γ 2:=Γ ′⇒C2,Δ′和γ 3:=Γ ′⇒C3,Δ′,其中, 

1 1 2

2 1 2

3 1 2

{ ,~ },
{~ ,~ },
{~ , }.

C A A
C A A
C A A

∈
∈
∈ �

 

由归纳假设,v Γ ′并且 v C1,Δ′;v C2,Δ′;v C3,Δ′.i.e.,v ~(A1→A2),Δ′. 

类似地可证明其他情况. □ 

4   结束语 

本文我们给出了一个命题中介逻辑和一个 Gentzen 推导系统,使得对于命题中介逻辑的 3-值语义,可靠性

定理和完备性定理成立. 
是否存在一个命题中介逻辑的 2-值的可靠和完备 Gentzen 推导系统,是一个值得考虑的问题. 
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