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摘  要: 基于扩展规则的定理证明方法在一定意义上是与归结原理对偶的方法,通过子句集能否推导出所有极大

项来判定可满足性.IER(improved extension rule)算法是不完备的算法,在判定子句集子空间不可满足时,并不能判定

子句集的满足性,算法还需重新调用 ER(extension rule)算法,降低了算法的求解效率.通过对子句集的极大项空间的

研究,给出了子句集的极大项空间分解后子空间的求解方法.通过对扩展规则的研究,给出了极大项部分空间可满足

性判定方法 PSER(partial semi-extension rule).在 IER 算法判定子空间不可满足时,可以调用 PSER 算法判定子空间

对应的补空间的可满足性,从而得到子句集的可满足性,避免了不能判定极大项子空间可满足性时需重新调用 ER
算法的缺点,使得 IER 算法更完备.在此基础上,还提出 DPSER(degree partial semi-extension rule)定理证明方法.实验

结果表明:所提出的 DPSER 和 IPSER 的执行效率较基于归结的有向归结算法 DR、IER 及 NER 算法有明显的提高. 
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Abstract:  The extension rule based theorem proving methods are inverse methods to resolution in a sense that they check the 
satisfiability by determining whether all the maximum terms of the clause set can be deduced. IER (improved extension rule) algorithm is 
incomplete as it cannot determine the satisfiability of the clause set when the subspace of the clause set is unsatisfiable. In this condition, 
calling ER (extension rule) algorithms is still needed. After a thorough investigation on the maximum terms space of the clause set, this 
paper develops a decomposition method for decomposing the maximum terms space of the clause set. The study on extension rule also 
results in the PSER (partial semi-extension rule) algorithm for determining the satisfiability of a partial space of the maximum terms. 
When the IER determines the subspace is unsatisfiable, PSER can be used to determine the satisfiability of the complementary space, 
thereby, the satisfiability of the clause set can be obtained. Based on the above progress, this paper further introduces DPSER (degree 
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partial semi-extension rule) theorem proving method. Results show that the proposed DPSER and IPSER outperform both the directional 
resolution algorithm DR and the extension rule based algorithms IER and NER. 
Key words:  theorem proving; propositional logic; extension rule; satisfiability problem 

20 世纪 50 年代以来,定理证明研究的兴起,拉开了人工智能研究的序幕,并且一直是人工智能的核心技术

和最具挑战性的研究方向之一,被公认为硕果累累[1−3]的研究分支之一.自动推理的发展,深刻地影响着人工智

能以及计算机科学的其他研究方向,无论是在硬件校验还是在软件验证中,自动推理都是最重要的方法.IBM, 
Intel,AMD 等国际知名硬件厂商普遍采用基于自动推理的硬件校验技术.在模型诊断领域,Grastien 等人[4,5]也将

离散事件系统的基于模型的诊断问题转换为定理证明问题进行求解.在智能规划研究领域中, SATPLAN 和

BLACKBOX 等智能规划系统通过将规划问题转换为自动推理问题,在近年来的国际智能规划竞赛中获得了多

项冠军[6,7].在验证领域中,PVS[8]验证系统已经应用到许多领域中,包括宇宙飞船部分控制系统规格说明的验证

和建筑的调度及诊断算法的验证.Bruno 等人[9]开发的 Proverif 使用基于归结方法进行逆向搜索的安全协议模

型检测器,并且不限制并行会话的数量;David 等人开发的 OFMC 和 Yannick 等人开发的 CL-Atse[10]将归结方法

和约束求解方法相结合,用来对工业级安全协议进行高效验证;Alessandro 等人开发的 SATMC[11]将 SAT 方法与

规划图相结合用来验证工业级安全协议,同时可以处理规模较大的问题.NASA 也使用定理证明保证由高级规

格说明和自动生成实现的航天软件的功能正确性和安全性.定理证明问题研究领域的成功,直接或间接促进了

其他研究领域的发展.对于很多 NP 完全问题,一般都存在定理证明问题的多项式归约,所以基于定理证明的求

解方法都会有显著效果. 
定理证明中常用的方法主要有基于归结的方法[12−14]、自然演绎法[15]、基于表的方法[16]等.基于归结原理

的方法以空子句不可满足为基础,如果一个子句集能够推导出空子句,就说该子句集不可满足;基于扩展规则[17]

的方法则以所有的极大项组成的子句集不可满足为基础,如果一个子句集能够推导出所有极大项组成的子句

集,就说该子句集不可满足.因此,基于扩展规则的定理证明方法在一定意义上是与归结原理对偶的方法.基于

扩展规则的定理证明方法已经得到了许多相关研究人员的重视,并取得了较好的成果:将扩展规则改进应用到

模态逻辑的自动定理证明中[18];将扩展规则方法用于模型计数(model counting)问题[19],结合扩展规则的知识编

译方法 [20];对基于扩展规则方法进行改进 ,提出 NER,MCN-MO-KCER 和 IBOHMH_IER 等系列算法 [21−23]; 
Murray[24]将扩展规则方法用于基于知识编译的目标语言生成中,并且取得了较好的结果. 

文献[17]中,基于扩展规则算法的思想是:通过子句集能否推导出所有极大项来判定可满足性,并采用容斥

原理计算子句集可扩展的极大项的个数,并将其与所有极大项的个数进行比较来判断子句集是否可满足,这样

做解决了指数级的空间需求问题.算法中虽然利用容斥原理计算子句集扩展出的极大项个数,减小了算法的空

间需求,但是其时间复杂性仍然是指数级的,严重影响该类算法的执行效率.为了提高效率,文献[17]中同时给出

了改进的扩展规则 IER 方法,思想是:先运行一个高效但并不完备的算法,希望多数问题能被这个高效的算法所

解决;对于解决不了的问题,再重新调用原来完备的算法.高效的方法先搜索该空间的一个子空间,若在这个子

空间上存在极大项不能由子句集扩展得到,则显然在整个空间上也存在极大项不能被扩展出来,于是判定子句

集可满足;否则,如果子空间所有极大项都被扩展出来,此时不能判定子句集的满足性.因为在子空间的补空间

的极大项是否能都被扩展出来还无法判定,所以这时再调用原来的 ER 算法. 
为了避免 IER 算法在不能判定子句集的满足性时需重新调用原来 ER 算法的缺点,本文给出了子句集的极

大项空间分解后子空间的求解方法,并给出了极大项部分空间可满足性的判定方法 PSER.当使用 IER 算法判定

得到子空间上所有极大项都被扩展出来,即,不能判定子句集的可满足性时,使用 PSER 算法判定子空间对应的

补空间的可满足性.若补空间中有极大项不能由子句集扩展得到,则子句集可满足;若补空间的所有极大项都能

由子句集扩展得到,则子句集不可满足.本文提出的 PSER 算法使 IER 算法完备,满足了先在子空间判定满足性,
如得不到判定结果,然后在补空间上判定,最后得到子句集的可满足性. 

在此基础上,我们还提出了 DPSER 算法,将 MOM 启发式策略用于限定搜索子空间的子句 C 的选择,利用子

句集的信息选择子句 C,可以得到更适合该问题的子空间.使用 PSER 方法对选定的子空间进行判定,对可满足
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的问题可以直接返回结果“SAT”,不可满足的问题再调用 PSER 算法对补空间进行判断,从而减少了问题的判定

时间. 

1   基于扩展规则的方法 

首先给出扩展规则的相关定义. 
定义 1[17]. 对于一个子句集 Y,M(|M|=m)是其中所有原子的集合.对于一个子句 C,C∈Y,D={C∨A,C∨¬A| 

A∈M,且 A 和¬A 都不在 C 中出现}.把从 C 到 D 的推导过程叫做扩展规则,把 D 称做 C 应用扩展规则的结果. 
定理 1[17]. 子句 C 和它扩展后的结果 D 是等价的. 
该定理保证了应用扩展规则后的子句集和原子句集等价,因此,扩展规则可以被看作是一条推理规则. 
定义 2[25]. 一个非重言式子句是集合 M 上的极大项当且仅当它包含集合 M 上的所有原子或其否定. 
定理 2[17]. 给定一个子句集 Y,它其中所有原子的集合是 M(|M|=m),若 Y 中的子句都是 M 上的极大项,则子

句集 Y 不可满足当且仅当 Y 含有 2m 个互不相同的子句. 
如果要判定一个子句集的可满足性,首先用扩展规则把原来的子句集扩展成和它等价的极大项组成的子

句集合,再由定理 2:若扩展后的子句集里有 2m 个互不相同的子句,则子句集不可满足;否则,子句集可满足.这个

过程叫做基于扩展规则的定理证明方法. 
例 1:为了证明子句集 Y={A∨B,¬B,¬A∨B}是不可满足的,下面分别给出基于归结和扩展规则方法求解过程: 
(1) 归结方法.A∨B 和¬A∨B 归结出 B,然后再和¬B 归结出空子句,得子句集不可满足. 
(2) 扩展规则方法.用¬B 扩展出 A∨¬B 和¬A∨¬B,与原有的 A∨B 和¬A∨B 共同构成由 A 和 B 两个原子组

成的所有极大项的集合,从而子句集不可满足. 
显然,由 m 个原子组成的所有极大项的集合一定包含 2m 个子句,所以只需计算一个子句集能够扩展出的极

大项的数目就能判定它的可满足性,而计算一个子句集能够扩展出的极大项数目可以使用如下包含排斥原理: 
定理 3[25](包含排斥原理). 集合 A1,A2,…,An 并集的元素个数可以用如下公式计算: 

1
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i i j n
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定理 4[17]. 两个子句扩展出的极大项集合不含交集当且仅当这两个子句含有互补对. 
给定子句集 Y={C1,C2,…,Cn},M 是其原子集合,且|M|=m,记 Pi 为 Ci 扩展出的所有极大项的集合,i=1,…,n.令

S 为 Y 能扩展出的所有极大项集合的元素个数,则: 
S=|P1∪P2∪…∪Pn|. 

由包含排斥原理易得: 
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Ci 中已含有|Ci|个原子,在扩展极大项时,剩余的 m−|Ci|个原子可以为正或为负,所以|Pi|扩展出来的极大项数 

目是 | |2 im C− 个.根据定理 4,两个子句扩展出的极大项不含交集当且仅当它们含有互补对.因此当两个子句 Ci,Cj

含互补对时,|Pi∩Pj|扩展出来的极大项数目是 0;否则为
| |2 i jm C C− ∪ .其余项的计算方法依此类推. 

例 2:利用公式(1)判定子句集 X={A∨¬B∨C,A∨¬C,¬A}的可满足性. 
计算 X 能扩展出的极大项子句数目:S=20+21+22−0−0−0+0=7,由于 7<23,子句集 X 可满足. 
一般情况下,ER 算法中使用包含排斥原理计算极大项个数,算法的复杂性是指数级的,效率比较低.如果子

句集中任意两个子句都含互补对,即,从第 n+1 项开始所有的项都为 0,则只需要计算公式(1)的前 n 项就可得到

子句集的可满足性,此时,ER 算法的效率会很高;当子句集中任意两个子句都含互补对时,使用基于归结的方法
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效率比较低,因为有很多归结需要做.因此,基于扩展规则的方法在一定程度上是与基于归结原理对偶的方法.
当一个子句集中的任意两个子句都不含互补对,ER 算法需要计算所有的 2n−1 项才能判定子句集的可满足性,
此时,ER 算法效率低下;然而,基于归结的方法不需要任何归结就可以判定它的可满足性. 

文献[17]中还给出一种更高效的算法 IER,在完备的算法前先运行一种高效的但并不完备的算法,希望多数

的问题能够被这种高效的算法解决,如果解决不了,再重新调用原来完备的算法.在 IER 算法中搜索子句集空间

的一个子空间,如果在这个子空间上就有极大项不能被扩展出来,则在整个空间上必有极大项不能被扩展出来,
也就是说子句集可满足;否则,在子空间上不能判定该子句集的可满足性,我们再重新调用原来的 ER 算法.下面

给出 IER 算法. 
令子句集 Y={C1,C2,…,Cn},其原子的集合为 M 且|M|=m,C 是任意一个 M 上的子句. 
Function IER(). 
1. BEGIN 
2. Y′←Y 
3. For each P∈Y′ 
4. If Complement(C,P) Then Y′←Y′−P 
5. If ER(Y′)==SAT 
6.   Return SAT 
7. Else 
8.   Return ER(Y) 
9. END 
输入的子句 C相当于一个过滤器,用于限定极大项的子空间,所有与 C含互补对的子句都被删除.因此,实际

的搜索空间也被限定.子句 C 使得算法 IER 非常灵活,如果输入的子句 C 为单元子句 A,那么实际上是在所有 A
为正的极大项组成的空间中进行搜索;如果输入的子句 C 为¬A∨¬B,则实际上是在所有 A 为负、B 为负的极大

项组成的空间中进行搜索. 
上面给出的 IER 算法在不能判定子句集的满足性时,需重新调用原来的 ER 算法,因此影响了算法的效率.

此时,我们应对子句集的子空间对应的补空间进行可满足性判定,从而得到子句集的可满足性.如果子句集的补

空间是可满足的,则子句集是可满足的;否则,子句集是不可满足的.下面给出了子句集的极大项空间分解后子

空间的求解方法和极大项部分空间可满足性的判定方法(PSER). 

2   求解部分空间的可满足性 

2.1   极大项部分空间求解方法 

首先给出子句集的极大项空间分解后子空间的求解方法的相关定义和算法. 
定义 3. 对于 M={V1,V2,…,Vm},则 M 对应的 2m 个极大项为{¬V1∨¬V2∨…∨¬Vm−1∨¬Vm,¬V1∨¬V2∨…∨ 

¬Vm−1∨Vm,…,V1∨V2∨…∨Vm−1∨¬Vm,V1∨V2∨…∨Vm},并记每个极大项对应编号为 mt(1),mt(2),…,mt(2m−1),mt(2m). 
定义 4. 给定子句集 Y={C1,C2,…,Cn},M 是其原子集合且|M|=m,称 M 的极大项空间为 MT(M),称子句 C 对

应的极大项的子空间为 MTS(C),称 MT(M)−MTS(C)为子句 C 对应的极大项子空间的补空间,并记为 MTR(C). 
为了方便求解极大项子空间,我们调用 Reorder(C,Y)算法对子句集的每个子句中原子出现的顺序根据 C 中

原子的顺序进行调整,使得在子句 C 中出现的原子全部排在其他原子的左端. 
Function Reorder(C,Y). 
1.   BEGIN 
2.   For each P∈Y 
3. For each Li∈C 
4.   If Li∉P Then Li←Not(Li) 



 

 

 

2254 Journal of Software 软件学报 Vol.26, No.9, September 2015   

 

5.   P←P−Li 
6.   P←Li∪P 
7.   END 
根据定义 1,对子句 C 应用扩展规则,C 可扩展出 2m−|C|个极大项.进而 MTS(C)={mt(si)|si∈{f+1,f+2,…, 

f+2m−|C|}},其中,f 为 MTS(C)的第 1 个极大项.进而我们可以得到: 
MTR(C)={mt(ri)|ri∈{1,2,…,f,f+2m−|C|+1,f+2m−|C|+2,…,2m}},MT(M)={mt(i)|i∈{1,2,…,2m}}. 

例 3:设 M={V1,V2,V3},C=V2∨¬V3,则 MTS(C)={V2∨¬V3∨¬V1,V2∨¬V3∨V1},MTR(C)={¬V2∨¬V3∨¬V1,¬V2∨ 
¬V3∨V1,¬V2∨V3∨¬V1,¬V2∨V3∨V1,V2∨V3∨¬V1,V2∨V3∨V1}.我们也可以记为 MTS(C)={mt(si)|si∈{5,6}},MTR(C)= 
{mt(si)|si∈{1,2,3,4,7,8}}. 

下面给出计算子句 C 对应的第 1 个极大项 mt(f)中 f 的算法. 
Function FirstMTS(C,M). 
1. BEGIN 
2.   f←1; 
3.   For each Ci∈C 
4.     If (Ci 为正文字) f←f+2(m−i) 

5.   Return f 
6. END 
算法 FirstMTS 求出 MTS(C)的第 1 个极大项的编号 f,则可以得到 MTS(C)和 MTR(C). 

2.2   求解部分空间可满足性的方法 

为了避开 ER 算法中容斥原理的复杂的求解过程,文献[21]给出了一种基于扩展规则的定理证明算法 NER.
该算法按照一定次序判断极大项是否可由子句集中子句扩展得到:若存在极大项不可被扩展,则子句集可满足;
否则,若所有极大项均可被扩展,则子句集不可满足.这样无需求出子句集可扩展的极大项个数,而是通过判断

极大项是否可由子句集中子句扩展,进而判断子句集的可满足性.在此基础上,我们提出 PSER 算法,通过判断极

大项子空间中所有极大项是否可由子句集中子句扩展,进而判断极大项子空间的可满足性. 
定义 5. M={V1,V2,…,Vm},m=|M|.设子句 C=Li∨…∨Lj…∨Ld,Li 为 Vi 对应的文字,1≤i≤j≤d≤m,称 d 为子句 C

的度.Y={C∨Vk,C∨¬Vk|d≤k≤m},把从 C 到 Y 中元素的推导过程叫做半扩展规则,D 中的元素叫做应用半扩展规

则的结果. 
命题 1. 根据定义 5,对 C 应用半扩展规则时,剩余的 m−d 个文字可以为正或者为负,所以 C 可半扩展出 2m−d

个子句. 
例 4:设 M={V1,V2,V3},C=V2,m=|M|,则对子句 C 应用半扩展规则得到的结果为{V2∨¬V3,V2∨V3};对子句 C 应

用扩展规则得到的结果为{¬V1∨V2∨¬V3,¬V1∨V2∨V3,V1∨V2∨¬V3,V1∨V2∨V3}.也就是说:对子句 C 应用半扩展规

则,可半扩展出 2m−d 个子句;而对子句 C 应用扩展规则,可扩展出 2m−|C|个子句.其中,d 为子句 C 的度,|C|为子句的

文字的个数. 
PSER 算法思想:按照一定次序判断极大项部分空间中极大项是否可由子句集中子句扩展得到:若存在一

个极大项不可由子句集中子句扩展得到,则极大项部分空间可满足;若所有极大项都可由子句集中子句扩展得

到,则极大项部分空间不可满足.并且在算法判断某个极大项可由子句扩展时,则基于此子句半扩展出的极大项

都不必再判断是否可由子句集中子句扩展,因此有效地缩小了判断可被扩展的极大项个数. 
命题 2. 设子句 C1和 C2的度分别为 d1和 d2,d1<d2.根据命题 1,C1和 C2可半扩展出的子句是由 m−d1和 m−d2

个原子为正或者为负得到的,所以 C2 可半扩展出的子句是 C1 可扩展出子句的子集. 
根据命题 2,在判断极大项子句是否可以由子句扩展得到时,要先判断是否可由度较小的子句扩展得到,从

而不产生不同子句半扩展出的极大项子句集的交集,同时避免了使用包含排斥原理去计算子句可半扩展子句

的个数.为了先判断子句集中度较小子句,我们先对子句集按子句的度由小到大进行排序.对子句集按度的大小
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排序后,不仅避免了包含排斥原理计算过程,同时加速了极大项子句的遍历速度,因为度较小的子句可半扩展出

的子句个数较多. 
Function PSER(CNF:Y,starti,endi). 
1.  BEGIN 
2.    i←starti; Y←DegreeSort(Y); 
3.    While (i<endi) 
4.      BEGIN 
5.        T←getMaxTerm(i); 
6.    If Expand(Y,T)==False 
7.      Then Return SAT; 
8.      Else If (d<m) i←i+2m−d−1 
9.    i++; 
10.     END 
11.   Return UNSAT; 
12. END 
在算法 PSER 中,首先,i 从 strati 开始循环递增,每循环一次调用函数 getMaxTerm,该函数按照一定次序得到

对应 Y 的原子集合 M 的第 i 个极大项 T,然后调用函数 Expand 判断 T 是否可以由子句集 Y 扩展. 
• 如果函数返回 False,则说明当前极大项不可被 Y 扩展,即,极大项部分空间可满足,算法 PSER 返回 SAT; 
• 如果第 i 个极大项 T 可被子句扩展,根据命题 1,则从第 i+1 到 i+2m−d−1 个极大项都可由此子句半扩展.

继续下一次循环时,从第 i+2m−d 个极大项开始.如果对于所有极大项函数 Expand 均返回 True,即,Y 可扩

展所有极大项,则极大项部分空间不可满足,算法 PSER 返回 UNSAT. 
定理 5[21]. 给定一个子句集 Y={C1,C2,…,Cn},M 是其原子的集合且|M|=m.关于 M 的一个极大项 T=L1∨ 

L2∨…∨Lm 可由子句 C=Li∨…Lj∨…∨Lk,1≤i≤j≤k≤m 扩展当且仅当{Li…,Lj…,Lk}⊆{L1,L2,…,Lm}. 
根据定理 5,我们给出判断极大项 T 是否可由子句集 Y 扩展的算法 Expand.算法的输入为子句集 Y 和极大

项 T.若极大项 T 可以被子句集 Y 扩展,算法返回 True;否则,返回 False. 
Function Expand(CNF:Y,MaxTerm:T). 
1.  BEGIN 
2.    For each clause C∈Y do 
3.    BEGIN 
4.      If C⊆T Then 
5.        d←max(C); 
6.        return True; 
9.    END 
10.   Return False; 
11. END 
算法的具体流程是:对于给定的极大项 T,遍历子句集 Y 中子句 C,并判断 C 是否包含于 T:若包含关系成立,

根据定理 5 知 T 可以由子句 C 扩展,用 d 记录子句的度(d 用来在 PSER 算法中计算 C 可半扩展的极大项个数),
算法返回 True;否则,对于任何一个子句 C,上面所说的包含关系不成立,说明 T 不可被 Y 中的任何一个子句扩展

得到,即,T 不可由 Y 扩展,算法返回 False. 
定理 6. 算法 PSER 是正确的并且是完备的. 
证明: 
• 正确性. 



 

 

 

2256 Journal of Software 软件学报 Vol.26, No.9, September 2015   

 

在算法 PSER 中,若算法返回 SAT,则算法结束前必执行第 7 行,即,函数 Expand 返回 False,说明当前的 T 不

可由子句集中子句扩展得到.根据上面的分析可知,即,极大项部分空间可满足;若算法返回 UNSAT,则算法必然

从第 11 行返回,即,此时已遍历极大项部分空间所有的极大项,且 Expand 均返回 True,说明每个极大项都可由该

子句集扩展,即,极大项部分空间不可满足.正确性得证. 
• 完备性. 
在算法 PSER 中,对于可满足的情况,至少存在一个极大项不可由该子句集中子句扩展得到,则算法 PSER

中变量 i 在增加到 endi 前必有一次调用函数 Expand 时返回 False,即,PSER 必在第 7 行结束,并返回 SAT;对于

不可满足的情况,对于极大项部分空间中所有的子句均可由该子句集扩展,函数 Expand 一直返回 True,则算法

遍历完极大项后在第 11 行返回 UNSAT.综上所述,算法是完备的. □ 

3   基于分解的定理证明方法 

以上给出了极大部分空间的求解方法及其可满足性判定方法,如果存在极大项部分空间可满足,即,存在极

大项不可由子句集扩展,则子句集是可满足的;若所有极大项部分空间都不可满足,即,所有极大项都可由子句

集扩展,则子句集不可满足.下面给出基于分解的定理证明方法 IPSER 和 DPSER. 

3.1   IPSER定理证明方法 

在 IER 算法中,不能判定子句集的满足性时,需重新调用原来的 ER 算法,因此影响了算法的效率.此时,我们

可以使用算法 FirstMTS 求出 MTR(C),然后用 PSER 算法判定 MTR(C)的可满足性.此时,如果 MTR(C)是可满足

的,则子句集可满足;否则,子句集不可满足.下面给出基于 IER 算法改进的 IPSER 算法. 
令子句集 Y={C1,C2,…,Cn},其文字的集合为 M 且|M|=m,C 是任意一个 M 上的子句. 
Function IPSER. 
1.  BEGIN 
2.    Y′←Y 
3.    For each P∈Y′ 
4.    If Complement(C,P) Then Y′←Y′−P 
5.    If ER(Y′)==SAT 
6.      Return SAT 
7.    Else 
8.      Reorder(C,Y) 
9.      FirstMTS(C,M) 
10.     PSER(Y,pstarti,pendi) 
11. END 
IPSER 算法解决了 IER 算法在不能判定子句集的满足性时,需重新调用原来的 ER 算法的问题,使 IER 算法

完备.当使用 IER 算法判定得到子空间上所有极大项都被扩展出来,即,不能判定子句集的可满足性时,调用

Reorder(C,Y)算法对子句集中原子的顺序根据 C 中原子的顺序进行调整,然后使用 PSER 算法判定子空间对应

的补空间的可满足性:若补空间中有极大项不能被扩展,则子句集可满足;若补空间的所有极大项都能由子句集

扩展得到,则子句集不可满足.本文提出的 PSER 算法满足了先在子空间判定满足性,若得不到判定结果,再在补

空间上判定,最后得到子句集的可满足性. 

3.2   DPSER定理证明方法 

DPSER 算法基本思想:将 MOM 启发式策略应用在限定搜索部分空间的子句 C 的选择,然后在子空间上调

用 PSER 算法判定子空间的可满足性:如果可满足,则子句集可满足;如果子空间不可满足,再调用 PSER 判定子

空间对应的补空间的可满足性,从而得到子句集的可满足性. 
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在 IER 算法中,尽可能通过在子空间上判定出问题是否可满足,从而达到提高效率的目的.通过选取子句 C
来限定搜索空间,所有与 C含互补对的子句都被删除,而实际的搜索空间因此也被限定,所以 C的选取十分重要.
如果输入的子句 C 为单元子句 A,那么实际上是在所有 A 为正的极大项组成的空间中进行搜索.基于此,我们结

合 DPLL 算法中动态选择下一个分裂变量的启发式策略 MOM[26]限定搜索空间的子句的选择,下面介绍启发式

策略 DMOM. 
DMOM 启发式策略:在子句集中,优先选择度较大子句中出现频率高的文字的否定加入子句 C. 
Function DMOM(). 
1.  BEGIN 
2.    S ←MaxDegree(Y); 
3.    For each Ci∈S 
4.      For each L∈literal(Ci) 
5.        CountL←CountL+1; 
6.    Num←KthCount(); 
7.    For each L∈literal(S) 
8.      If CountL>Num Then C←C∪{¬L}; 
9.    Return C; 
10. END 
算法的基本流程是:首先遍历子句集 Y,得到其中度较大的子句的集合 S,该功能由函数 MaxDegree 完成;然

后遍历集合 S,记录每个文字在 S 中出现的次数,用数组 Count 计数;统计完每个文字出现的次数后,调用函数

KthCount 得到 Count 数组中第 K 大的值 Num;最后遍历 S 中出现的所有文字 L,判断其出现次数 CountL 是否大

于 Num,若大于,则将其否定¬L 加入子句 C. 
该启发式策略中,基于两个优先原则选择文字:首先,度较大的子句中,文字否定的优先级比较高,度较小的

子句可半扩展出的极大项个数较多,因而将度较大的子句从子句集中删掉后,可加快极大项的遍历速度,从而较

早地得出不可被扩展的极大项或所有极大项都可被扩展;其次,出现次数较多的文字的否定优先级别比较高,因
为我们将所有与 C 含有互补对的子句删掉,这样选取文字使得删除子句的个数最多,得到的问题规模最小,由于

规模的缩小,判断极大项是否可被扩展时可以很快地返回结果. 
通过以上的分析可知,该启发式策略很适合用于限定搜索空间的子句 C 的选取. 
Function DPSER(CNF:Y). 
1.  BEGIN 
2.    C←DMOM(Y); 
3.    Y′←Y 
4.    For each Ci∈Y′ 
5.      If (Complement(C,Ci)) Then Y′←Y′/{Ci}; 
6.    Reorder(C,Y) 
7.    f←FirstMTS(C,M) 
8.    If PSER(Y′,f+1,f+2m−c)==SAT 
9.      Return SAT 
10.   Else 
11.     If PSER(Y,1,f)==SAT return SAT 
12.     If PSER(Y,f+2m−c+1,2m)==SAT return SAT 
13.   Return UNSAT. 
14. END 
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在 DPSER 算法中,首先调用函数 DMOM,该函数根据 DMOM 启发式策略生成子句 C.然后,对于子句集 Y′

中的每个子句 Ci,判断是否与 C 含有互补对,若含有,将 Ci 删除.调用 Reorder(C,Y)算对子句集中原子的顺序根据

C 中原子的顺序进行调整,然后调用 PSER 算法判定子句 C 限定的部分空间 MTS(C)的可满足性.此时,如有极大

项不能由子句集中子句扩展得到,则子句集可满足.如 MTS(C)上所有极大项都可被扩展,则调用 PSER 算法判定

子句 C 限定的子空间的补空间 MTR(C).在 MTR(C)上若有极大项不能由子句集中子句扩展得到,则子句集可满

足;如 MTR(C)上所有极大项都可被扩展,则子句集不可满足. 
定理 7. 在命题逻辑中,算法 DPSER 是正确且完备的. 
证明:由于 DMOM启发式策略根据文字在子句集中出现的频率对文字进行选取,所以选取的子句C对应的

极大项子空间必然包含于极大项空间中.如果在 C 限定的子空间中存在不可扩展的极大项,则子句集的所有极

大项中存在极大项不可扩展,那么子句集是可满足的;否则,调用 PSER 算法判定子句集的补空间的可满足性,如
有极大项不能被扩展,则子句集是可满足的.如果所有极大项都可被扩展,则子句集是不可满足的.由此可见,算
法 DPSER 是正确的并且是完备的. □ 

4   实验结果 

在文献[23]基础上,将我们提出的 IPSER 算法与原算法 IER,IBOHMH_IER 和 IMOMH_IER 以及 Dechter
和 Rish 提出的命题逻辑中效率较高的归结方法——有向归结算法(directional resolution,简称 DR)[27]进行了比

较.测试环境为:硬件 DELL Intel PIV 2.8GHz CPU/512MB RAM;软件 Windows XP Professional SP2/Visual 
C++6.0.测试用例选用处于相变区域的 Uniform Random-3-SAT 问题和 AIM 类问题(http://www.cs.ubc.ca/~hoos/ 
SATLIB/benchm.html 2007)进行测试,实验结果见表 1.表中“—”表示时间超时,超时时间为 600s.通过测试可以

看出:我们提出的 IPSER 算法较原算法在执行效率上有明显的提高,比较快的 IBOHMH_IER 和 IMOMH_ IER
算法效率提高 2~5 倍. 

Table 1  Experimental results of benchmark instances 
表 1  标准用例测试结果 

Instances Algorithms 
DR(s) IER(s) IBOHMH_IER(s) IMIMH_IER(s) IPSER(s) 

uf20_07 0.781 2.875 0.015 0.015 0.009 
uf20_08 0.710 0.265 0.015 0.014 0.006 
uf20_09 3.671 6.171 0.140 0.141 0.054 

uf20_010 3.703 3.600 0.031 0.312 0.082 
uf20_013 3.828 1.437 0.234 0.515 0.105 
uf20_016 1.140 0.218 0.015 0.010 0.003 
uf20_018 1.312 15.218 0.014 0.015 0.008 

aim-50-1_6-yes1-1 − 315.570 103.520 47.406 9.358 
aim-50-1_6-yes1-2 3.031 20.462 6.297 2.750 0.620 

此外,我们将算法 DPSER 分别与 NER 算法、IER 算法和 Dechter 等人提出的有向归结算法进行了比较.本
实验在文献[21]实验数据基础上,对 DPSER 算法使用随机 SAT 问题进行测试.测试使用的随机 SAT 问题样例是

由一个随机产生器产生,随机产生器中有 3 个输入参数〈N,M,K〉,其中,N 代表子句集中子句的个数,M 代表子句集

中变量的个数,K 代表子句集中子句的最大长度.以下对不同规模的问题进行了测试和比较. 
首先,我们选取参数为〈N,20,10〉和〈N,30,10〉的问题进行测试,其中,60≤N≤160.对于每类难度的问题,随机

生成 10 个样例进行求解,均值作为最后结果,实验结果如图 1 和图 2 所示.此外,我们还对参数为〈80,M,10〉和

〈120,M,10〉(10≤M≤30 之间)的随机 SAT 问题进行了测试,实验结果如图 3 和图 4 所示. 
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Fig.1  〈N,20,10〉                           Fig.2  〈N,30,10〉 
图 1  〈N,20,10〉                           图 2  〈N,30,10〉 

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  〈80,M,10〉                           Fig.4  〈120,M,10〉 
图 3  〈80,M,10〉                            图 4  〈120,M,10〉 

通过对参数为〈N,20,10〉和〈N,30,10〉的随机 SAT 问题进行测试,从图 1 和图 2 中可以看出:DPSER 算法在效

率上有明显的优势,比较快的 NER算法效率提高 2~3倍.并且当子句个数增加到 130以上时,我们提出的 DPSER
算法的计算时间增加平缓. 

通过对参数为〈80,M,10〉和〈120,M,10〉的随机 SAT 问题的测试,可以看出:我们的 DPSER 算法在效率上有明

显的优势,比较快的 NER 算法效率提高 2~4 倍. 

5   结  论 

定理机器证明是人工智能重要的研究方向之一,并已成功地应用于很多领域.许多学者对扩展规则方法进

行了研究.Murray 已将扩展规则方法用于知识编译的目标语言生成过程,并取得了较好的结果.在 IER 算法中不

能判定子句集的满足性时,需重新调用原来的 ER 算法,因此影响了算法的效率.为了避免重新调用原来的 ER 算

法的缺点,本文给出了子句集的极大项空间分解后子空间的求解方法及其可满足性的判定方法 PSER.当使用

IER 算法判定得到子空间上所有极大项都被扩展出来,即,不能判定子句集的可满足性时,使用 PSER 算法判定

子空间对应的补空间的可满足性.若补空间中有极大项不能由子句集扩展得到,则子句集可满足;若补空间的所

有极大项都能由子句集扩展得到,则子句集不可满足.因此使 IER 算法完备,满足了先在子空间判定满足性,若不

能判定可满足性,再在补空间上判定,最后得到子句集的可满足性.最后,我们给出了 DPSER 算法,通过 DMOM
启发式策略来限定搜索部分空间的子句 C 的选择,然后在子空间上调用 PSER 算法判定子空间的可满足性;如
果可满足,则子句集可满足.如果子空间不可满足,再调用 PSER 判定子空间对应的补空间的可满足性,从而得到

子句集的可满足性.实验结果表明:我们给出的 IPSER算法和 DPSER算法的具有较好的执行效率,优于 NER,DR
和 IER 等算法. 

致谢  本文作者对所有匿名审稿人的辛勤劳动表示真诚的感谢. 
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