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摘  要: 在给定的一个初始论域U和参数集E上的全体软集中引入扩展运算与转移运算,研究了它们的性质.在此

基础上引入商软集的概念,并在全体商软集中引入联合运算与聚焦运算,得到其构成一个无标记的信息代数,并且若

参数集 E 有限,这个信息代数还是一个无标记的紧信息代数.最后,给出运用无标记信息代数的模型解决软集中不确

定问题的决策算法与实例,并与 Cagman 等人提出的 uni-int 决策算法做了比较说明. 
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Domain-Free Information Algebraic Model and Algorithm Based on Soft Set 
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Abstract:  Firstly, the operations of extension and transition in soft set over the universe U and the parameter E are proposed and some 
related properties are derived. Secondly, it is proved that the quotient soft set with the operations of combination and focusing is a 
domain-free information algebra. Moreover, the algebra is also compact if the set of all possible parameters is finite. Finally, an algorithm 
of decision making in term of the model of domain-free information algebra is presented and a corresponding example is provided to show 
that this model can be successfully applied to many problems. A comparison between the proposed algorithm and Cagman’s uni-int 
decision making is illustrated in the end. 
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软集理论是俄罗斯科学院的 Molodtsov 教授为了建立更一般的描述和处理不确定性的理论框架在 1999 年

提出来的[1].根据 Molodtsov 教授的定义,软集是由参数集及其到论域的幂集上的一个集值映射构成的二元组.
简言之,软集就是给定论域的参数化的子集族,或者说论域上由某些参数组织起来的一些子集构成的整体.软集

中每个参数对应的子集称为近似集,所有近似集自然地构成了论域知识的一种粒化结构.软集理论中对近似集

不做任何限定,近似集可以是空集,而且不同参数对应的近似集的交集可能非空.这使得软集概念涵盖的范围非

常广泛,且具有灵活多变、适于应用的特点.因此,软集理论得到快速的发展,比如软集及其扩展结构的研究[2−7]、
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软集与代数结构的研究[8−11].而软集在不确定决策方面的研究,是软集理论最为活跃的研究方向之一.Maji 教授

等人在文献[12]中首次将软集理论应用于决策问题,他们定义了决策对象的选择值,以描述对象的优劣程度,并
基于选择值的大小得到最优决策对象或方案.由于使用软集描述各个对象关于决策属性的满足情况,而选择值

也是通过软集计算得到的,所以这种决策问题完全在软集的形式框架内进行.Cagman 教授称这种基于软集的决

策为软决策方法.此后,软决策研究吸引了国内外众多学者的注意,也得到快速的发展.Roy 和 Maji 教授在文

献[13]中首先研究了模糊软集在软决策中的应用;文献[14]中又给出了一种通过模糊选择值排序的决策方法;在
文献[15]中提出了一种基于模糊软集的可变决策方法,为解决这类软决策问题提供了一种新思路.文献[16]中进

一步发展了可变决策的思想,并用其解决了基于区间值模糊软集的不确定决策问题.Cagman 和 Enginoglu 教授

在文献 [17]中给出了基于软集矩阵表示的一种不确定决策方法 .随后 ,他们又在文献 [18]中给出了基于

Molodtsov 软集的 uni-int 决策方法.该方法从两个给定的软集出发,先进行与积运算,再对与积软集使用 uni-int
算子求出 uni-int 决策集,uni-int 决策集是对原始方案集的一种约简,从而提高了决策效率.然而,以上这些决策都

是通过软集中的一些运算或借助某些工具直接对软集进行处理,从而得到较好的方案.但当我们要对一组包含

若干个软集的对象进行信息提取时,如果我们能事先对这若干个软集进行分类,将那些含有“相同”信息量的软

集看做一个类,然后把每一个类当做一个对象去进行处理,这样显然会比上述决策直接对软集进行处理简化很

多,从而提高软集理论用于决策问题的效率.由此,我们提出了借助无标记信息代数模型的算法来解决软集中的

决策问题. 
信息代数是一种与局部计算和推理密切相关的、用于描述信息处理方式的一种特殊的代数结构模型.它由

从事信任理论函数的 Prakash Shenoy 教授首次提出,并命名为 Valuation-Based Systems(VBS).之后,Kohlas 教授

对其进行了明确、完整的表达[19].在一个信息代数系统中,系统通过对变量的赋值来表达知识和信息,通过联合

运算表示对信息进行合成,通过投影运算得到在指定变量集上的相关信息,从而完成信息的提取.它是非确定情

形下知识表示和推理的重要工具.为了便于计算机对信息的处理,用“有限”的信息近似表示“无限”信息,Kohlas
教授进一步提出了紧信息代数的概念.最近的研究表明,信息代数的实例已经覆盖了从人工智能中包括约束系

统、贝叶斯网、信任函数系统到关系代数、命题逻辑等多个研究领域[20−24]. 
本文在软集中引入了扩展运算与转移运算,研究了它们的性质.基于这些基础,在全体商软集中引入联合运

算与聚焦运算,得到该代数系统是一个无标记的信息代数,并且若参数集 E 有限,我们还找到了软集中一个紧信

息代数的例子.因此,我们可借助无标记信息代数的模型解决软集中的一些决策问题.该决策方案是对原始方案

的一种约简,从而得到最优决策方案,提高决策效率.最后,文中给出了用无标记信息代数模型解决软集中决策

问题的算法,举出实例予以说明,并与 Cagman 等人提出的 uni-int 决策算法加以比较.理论推导与实例分析表明,
该算法是可行和有效的. 

1   基本概念 

本节给出软集的基本知识以及信息代数的相关概念. 
定义 1[1]. 二元组(F,A)称为初始论域 U 上的一个软集,其中,E 是一个参数集合,A⊆E.P (U)表示 U 的幂集, 

F:A→P (U)是一个集值映射.对于参数集 E,论域 U 上的软集的全体记为P E(U). 

也就是说,软集可以看做是给定论域的参数化的子集族.特别地,若∀e∈A 有 F(e)=∅,则称(F,A)为(关于参数

集 A 的)相对空软集,记为(∅,A);若∀e∈A 有 F(e)=U,则称(F,A)为(关于参数集 A 的)相对全软集,记为(U,A). 
例 1:考虑一个面试问题.假设有 6 位应聘者竞选某公司的某一职位,那么 6 位应聘者构成了我们关注范围内的

全体对象,即,论域 U={u1,u2,u3,u4,u5,u6}.而通常,面试者的 5 个特性被十分关注,这些特性构成 U 相应的参数空间

E={e1,e2,e3,e4,e5},其中,ei(i=1,2,3,4,5)分别表示“有工作经验”、“计算机专业”、“高学历”、“年轻”、“健康”.取参数

集 A=E,令 F(e1)={u1,u3,u5,u6},F(e2)={u2,u3,u6},F(e3)=U,F(e4)={u1,u2,u6},F(e5)={u1,u4,u5,u6},由此可得论域 U 上的

一个软集: 
(F,A)={(e1,{u1,u3,u5}),(e2,{u2,u3,u6}),(e3,U),(e4,{u1,u2,u6}),(e5,{u1,u4,u5,u6})}. 
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该软集较全面地反映了面试者的相关信息. 
对于参数集 E,论域 U 上的一个软集(F,A)也可以表示为一张表,在表中,第 1 行列出给出论域中所有对象,

第 1 列给出所有的参数.对于 u∈U,如果 u∈F(e),则在表中相应位置记为 1;否则记为 0.例 1 中,软集(F,A)见表 1. 

Table 1  Soft set (F,A) 
表 1  软集(F,A) 

 u1 u2 u3 u4 u5 u6
e1 
e2 
e3 
e4 
e5 

1 
0 
1 
1 
1 

0 
1 
1 
1 
0 

1 
1 
1 
0 
0 

0 
0 
1 
0 
1 

1 
0 
1 
0 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

由表 1 容易看出,u6 所对应的列全为 1,即,u6 具备属性最多;其次是 u1;再是 u2,u3 和 u5;最后是 u4. 
定义 2[6]. 设(F,A),(G,B)∈P E(U),若 A⊆B,且对任意的∀e∈A 有 F(e)=G(e),则称(F,A)是(G,B)的软子集,记为 

(F,A)⊆(G,B). 
注 1:以下为了方便,如果(F,A)⊆(G,B),则记(F,A)为(G,B)↓A 或者(G↓A,A). 
定义 3[6]. 设(F,A),(G,B)∈P E(U),定义(F,A)与(G,B)的扩展交为(F,A)∩ε(G,B)=(H,C),其中,C=A∪B,且∀e∈C,若

e∈A−B,则 H(e)=F(e);若 e∈B−A,则 H(e)=G(e);若 e∈A∩B,则 H(e)=F(e)∩G(e). 
定义 4[7]. 设(F,A),(G,B)∈P E(U),如果∀e∈A∪B,当 e∈A−B 时有 F(e)=U,当 e∈B−A 时有 G(e)=U,当 e∈A∩B 

时有 F(e)=G(e),则称(F,A)与(G,B)是软等价的,记作(F,A)~s(G,B). 
命题 1[7]. 软等价关系~s 是P E(U)上的一个等价关系,且∩ε关于~s 是P E(U)上的一个同余关系. 

以下用赋值ϕ,ψ等表示知识或信息.这里所说的信息是一种广泛意义上的信息,如某地区得某种病的人的

比例、明天下雨的概率、着色问题中相邻区域不能着相同颜色等,用Φ,Ψ等表示由信息构成的集合. 
定义 5[19]. 假设(Ψ,D)是一个具有如下两种运算的二元组,其中,(D,∨,∧)是一个格. 
(1) 联合运算:Ψ ×Ψ →Ψ ;(ϕ,ψ )6ϕ⊗ψ. 

(2) 聚焦运算: Ψ ×D→Ψ ;(ψ ,x)6ψ ⇒x. 

如果系统(Ψ,D)满足如下公理,则称其为一个无标记的信息代数: 
(1) 半群律:Ψ关于联合运算满足交换律与结合律.存在元素 e 满足对任意的ψ∈Ψ,有 e⊗ψ=ψ.这里,称 e 为单

位元. 
(2) 传递律:若ψ∈Ψ,x,y∈D,则(ψ ⇒x)⇒y=ψ ⇒x∧y. 
(3) 联合律:若ϕ,ψ∈Ψ,x∈D,则(ϕ⇒x⊗ψ)⇒x=ϕ⇒x⊗ψ ⇒x. 
(4) 支撑律:若ψ∈Ψ,则存在 x∈D,使得ψ ⇒x=ψ . 
(5) 幂等律:若ψ∈Ψ,x∈D,则ψ ⊗ψ ⇒x=ψ . 
例 2:大写字母 X,Y,…表示变量,符号ΩX 表示由变量 X 的取值构成的有限集合,称为 X 的框架.用小写字母 r

来表示一个有限变量集.对于一个非空有限变量集 r,符号Ωr 表示集合 r 中的所有变量的框架的笛卡尔积,即 
.r XX r

Ω Ω
∈

= ∏  

若 x∈Ωr 且 t⊆r,用 x↓t 表示 x 在子域 t 上的投影.那么对于任一轮廓 x∈Ωr,可分解为 x=(x↓t,x↓r−t).对于任意的 C⊆Ωr

和 t⊆r,C↓t 表示 C 到 t 的投影,即 C↓t=(x↓t:x∈C).令Ψ=P(Ωr),其中,P(Ωr)表示Ωr 的幂集,取 D=P(r).在(Ψ,D)上定义

联合运算与聚焦运算如下: 
(1) 任取 C1,C2∈Ψ,定义 C1⊗C2=C1∩C2,即,C1 与 C2 的联合是两个集合的交; 
(2) 任取 x∈r,C∈Ψ,定义 C⇒x=C↓x×Ωr−x. 
易验证,(Ψ,D)在上述两种运算下构成一个无标记信息代数. 
在无标记信息代数中定义关系:ϕ≤ψ当且仅当ϕ⊗ψ=ψ ,则由文献[19]可知,≤是(Ψ,D)上的一个偏序关系. 
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2   软集中的扩展与转移 

本节为了下文讨论方便,在软集中引入扩展与转移的概念,并对它们的性质进行了研究. 
对于论域 U,参数集 E 上的一个软集(F,A),如果我们把它的任一子集(G,B)都视为只关注 A 中较小的参数集

B 部分的信息,那么有时候为了讨论方便,将(F,A)扩展到与之有“相等”信息的一个较大的参数集上也是有必要

的,由此我们引入下面的概念: 
定义 6. 设(F,A)∈P E(U),A⊆C,定义(F,A)↑C=(H,C),其中,∀e∈C,若 e∈A,则 H(e)=F(e);若 e∈C−A,则 H(e)=U. 

称(H,C)为(F,A)在 C 上的扩展,简记(F,A)↑C=(F↑C,C). 
例 3:在例 1 中,取 C={e1,e3,e4,e5},(G,B)={(e1,{u1,u3,u5}),(e3,U),(e5,{u1,u2,u3,u6})},则 

1 1 3 5 3 4 5 1 2 3 6

1 1 3 5 2 3 4 5 1 2 3 6

( , ) {( ,{ , , }),( , ),( , ),( ,{ , , , })},

( , ) {( ,{ , , }),( , ),( , ),( , ),( ,{ , , , })}.

C

E

G B e u u u e U e U e u u u u

G B e u u u e U e U e U e u u u u

↑

↑

=

=
 

注 2:显然,若 A⊆C,则(F,A)↑C~s(F,A). 
命题 2. ∀(F,A),(G,B)∈P E(U),有: 

(1) 若 A⊆B⊆C,则((F,A)↑B)↑C=(F,A)↑C; 
(2) ∀C⊆E,有((F,A)↑A∪C)↓C=((F,A)↓A∩C)↑C; 
(3) 若 A∪B⊆C,则((F,A)∩ε(G,B))↑C=(F,A)↑C∩ε(G,B)↑C; 
(4) 若 C⊆A∩B,则((F,A)∩ε(G,B))↓C=(F,A)↓C∩ε(G,B)↓C. 
证明: 
(2) ∀e∈C, 

 当 e∈A∩C 时,(F↑A∪C)↓C(e)=F↑A∪C(e)=F(e),(F↓A∩C)↑C(e)=F↓A∩C(e)=F(e); 
 当 e∈C−A 时,(F↑A∪C)↓C(e)=U=(F↓A∩C)↑C(e),因此,((F,A)↑A∪C)↓C=((F,A)↓A∩C)↑C. 

(3) 令(H1,C)=((F,A)∩ε(G,B))↑C,(H2,C)=(F,A)↑C∩ε(G,B)↑C,则∀e∈C, 
 当∀e∈A−B 时,H1(e)=F↑C(e)=F(e),H2(e)=F(e)∩G↑C(e)=F(e)∩U=F(e); 
 当 e∈B−A 时,H1(e)=G(e),H2(e)=G(e)∩U=G(e); 
 当 e∈A∩B 时,H1(e)=F(e)∩G(e),H2(e)=F↑C(e)∩G↑C(e)=F(e)∩G(e); 
 当 e∈C−A∪B 时,H1(e)=U,H2(e)=U∩U=U. 

因此,((F,A)∩ε(G,B))↑C=(F,A)↑C∩ε(G,B)↑C. 
同理可证(4). □ 
命题 3. ∀(F,A),(G,B)∈P E(U),且(F,A)~s(G,B),有: 

(1) 若 C⊆A∩B,则(F,A)↓C=(G,B)↓C;若 A∪B⊆C,则(F,A)↑C=(G,B)↑C; 
(2) ∀C⊆E,(F,A)~s(G,B)当且仅当(F,A)↑A∪C~s(G,B)↑B∪C; 
(3) (F,A)~s(G,B)当且仅当(F,A)↑A∪B=(G,B)↑A∪B; 
(4) ∀B,C⊆E,则((F,A)↑A∪B)↓B∩C~s(F,A)↓A∩B∩C. 
证明:(1)、(2)易证,下证(3)、(4). 
(3) 若 (F,A)~s(G,B), 则 由 (2) 可 知 ,(F,A)↑A∪B~s(G,B)↑A∪B, 再 由 (1) 得 (F,A)↑A∪B=(G,B)↑A∪B; 反 之 , 因 为

(F,A)↑A∪B=(G,B)↑A∪B,从而由(F,A)~s(F,A)↑A∪B 与(G,B)~s(G,B)↑A∪B 可得(F,A)~s(G,B). 
(4) 令(H1,B∩C)=((F,A)↑A∪B)↓B∩C,(H2,A∩B∩C)=(F,A)↓A∩B∩C,则∀e∈B∩C: 

 当 e∈A∩B∩C 时,H1(e)=F↑A∪B(e)=F(e),H2(e)=F↓A∩B∩C(e)=F(e),从而 H1(e)=H2(e); 
 当 e∈B∩C−A∩B∩C 时,因为 e∉A,因此 H1(e)=U. 

综上,由软等价的定义可知,((F,A)↑A∪B)↓B∪C~s(F,A)↓A∩B∩C. □ 
有时候我们还关注软集(F,A)在任一参数集 C 中的信息,由此引入如下概念: 
定义 7. 设(F,A)∈P E(U),∀C⊆E,定义(F,A)→C=((F,A)↑A∪C)↓C,则称(F,A)→C 为(F,A)在 C 上的转移. 
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例 4:在例 3 中,取参数集 D1={e1,e3},D2={e2,e5},则 
1

2

1 1 3 5 3

2 5 1 2 3 6

( , ) {( ,{ , , }),( , )},

( , ) {( , ),( ,{ , , , })},

D

D

G B e u u u e U

G B e U e u u u u

→

→

=

=
 

1 1 3 5 2 3 4 5 1 2 3 6( , ) {( ,{ , , }),( , ),( , ),( , ),( ,{ , , , })}.EG B e u u u e U e U e U e u u u u→ =  

推论 1. ∀(F,A),(G,B)∈P E(U): 

(1) ((F,A)∩ε(G,B))→C=(F,A)→C∩ε(G,B)→C; 
(2) 若(F,A)~s(G,B),则(F,A)→C=(G,B)→C. 
在以下行文中,我们用[(F,A)]表示(F,A)关于关系~s 所在的软等价类之集,即, 

[(F,A)]={(G,B)∈P E(U):(G,B)~s(F,A)}. 
令P E(U)/~s={[(F,A)]:(F,A)∈P E(U)},称其为初始论域为 U、参数集为 E 上(关于关系~s)的商软集的集合. 

3   商软集与无标记信息代数、紧信息代数 

本节在P E(U)/~s 中引入联合运算⊗与聚焦运算⇒,则在其上得到一个无标记信息代数模型.由此,我们可借 

助该模型对软集中的信息进行处理.进一步来说,若参数集 E 有限,命题 6 还给出一个紧信息代数的例子. 
命题 4. 在P E(U)/~s 中,∀(F,A),(G,B)∈P E(U)和 C⊆E,定义联合运算⊗与聚焦运算⇒如下: 

 [(F,A)]⊗[(G,B)]=[(F,A)∩ε(G,B)] (1) 
 [(F,A)]⇒C=[(F,A)→C] (2) 
则(P E(U)/~s,⊗,⇒)是一个无标记的信息代数. 

证明:由命题 1 及推论 1 可知,这两个定义是合理的. 
(1) 半群律 
由∩ε的交换律与结合律易得,P E(U)/~s 关于联合运算满足交换律与结合律; 
又∀[(F,A)]∈P E(U)/~s,[(U,E)]⊗[(F,A)]=[(U,E)∩ε(F,A)]=[(F,A)],则[(U,E)]是P E(U)/~s 中的单位元. 

(2) 传递律 
若∀[(F,A)]∈P E(U)/~s,B,C∈P (E),由命题 2、命题 3 可得: 

((F,A)→B)→C=((((F,A)↑A∪B)↓B)↑B∪C)↓C=(((F,A)↑A∪B)↓B∩C)↑C, 
(F,A)→B∩C=((F,A)↓A∩B∩C)↑B∩C. 

下证(((F,A)↑A∪B)↓B∩C)↑C~s((F,A)↓A∩B∩C)↑B∩C. 
由于((F,A)↑A∪B)↓B∩C~s(F,A)↓A∩(B∩C), 
而((F,A)↑A∪B)↓B∩C~s(((F,A)↑A∪B)↓B∩C)↑C,(F,A)↓A∩(B∩C)~s((F,A)↓A∩(B∩C))↑B∩C, 
因此,(((F,A)↑A∪B)↓B∩C)↑C~s((F,A)↓A∩(B∩C))↑B∩C,即,((F,A)→B)→C~s(F,A)→B∩C,[((F,A)→B)→C]=[(F,A)→B∩C]. 
因此,[((F,A)⇒B)⇒C]=[(F,A)⇒B∩C]. 
(3) 联合律 
∀[(F,A)],[(G,B)]∈P E(U)/~s,C∈P (E),由推论 1 有: 

([( , )] [( , )]) [( , ) ( , )]

                                        [( , ) ( , ) ]

                                        [( , ) ] [( , ) ]
                                       

C C C C

C C

C C

F A G B F A G B

F A G B

F A G B

ε

ε

⇒ ⇒ → ⇒

→ →

→ →

⊗ = ∩

= ∩

= ⊗

 [( , )] [( , )] .C CF A G B⇒ ⇒= ⊗

 

(4) 支撑律 
若∀[(F,A)]∈P E(U)/~s,则, 

[(F,A)]⇒E=[(F,A)→E]=[((F,A)↓(A∩E))↑E]=[(F,A)↑E]=[(F,A)]. 
(5) 幂等律 
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若 ∀[(F,A)]∈P E(U)/~s,B∈P (E), 则 [(F,A)]⊗[(F,A)]⇒B=[(F,A)]∩[(F,A)→B]=[(F,A)∩ε(F,A)→B]. 令 (H,A∪B)=(F, 
A)∩ε(F,A)→B=(F,A)∩ε((F,A)↑(A∪B))↓B,则∀e∈A∪B: 

• 当 e∈A−B 时,H(e)=F(e); 
• 当 e∈B−A 时,H(e)=F↑A∪B(e)=U; 
• 当 e∈A∩B 时,H(e)=F(e)∩(F↑A∪B)↓B(e)=F(e)∩F(e)=F(e). 
因此,(H,A∪B)~s(F,A),从而[(F,A)]⊗[(F,A)]⇒B=[(H,A∪B)]=[(F,A)]. 
综上所述,(P E(U)/~s,⊗,⇒)是一个无标记的信息代数. □ 
更进一步来说,如果参数集 E 是一个有限集,则在P E(U)/~s 上还可以构造一个紧信息代数的例子. 

定义 8[1]. 一个系统(Ψ,Ψf,D),其中,(Ψ,D)是无标记信息代数,格 D 有最大元,Ψf ⊆Ψ关于联合运算封闭且 e∈ 
Ψf,并且满足以下条件,则称(Ψ,Ψf,D)是一个无标记的紧信息代数: 

(1) 收敛性:如果 X⊆Ψf 是定向集,则∨X 存在; 
(2) 稠密性:如果ϕ∈Ψ,则ϕ=∨{ψ∈Ψf:ψ≤ϕ}; 
(3) 紧性:如果 X⊆Ψf 是定向集,ϕ∈Ψf 且满足ϕ≤∨X,则存在ψ∈X 使得ϕ≤ψ. 
命题 5. 在P E(U)/~s 中,定义序≤是由联合运算诱导的序,则[(F,A)]≤[(G,B)]当且仅当: 

∀e∈A∪B,G↑A∪B(e)⊆F↑A∪B(e). 
证明: 

[( , )] [( , )] [( , )] [( , )] [( , )]

                             ( , ) ( , ) ( , )

                             , ( ) ( ) ( )

                             

A B A B A B

A B A B A B

F A G B F A G B G B

F A B G A B G A B

e A B F e G e G e

e

ε
↑ ∪ ↑ ∪ ↑ ∪

↑ ∪ ↑ ∪ ↑ ∪

⇔ ⊗ =

⇔ ∪ ∩ ∪ = ∪

⇔ ∀ ∈ ∪ ∩ =

⇔ ∀

≤

, ( ) ( ).A B A BA B G e F e↑ ∪ ↑ ∪∈ ∪ ⊆

 

证毕. □ 
推论 2. [(F,A)]≤[(G,B)]当且仅当∀e∈E,G↑E(e)⊆F↑E(e). 

引理 1. 如果Γ={[(Fi,Ai)]∈P E(U)/~s:i∈I},则∨Γ=[(F,A)],其中, , , ( ) ( ).A
i i

i I i I
A A e A F e F e↑

∈ ∈

= ∀ ∈ =∪ ∩  

证明:∀e∈A, ( ) ( ) ( ),A A
i i

i I
F e F e F e↑ ↑

∈

= ⊆∩ 所以∀i∈I,有[(Fi,Ai)]≤[(F,A)];另一方面,若存在[(B,B)]∈P E(U)/~s,使

得∀i∈I,有[(Fi,Ai)]≤[(G,B)],则∀e∈E,有 ( ) ( ),E E
iG e F e↑ ↑⊆ 从而 ( ) ( ) :E E

i
i I

G e F e↑ ↑

∈

⊆∩  

• 当∀e∈A 时, ( ) ( ) ( ) ( );E A E
i i

i I i I
F e F e F e F e↑ ↑ ↑

∈ ∈

= = =∩ ∩  

• 当 e∈E−A 时, ( ) ( ).E E
i

i I i I
F e U U F e↑ ↑

∈ ∈

= = =∩ ∩  

因此,G↑E(e)⊆F↑E(e),即,[(F,A)]≤[(G,B)]. 
综上有∨Γ=[(F,A)]. □ 
命题 6. 令ΨF={[(F,A)]:[(F,A)]∈P E(U),E 有限},Ψf ={[(F,A)]∈ΨF:∀e∈E,U−F↑E(e)有限},则(ΨF,Ψf,P (E))是一 

个无标记的紧信息代数. 
证明:由命题 4 可知:(ΨF,P (E))是一个无标记的信息代数,格P (E)有最大元 E;由Ψf 的定义易得Ψf 关于联合 

运算封闭且[(U,E)]∈Ψf;又由上引理可知收敛性成立,下证稠密性与紧性. 
(1) 稠密性 

设[(F,A)]∈ΨF,取∀e∈E,存在一组 U−F↑E(e)的有限子集族 Bi,i∈I(e),使得
( )

( ) .E
i

i I e
U F e B↑

∈

− = ∪ 定义[(Fi,E)]如 

下:∀a∈E, 
,  

( ) ,
,         

i
i

U B a e
F a

U a e
− =⎧

= ⎨ ≠⎩
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则[(Fi,E)]∈Ψf.令 {[( , )] : ( )},i
e E

F E i I eΓ
∈

= ∈∪ 则Γ⊆Ψf.此外,∀s∈E: 

[( , )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

i

E
i i i i i

F E i I s i I s i I s i I s i I s
F s F s F s F s U U B U B F s

Γ

↑

∈ ∈ ∉ ∈ ∈ ∈

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ∩ = ∩ = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∪  

所以,由上引理有∨Γ=[(F↑E,E)]=[(F,A)],从而,[(F,A)]=∨Γ≤∨{[(G,B)]∈Ψf:[(G,B)]≤[(F,A)]}≤[(F,A)], 
因此,[(F,A)]=∨{[(G,B)]∈Ψf:[(G,B)]≤[(F,A)]}. 

(2) 紧性 
设 X⊆Ψf 是定向集,[(G,B)]∈Ψf 且满足[(G,B)]≤∨X,令 X={[(Fi,Ai)]∈Ψf:i∈I},则∨X=[(F,E)],其中, 

, , ( ) ( ).A
i i

i I i I
A A e A F e F e↑

∈ ∈

= ∀ ∈ =∪ ∩  

( ) ( ) ( ) ( ),A E E
i i

i I i I
F e F e F e G e↑ ↑ ↑

∈ ∈

= = ⊆∩ ∩ 从而 ( ) ( ) ( ( )),E E E
i i

i I i I
U G e U F e U F e↑ ↑ ↑

∈ ∈

− ⊆ − = −∩ ∪  

则∀x∈U−G↑E(e),存在一个 i(x)∈I,使得 ( ) ( ).E
i xx U F e↑∈ −  

由 U−G↑E(e)的有限性,得到一个有限子集 ( ){ ( ) : ( )},E E
i xU F e x U G e↑ ↑− ∈ − 或者有限子集: 

{[(Fi(x),Ai(x))]:x∈U−G↑E(e)}⊆X. 
由 X 为定向集可知:存在一个 i(e)∈I,使得当∀x∈U−G↑E(e)时,有[(Fi(x),Ai(x))]≤[(Fi(e),Ai(e))]. 

从而∀a∈E,有 ( ) ( )( ) ( )E E
i e i xF a F a↑ ↑⊆ ,即, ( ) ( )( ) ( ).E E

i x i eU F a U F a↑ ↑− ⊆ −  

因此, ( ) ( )E
i ex U F a↑∈ − ,即,x∈U−Fi(e)(a).从而,U−G↑E(e)⊆U−Fi(e)(e),则 Fi(e)(e)⊆G↑E(e),[(G,B)]≤[(Fi(e),Ai(e))]. 

又由 E 为有限子集知{[(Fi(e),Ai(e))]:e∈E}⊆X 有限,再由 X 为定向集知:存在一个 k∈I,使得[(Fi(e),Ai(e))]≤[(Fk,Ak)],
因此,[(G,B)]≤[(Fk,Ak)].证毕. □ 

4   基于软集的无标记信息代数的算法与实例 

假设有一组对象之集和与之相关的一个属性之集的信息,我们要在已知的信息中提取出尽可能满足要求

的最佳信息.对于这样的问题,我们可以借助命题 4 的结论给出一个最佳方案.算法如下: 
Step 1. 信息的划分.将所有信息(F1,A1),(F2,A2),…,(Fn,An)依据软等价关系分类: 

1 1 2 2
[( , )],[( , )],...,[( , )],

k ki i i i i iF A F A F A  

其中,{i1,i2,…,ik}⊆{1,2,…,n}. 
Step 2. 信息的联合.将 Step 1 划分后的所有等价类依据公式(1)进行联合运算得[(F,A)],即, 

1 1 2 2
[( , )] [( , )] [( , )] ... [( , )].

k ki i i i i iF A F A F A F A= ⊗ ⊗ ⊗  

Step 3. 信息的提取.依据公式(2)对 Step 2 联合后的信息进行聚焦运算,提取出局部(所关注的参数集 C)信 
息,即,计算[(F,A)]⇒C. 

注 3: 
(1) 如果(F1,A1)⊗(F2,A2)=(F,∅),则称(F1,A1)与(F2,A2)是不相容的.事实上,在两个不相容的软集中,讨论决

策问题是毫无疑义的,所以一般假设:在执行 Step 2 以后,(F,A)≠(F,∅). 
(2) 如果我们只关注对所获取的所有信息的融合而不需要提取其局部信息,那么对 Step 3,我们可认为所

关注的参数集为 A,即,[(F,A)]⇒A=[(F,A)]. 
下面我们来给出一个例子用以说明上述算法. 
例 5:假设某公司应聘某一职位,请来自不同领域的 7 位专家作为评委.现收到 48 份简历,评委们通过先看简

历缩小前来应聘人员的个数.现在想给出一个在融合 7 位评委意见的基础上,优先考虑具备条件“有工作经验”、
“计算机专业”、“高学历”的应聘者.那么我们可以通过命题 4 给出一个较好的方案. 

假设候选人之集即论域集 U={u1,u2,…,u48},相应的参数集为 E={e1,e2,e3,e4,e5,e6,e7},其中,ei(i=1,2,3,4,5,6,7)
分别表示“有工作经验”、“计算机专业”、“接受过专门培训”、“年轻”、“高学历”、“婚姻状况”和“健康”. 
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首先,由于每位评委看法不同,给出每位应聘者的意见不尽相同,7 位评委对 30 位应聘者的个人评价信息分

别表示如下: 

1 1 1 4 7 13 21 28 31 32 36 39 41 43

2 1 3 13 18 19 21 22 24 28 32 36 42 44 46

4 2 3 13 15 18 23 25 28 30 33 36

( , ) {( ,{ , , , , , , , , , , }),
                 ( ,{ , , , , , , , , , , , , , }),
                 ( ,{ , , , , , , , , , , ,

F A e u u u u u u u u u u u
e u u u u u u u u u u u u u u
e u u u u u u u u u u u

=

38 42 43

7 1 5 12 13 17 20 24 28 29 34 36 41 45 47

2 2 1 3 4 5 8 14 21 22 26 27 34 35 37 40 42 46

2 1 4 7 10

, , }),
                 ( ,{ , , , , , , , , , , , , , })},
( , ) {( ,{ , , , , , , , , , , , , , , }),
                 ( ,{ , , , ,

u u u
e u u u u u u u u u u u u u u

F A e u u u u u u u u u u u u u u u
e u u u u

=

11 13 15 21 29 30 32 36 42 43 45

5 2 4 8 9 12 13 14 16 17 21 23 28 36 42 44

3 3 1 3 4 5 8 14 21 22 26 27 34 35 37 40 42 46

, , , , , , , , , , }),
                 ( ,{ , , , , , , , , , , , , , , })},
( , ) {( ,{ , , , , , , , , , , , , , , }),
 

u u u u u u u u u u u
e u u u u u u u u u u u u u u u

F A e u u u u u u u u u u u u u u u=

2 1 4 7 10 11 13 15 21 29 30 32 36 42 43 45 3

5 2 4 8 9 12 13 14 16 17 21 23 28 36 42 44

4 4 1 4 7 13 21 28

                ( ,{ , , , , , , , , , , , , , , }),( , ),
                 ( ,{ , , , , , , , , , , , , , , })},
( , ) {( ,{ , , , , ,

e u u u u u u u u u u u u u u u e U
e u u u u u u u u u u u u u u u

F A e u u u u u= 31 32 36 39 41 43

2 1 3 13 18 19 21 22 24 28 32 36 42 44 46

4 2 3 13 15 18 23 25 28 30 33 36 38 42 43 6

, , , , , }),
                 ( ,{ , , , , , , , , , , , , , }),
                 ( ,{ , , , , , , , , , , , , , }),( , ),
           

u u u u u u
e u u u u u u u u u u u u u u
e u u u u u u u u u u u u u u e U

7 1 5 12 13 17 20 24 28 29 34 36 41 45 47

5 5 2 1 2 10 13 14 20 21 23 25 27 33 36 42 44 45 3

4 2 5 10 13 19 21 26 2

      ( ,{ , , , , , , , , , , , , , })},
( , ) {( ,{ , , , , , , , , , , , , , , }),( , ),
                 ( ,{ , , , , , ,, ,

e u u u u u u u u u u u u u u
F A e u u u u u u u u u u u u u u u e U

e u u u u u u u u
=

9 31 36 37 39 42 45

5 3 4 7 10 13 21 28 30 31 36 38 42 46 47

7 2 5 9 10 11 13 15 17 21 28 30 32 36 40 42 46

6 6

, , , , , , }),
                 ( ,{ , , , , , , , , , , , , , ,}),
                 ( ,{ , , , , , , , , , , , , , , , })},
( , )

u u u u u u
e u u u u u u u u u u u u u u
e u u u u u u u u u u u u u u u u

F A = 2 1 2 10 13 14 20 21 23 25 27 33 36 42 44 45

4 2 5 10 13 19 21 26 29 31 36 37 39 42 45

5 3 4 7 10 13 21 28 30 31

{( ,{ , , , , , , , , , , , , , , }),
                 ( ,{ , , , , , ,, , , , , , , , }),
                 ( ,{ , , , , , , , , ,

e u u u u u u u u u u u u u u u
e u u u u u u u u u u u u u u
e u u u u u u u u u 36 38 42 46 47 6

7 2 5 9 10 11 13 15 17 21 28 30 32 36 40 42 46

7 7 1 4 7 13 21 28 31 32 36 39 41 43

2 1

, , , , ,}),( , ),
                 ( ,{ , , , , , , , , , , , , , , , })},
( , ) {( ,{ , , , , , , , , , , }),
                 ( ,{ ,

u u u u u e U
e u u u u u u u u u u u u u u u u

F A e u u u u u u u u u u u
e u u

=

3 13 18 19 21 22 24 28 32 36 42 44 46 3

4 2 3 13 15 18 23 25 28 30 33 36 38 42 43 6

7 1 5 12 13 17 20 24 28 29

, , , , , , , , , , , , }),( , ),
                 ( ,{ , , , , , , , , , , , , , }),( , ),
                 ( ,{ , , , , , , , , ,

u u u u u u u u u u u u e U
e u u u u u u u u u u u u u u e U
e u u u u u u u u u 34 36 41 45 47, , , , })}.u u u u u

 

那么,融合几位评委各自的意见,应用上述算法如下: 
Step 1. 信息的划分.根据 7 位专家给出的信息,依据定义 3,将其分类如下: 

1 1 1 1 4 4 7 7 2 2 2 2 3 3 5 5 5 5 6 6[( , )] [( , ),( , ),( , )],  [( , )] [( , ),( , )],  [( , )] [( , ),( , )].F A F A F A F A F A F A F A F A F A F A= = =  

Step 2. 信息的联合.将 Step 1 中的 3 个等价类进行联合运算得: 
7

1 1,2,5 1,2,5
[( , )] [( , )] ( , ) [( , )].

i

i i i i i ii i i
F A F A F A F Aε

=

= = =

⎡ ⎤
⊗ = ⊗ = ∩ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

其中,(F,A)={(e1,{u4,u21}),(e2,{u1,u13,u21,u36,u42}),(e4,{u2,u36,u42}),(e5,{u4,u13,u21,u28,u36,u42}),(e7,{u5, 
u13,u28,u36})}. 

Step 3. 信息的提取.在 Step 2 的基础上,提取出具备优先考虑条件的候选人: 
1 2 5{ , , }

1 4 21 2 1 13 21 36 42 5 4 13 21 28 36 42[( , )] [{( ,{ , }),( ,{ , , , , }),( ,{ , , , , , })}]e e eF A e u u e u u u u u e u u u u u u⇒ = . 

令(F ′,A′)={(e1,{u4,u21}),(e2,{u1,u13,u21,u36,u42}),(e5,{u4,u13,u21,u28,u36,u42})},则(F ′,A′)见表 2. 
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Table 2  Soft set (F′,A′) 
表 2  软集(F′,A′) 

 u1 u4 u13 u21 u28 u36 u42
e1 
e2 
e5 

0 
1 
0 

1 
0 
1 

0 
1 
1 

1 
1 
1 

0 
0 
1 

0 
1 
1 

0 
1 
1 

由表 2 可知,u21 是最佳考虑人选,其次是 u4,u13,u36,u42,然后是 u1 和 u28. 
下面我们将文献[18]中的例 4 用该算法求解,从而加以比较说明. 
例 6:在例 5 中,我们选取两位专家作为评委,即,例 5 中的评委 1 与评委 2(此时,同文献[18]中的例 4).在融合

这两位专家意见的基础上,给出一个最佳方案: 
Step 1. 信息的划分.根据两位专家给出的信息,依据定义 3,将其分类如下: 

[(F1,A1)]=[(F1,A1)],[(F2,A2)]=[(F2,A2)]. 
Step 2. 信息的联合.将 Step 1 中的两个等价类进行联合运算,得到: 

[(F1,A1)]⊗[(F2,A2)]=[(F1,A1)∩ε(F2,A2)]=[(F,A)], 
其中, 

1 4 21 2 1 13 21 36 42

4 2 3 13 15 18 23 25 28 30 33 36 38 42 43

5 2 4 8 9 12 13 14 16 17 21 23 28 36 42 44

( , ) {( ,{ , }),( ,{ , , , , }),
               ( ,{ , , , , , , , , , , , , , }),
               ( ,{ , , , , , , , , , , , , , , })

F A e u u e u u u u u
e u u u u u u u u u u u u u u
e u u u u u u u u u u u u u u u

=

7 1 5 12 13 17 20 24 28 29 34 36 41 45 47

,
               ( ,{ , , , , , , , , , , , , , })}.e u u u u u u u u u u u u u u

 

Step 3. 信息的提取.由注 3(2)可知,[(F,A)]⇒A=[(F,A)],我们将(F,A)中满足 3 个及以上属性的面试人员相应

的软子集(F ″,A″)列出,见表 3. 
Table 3  Soft set (F ″,A″) 

表 3  软集(F ″,A″) 
 u13 u21 u28 u36 u42

e1 
e2 
e4 
e5 
e7 

0 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
0 
1 
0 

0 
0 
1 
1 
1 

0 
1 
1 
1 
1 

0 
1 
1 
1 
0 

由表 3 可知,u13 与 u36 是最佳考虑人选,其次是 u21,u28,u42. 
由上述结果可知,该算法结果显然优于文献[18]中的算法.比如对于 u28 和 u36,u36 比 u28 应优先考虑.事实上,

我们对两位专家最初的信息分析可得:当不考虑属性 e1 与 e2时,融合两位专家的意见,u28 和 u36 都具有 3 个属性,
可认为其能力是对等的.而对于属性 e1 与 e2,一位专家认为 u36 具有属性 e1,两位专家认为 u36 具有属性 e2,但是

对于 u28,都只有一位专家认为其具有属性 e1 与 e2,因此,u36 比 u28 较为优秀,应该优先考虑,但文献[18]中的算法

并未体现出这一点. 
下面的例子表明:当文献[18]中的算法在失效的情形下,本文中的算法依然是行之有效的. 
例 7:假设某公司应聘某一职位,现收到 7 份简历,请来自不同领域的 2 位专家作为评委.参数集同例 5,论域

集 U={u1,u2,…,u7}.由于每位评委看法不同,两位评委考虑的参数集不尽相同,其意见分别如下: 

1 1 2 2 3 4 5 3 1 3 4 1 2 5

2 2 1 1 2 3 1 3 4 5 2 3 4 5

( , ) {( ,{ , , , }),( ,{ , }),( ,{ , , })},
( , ) {( ,{ , }),( ,{ , , }),( ,{ , , , })}.
F A e u u u u e u u e u u u
F A e u u e u u u e u u u u

=

=
 

现在给出一个尽可能使两位专家满意的较好的方案. 
如果运用文献[18]中的算法,我们令 S=(F1,A1),T=(F2,A2),则计算得出: 

uni-int(S∧T)=unixinty(S∧T)∪uniyintx(S∧T)=∅. 
这使得无法做出最优决策.此时,文献[18]中的算法失效.而我们运用本文中的算法,求解如下: 
Step 1. 信息的划分.根据 2 位专家给出的信息,依据定义 3,将其分类如下: 
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1 1 2 2 3 4 5 3 1 3 4 1 2 5[( , )] [{( ,{ , , , }),( ,{ , }),( ,{ , , })}],F A e u u u u e u u e u u u=  

2 2 1 1 2 3 1 3 4 5 2 3 4 5[( , )] [{( ,{ , }),( ,{ , , }),( ,{ , , , })}].F A e u u e u u u e u u u u=  

Step 2. 信息的联合.将 Step 1 中的两个等价类进行联合运算得: 
[(F1,A1)]⊗[(F2,A2)]=[(F1,A1)∩ε(F2,A2)]=[(F,A)]. 

其中,(F,A)={(e1,{u1,u2}),(e2,{u2,u3,u4,u5}),(e3,{u1,u3}),(e4,{u1,u2,u5}),(e5,{u2,u3,u4,u5})}. 
Step 3. 信息的提取.[(F,A)]⇒A=[(F,A)],其中,(F,A)见表 4. 

Table 4  Soft set (F,A) 
表 4  软集(F,A) 

 u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7
e1 
e2 
e3 
e4 
e5 

1 
0 
1 
1 
0 

1 
1 
0 
1 
1 

0 
1 
1 
0 
1 

0 
1 
0 
0 
1 

0 
1 
0 
1 
1 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

由表 4 可知,u2 是最佳考虑人选,其次是 u1,u2,u3,再是 u4,最后考虑 u6 和 u7. 

5   结束语 

软集在不确定决策方面的研究,是目前软集在应用研究中最活跃的方向之一.本文通过在软集中引入转移

运算与扩展运算,讨论了软集理论与无标记信息代数之间的联系,从而将无标记信息代数的模型用于处理软集

理论中的决策问题.最后给出对应算法,并举出实例予以说明. 
本文提出的无标记信息代数模型的算法与以往算法比较,优点在于: 
• 首先是将所有信息分类,然后对分类后的信息进行融合或提取,这使得我们在处理信息时,计算量得到

很大的降低,也正好使我们在前面提出的想法得以实现; 
• 其次,在对分类后的信息进行联合后,所对应的参数集不会为空(除去被联合软集不相容的情形,见注

3(1)),这使得该算法是可行和有效的,避免了文献[18]中算法失效的情形(例 7); 
• 最后,局部计算是信息代数应用的核心之一,因此,利用聚焦运算可使得在所有信息中提取出所关注的

部分,从而获得局部(我们所关注的)信息.因此,我们可以借助无标记信息代数的模型解决软集中的一

些决策问题,从而得到最优决策方案,提高决策效率. 
另外,在实际生活中,我们有时候对某一事物是否具备某种属性是不完全确定的,也就是说,对某一事物的

描述是一个模糊软集.那么在这种情形下,本文中的算法是否还有效呢?如果不是,又如何做一修改与完善呢?这
个问题我们将另文加以讨论. 
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