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摘  要: 针对现有的基于图的半监督学习(graph-based semi-supervised learning,简称 GSSL)方法存在模型参数敏

感和数据空间判别信息不充分等问题,受最近特征空间嵌入和数据稀疏表示思想的启发,提出一种稀疏近似最近特

征空间嵌入标签传播算法 SANFSP(sparse approximated nearest feature space embedding label propagation).SANFSP
首先利用特征空间嵌入投影点来稀疏表示原始数据;然后,度量原始数据和稀疏近似最近特征空间嵌入投影间的相

似性;进而提出稀疏近似最近特征空间嵌入正则化项;最后,基于传统GSSL方法的标签传播算法,实现数据标签的平

滑传播.同时,还将 SANFSP 算法简单拓展到 out-of-sample 学习.SANFSP 算法在人造和实际数据集(如人脸识别、可

视物件识别以及手写数字分类等)上取得了有效的实验结果. 
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Abstract:  There exist several problems in existing graph-based semi-supervised learning (GSSL) methods such as model parameters 
sensitiveness and insufficient discriminative information in data space, etc. To address those issues, this paper proposes a sparse 
approximated nearest feature space embedding label propagation (SANFSP) algorithm, which is inspired by both ideas of nearest feature 
space embedding and that of sparse representation. SANFSP first sparsely reconstructs data from original space using its feature space 
embedding projection images, and then measures the similarity between original data and its sparse approximated nearest feature space 
embedding projection points, thus proposing a sparse approximated nearest feature space embedding regularizer. At last, SANFSP 
complets label propagation procedure by using classical label propagation algorithm. The study also derives an easy way to extend 
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SANFSP to out-of-sample data. Promising experimental results are obtained on several toy and real-world classification tasks such as face 
recognition, visual object recognition and digit classification. 
Key words:  semi-supervised learning; sparse representation; label propagation; nearest feature space 

训练学习有效的分类器通常需要一个带标签的训练数据集[1],而在许多实际的模式分类和数据挖掘应用

中,我们时常面临缺少足够数量的带标签训练数据的问题;而同时,大量无标签数据集可能会非常容易获得.为
了有效利用大量无标签数据和有限的带标签数据,半监督学习(semi-supervised learning,简称 SSL)[2,3]方法得以

提出 .目前 ,已有大量 SSL 方法被提出 ,详细信息见文献 [4],其中取得的一个杰出成就就是基于图的 SSL 
(graph-based SSL,简称 GSSL)模型[3,5].因 GSSL 所具有的优雅数学形式和独特的效能,其已发展成为机器学习领

域热门研究主题之一[3,5].GSSL 模型将整个数据集建模为图结构 G=(V,E),其中,V 为顶点集,E 为边集.每个边

eij∈E 被赋予一个非负权值 wij≥0,以反映数据点对 i 和 j 间的相似性.图 G 可以为有向(即 wij≠wji)或无向(即
wij=wji),本文仅关注无向图的情况.一般来说,存在两种基于图的 SSL 任务:1) 演绎学习(或称 transduction 学习),
其仅旨在预测无标签顶点的分类标签[2,6−11];2) 归纳学习(或称 induction学习),其试图归纳出一个在整个样本空

间具有最低误差率的决策函数[12].显然,归纳学习困难且复杂[8]. 
研究表明,SSL 问题的关键是先验一致性假设[3,6],GSSL 方法所持的基本假设为聚类假设[3],即:如果两个数

据点间连接通路仅穿过高密度区,则二者具有相同的类标签.Zhou 等人[6]进一步研究了该假设背后的几何本质

属性,即:1) 相邻点可能具有相同类标签;2) 在相同结构(如聚类或子流形)上的点也可能具有相同类标签.第 1
个假设为局部假设,第 2 个则为全局假设.聚类假设告诉我们,在学习中应充分考虑包含于数据集中的局部和全

局信息.聚类假设同近年发展起来的非线性降维方法(或称流形学习方法[13])具有直接的关联性,因为这些降维

方法的中心思想是为数据集构建一个保留数据局部结构的低维全局坐标系统.LLE[13]和 LPP[14]是两个最具代

表性的流形学习方法,其均是将数据集建模为一个如 GSSL 方法中的图模型,以便寻求一个保留数据间图结构

的低维嵌入坐标系统.尽管现有的 GSSL 方法已被成功应用于许多实际领域,但是经研究发现,现有 GSSL 方法

依然普遍存在如下几个关键挑战: 
(1) 模型参数依赖问题 
现有研究指出,GSSL 算法性能在一定程度上依赖于图边的权值[8],其通常采用 k-最近邻(k-NN)或 Gaussian

核相似性(GKS)等方法计算取得.而在实际应用中,优化的最近邻数 k 和 Gaussian 核带宽通常是很难确定的,从
而导致现有 GSSL 方法在具体的应用中难以取得最优性能.对此,Wang 等人[8,9]提出一种线性邻居传播算法

(linear neighbor propagation,简称 LNP),其首先近似构建一个由多个互重叠的线性近邻块构成的图,其中,各近邻

块的边权值通过邻居线性投影重构计算得到.LNP 方法虽然能够通过修正数据点与其 k-NN 间的权值来改善传

统 k-NN 方法的性能,但是其仍然依赖传统的欧式距离来预定义数据点的 k-NN,换句话说,LNP 依然未能彻底解

决传统 SSL 方法中如何有效确定数据点的邻居数这个根本问题. 
(2) 面对复杂的学习环境,现有 GSSL 方法所面临的鲁棒性问题 
一般现有的 GSSL 方法性能通常对噪声(或桥接点)和缺失数据(如人脸数据中的遮罩)[8]等干扰信号较敏

感,会导致现有 GSSL 方法错误地将标签传播到异类,降低了现有 GSSL 方法在复杂噪声环境下的学习性能. 
(3) 小样本学习问题 
对于人脸图像识别等小样本学习问题,由于学习数据集中点对间的相似性判别信息有限[15],从而在一定程

度上导致现有 GSSL 方法面临判别信息不充分的问题. 
现有研究显示[16],人脸图像数据的稀疏表示具有更自然的判别力.为此,Wright等人[16]提出一种稀疏表示分

类器(sparse representation classifier,简称 SRC).为了解决 GSSL 方法中存在的模型参数难以确定的问题,Hong 等

人[17]和 Fan 等人[18]分别提出稀疏表示加权图正则化 SSL 方法.为了克服人脸图像分类这类小样本学习任务所

面临的判别信息缺少的问题,Chen 等人[15]从模式判别分析的角度,提出一种 NFS 嵌入人脸识别方法. 
本文受 NFS 方法思想和近来在稀疏表示(sparse representation,简称 SR)理论上的研究进展[16−20]的启发,提

出一种稀疏特征空间嵌入相似性度量.其关键思想在于:利用特征空间嵌入实现数据点的稀疏重构能反映数据
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点与特征空间嵌入间的本质相似性结构,从而提供一种度量数据点与特征空间嵌入间的相似性度量方法.基于

此 ,提出一种新颖的稀疏近似最近特征空间嵌入标签传播算法 (sparse approximated nearest feature space 
embedding label propagation,简称 SANFSP),所提方法无需依赖欧式距离来预计算数据点的 k 近邻.与传统 GSSL
方法相比,SANFSP 方法所具有的优势在于: 

(1) 在 SANFSP 方法中,标签传播图模型的构建准则为特征空间嵌入投影的核稀疏表示,而该准则一般优

于传统 GSSL 方法中采用的最近邻准则,尤其是对于高维小样本数据集的学习.与传统 GSSL 方法中

数据近邻和图边权值的计算分开完成不同,本文方法中邻居大小和图边权值通过 l1-范优化过程来一

步确定,使得不同样本具有不同的近邻数,其能增强本文方法对于复杂数据分布学习的自适应性; 
(2) 由于将原始数据分别嵌入到多个(理论上可为无限个)特征空间,扩大了原始数据空间的信息表示容

量,使得 SANFSP 方法具有更丰富的模式判别能力,从而能够有效解决小样本学习问题; 
(3) 通过使用稀疏集中索引(sparsity concentration index,简称 SCI)[16]技术来自然地消除噪声数据或恢复

缺失数据,使得 SANFSP 方法在复杂的噪声环境下具有更鲁棒的学习性能; 
(4) 由于同时考虑了数据分布的局部和全局几何结构信息,使得 SANFSP 方法具有更强的泛化性能. 

1   SANFSP 算法 

1.1   问题描述 

给定数据集 X={x1,x2,…,xl,xl+1,…,xl+u}∈\d(d 维欧式空间)和标签集 L={1,2,…,c},其中,前 l 个点 xi(1≤i≤l) 

标签为 yi∈L,余下的 u 个数据点 xj(l+1≤j≤l+u=N)无标签,每个数据点 xi 均采样自某个固定但未知的分布 p(x),
则 SANFSP 方法旨在基于由数据集 X 构成的图 G 实现标签信息的平滑传播,即满足:(1) 标签传播输出应接近

图中带标签顶点的标签值;(2) 传播的标签信息应在整个图上平滑.为此,SANFSP 方法基本步骤包括:(1) 原始

空间数据在特征空间的嵌入,并获得各原始数据点在特征空间的相应投影点集;(2) 利用特征空间投影点集稀

疏重构各原始数据,获得稀疏重构矩阵 S,并以此构建加权图模型 G=(X,S),其中,X 为数据集,S 为图边权值;(3) 基
于图模型 G 实现标签传播. 

1.2   特征空间嵌入计算 

考虑原始空间的对象集 X={x1,x2,…,xN},给定对象 xi∈X 到特征空间的距离为 
 ||xi−f (P)(xi)||2 (1) 
其中,f (P)为 P(P=1,2,…,N−1)个对象生成的特征空间,f (P)(xi)为对象 xi 在特征空间 f (P)的嵌入(或投影).图 1 显示了

P=2 和 P=3 情况下的特征空间嵌入及其权值.当 P=1 时,公式(1)表示点对间的距离度量,对象 xi 在特征空间的嵌

入为原始空间对象集.下面重点分析当 P≥2 时,对象 xi 在特征空间的嵌入 f (P)(xi)计算方法. 

(1) 当 P=2 时,公式(1)变成点 xi 到特征线 a bx x 间的距离度量(如图 1(a)所示),表示为 (2)
,|| ( ) ||i a b ix f x− ,投影点 

可计算为 

 (2)
, ,( ) ( )a b i a a b a bf x x x xλ= + −  (2) 

其中,权值λa,b=(xi−xa)T(xa−xb)/(xa−xb)T(xa−xb)(i≠a≠b),则有: 
(2)
, ,

, ,

, ,

( ) ( )
                   (1 )
                   .

i a b i i a a b a b

i a b a a b b

i a b a b a b

x f x x x x x
x x x
x x x

λ

λ λ

λ λ

− = − + −

= − − −

= − −

 

其中,λa,b+λb,a=1. 

(2) 当 P=3 时,公式(1)变成点到特征面 Er,a,b 间的距离度量,表示为 (3)
, ,|| ( ) ||i r a b ix f x− ,其中,特征平面 Er,a,b 由对

象 xr,xa 和 xb 张成(如图 1(b)所示),特征平面 Er,a,b 的嵌入(或投影) (3)
, , ( )r a b if x 由公式(3)计算获得: 
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(3) 1
, , , , , , , , , ,( ) ( ) ( )

             [( ) ( )][  ]
             (1 )
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 (3) 

其中,Γr,a,b=[(xa−xr) (xb−xr)]为一个 r×2 矩阵,矩阵 1
, , , , , ,( ) ( )T T

r a b r a b r a b i rx xΓ Γ Γ− − 表示为[λa λb]T,且λr+λa+λb=1.从而,投

影点 (3)
, , ( )r a b if x 被表示为对象 xr,xa 和 xb 的线性组合. 

ix

bx

ax

(2)
, ( )a b if x

,a bλ

,b aλ

(2)
, ( )a b is x

        

bx

ax (3)
, , ( )r a b if x

ix

rx

aλ

bλ

rλ

, ,r a bE

(3)
, , ( )r a b is x

 

(a) P=2                                        (b) P=3 
Fig.1  Feature space embedding and the weight setting for P=2 and P=3 

图 1  特征空间嵌入及其权值:P=2,P=3 

(3) 一般地,对于 P>3,公式(1)变成点到特征空间之间的距离度量,表示为 xi−f (P)(xi),对象 xi 在特征空间 f (P)

的嵌入 f (P)(xi)可由公式(4)计算获得: 

 ( ) 1
1: 1: 1: 1: 1 1

1
( ) ( ) ( )

P
P T T

i P P P P i j j
j

f x x x x xΓ Γ Γ Γ λ−

=

= − + = ∑  (4) 

其中,Γ1:P=[(x2−x1) (x3−x1)…(xP−x1)], 1
1.P

jj
λ

=
=∑  

1.3   稀疏特征空间嵌入Laplacain图构造 

如下两条理由能够说明为何数据的稀疏表示适于图的构建: 
(1) 在典型的 k-邻居图构建中,稀疏性具有重要地位:一方面,稀疏性刻画了数据分布的局部性;另一方面,稀

疏性有效节省计算成本和存储空间.但是,传统的基于 k-NN和高斯函数构建的 k-邻居图的稀疏性依赖于人工设

定的邻居数和高斯核参数σ.文献[8]研究指出:在只有少量标签数据的情况下,难以可靠地选取模型参数,即,难
以确定优化的参数σ.为此,需要寻求一种更可靠、稳定的方法来构建图模型 G; 

(2) 最稀疏的表示自然地具有判别性.因为我们的最终目标是对目标数据实现分类,所以期望图数据包含

尽可能多的判别信息,即来自相同类的两个数据点通过边连接起来.对于典型的 k-NN 图,上述所期望的属性严

重依赖近邻准则在原始空间实施效果的好坏[17],但不幸的是,对于原始高维数据(如人脸图像数据),最近邻准则

通常不能取得好的性能[14,17].相比之下,近来研究[16]显示,稀疏表示具有自然的判别力,并能在高维数据环境下

取得较好的性能;而且,该判别力仅与类数紧密相关,与样本数无关.因此,基于 SR 构建的图模型在无需大量标签

数据的情况下能包含更多的判别信息. 

设 T(P)为对象集 X 生成的 1N
PC − 个可能的特征空间集,T (P)(xi)为对象 xi 在特征空间集 T (P)中投影点集.本文试 

图避开传统的 GSSL方法中所采用的点对间关系度量方法,而采用特征空间投影点集 T (P)(xi)来稀疏表示原始空

间对象 xi∈X,从而构建一个加权图 G={T(P),S}.其中,S 为稀疏表示权值,s(P)(xi)∈S 代表对象 xi 和特征空间嵌入
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f (P)(xi)∈T(P)(xi)间的稀疏表示权值.即通过求解如下 l1 范最小化问题来为各数据点寻求一个稀疏重构权值向量: 

 ( ) ( ) 2 ( )
1min || ( ) ( ) || || ||P P P

i i i ix s x f x C s− +  (5) 

其中,C 为正则化参数,以控制重构稀疏性和重构补偿间的平衡; 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 ( 1) ( 1)[ , ,..., ,0, ,..., ]N
P

P P P P P P T
i i i i j i j iC

s s s s s s −− += 是一个

1N
PC − 维列向量,其中,第 j 个元素等于 0 表示特征空间投影点 i ( ) ( )P

j ix T x∈ 从 T(P)(xi)中移除, ( )P
ijs (i≠j)表示 i

jx 对 xi

的重构贡献度.本文进一步约束 ( ) 1P
ij

j
s =∑ ,且 ( ) 0P

ijs ≥ .特别地,当 P=2 和 P=3 时,公式(5)分别变为 

2
(2) (2) (2)

, , 1

2
(3) (3) (3)
, , , , 1

min ( ) ( ) || || ,

min ( ) ( ) || || ,

i a b i a b i i
i a b

i r a b i r a b i i
i r a b

x s x f x C s

x s x f x C s

≠ ≠

≠ ≠ ≠

− +

− +

∑

∑
 

其中, (2)
is 和 (3)

is 分别为由稀疏权值 (2)
, ( )a b is x 和 (3)

, , ( )r a b is x 构成的 1
2
NC − 维和 1

3
NC − 维列向量. 

可以通过扩展特征-符号搜索法[19,20]来求解公式(5)中稀疏编码问题.在求得所有数据点的优化重构稀疏向 

量 m( )P
is (1≤i≤N)后,便可构建稀疏权值矩阵 m m m( ) ( ) ( )

1 2[ , ,..., ]P P P
NS = s s s .值得说明的是,S 中元素 ( )P

ijs 并非数据点对 xi 和

i
jx 间简单的相似性度量,矩阵 S 本质上有别于传统的图正则化算法(如 LPP[14])中的权值矩阵.对于 GSSL 问题,

采用稀疏矩阵 S 作为图权值矩阵具有如下有效属性:(1) 在稀疏矩阵 S 中,各权值向量 m( )P
is 均遵从重要的对称性,

即旋转不变性(满足公式(5)约束)和转换不变性(满足约束 m
1

( ) 1N
P

T P
iC − =1 s ,其中, 1N

PC −1 代表 1N
PC − 维全 1 列向量),使得 

权值矩阵 S 在一定程度上能够反映数据的本质几何属性;(2) 即使在无类标签的情况下,权值矩阵 S 中也能自然

地保留数据的判别信息. 

1.4   稀疏近似最近特征空间嵌入标签传播算法 

在本节,我们将利用公式(5)构建的核稀疏图和一个迭代过程来有效解决数据标签传播的问题.设 F 表示定

义于样本集 X 上的分类函数集,且∀f∈F,则可赋予每个数据点 xi一个实值 fi=f(xi),无标签数据 xu的标签由 fu=f(xu)
的符号确定.在每次迭代中,使每个数据从其稀疏重构对象中吸收部分标签信息,且保留其初始状态的部分标签

信息,这样,在第 t+1 次迭代时,xi 的标签为 

 1 (1 )t t
i ij j ij i

f M f yα α+
≠

= + −∑  (6) 

其中,0≤i≤α控制 xi 从其重构对象吸收标签信息部分,Mij=(S+ST−STS)ij(或 Mij=(S)ij).令 y={y1,y2,…,yN}T 且 yi= 

Li∈L(1≤i≤l),其中,L={0,1}为标签集,yu=0(l+1≤i≤l+u).令 1 2( , ,..., )t t t t T
Nf f f=f 为在第 t 次迭代的预测标签向量, 

f0=y.公式(6)迭代方程重写为 
 f t+1=αMf t+(1−α)y (7) 

本文将采用公式(7)更新各数据对象的标签直至收敛,即数据的预测标签在经过几次迭代后不再发生变化. 
下面将 SANFSP 算法拓展为多分类问题:设有 c 个分类,标签集为 {1,2,..., }L c= .令 K 为 N×c 矩阵集,其中, 

矩阵元素为非负的实数值.任意矩阵 1 2[ , ,..., ]T T T
NF K= ∈F F F 对应 X 上的一个特定的分类,即,数据 xi 分类为 yi= 

argmaxj≤cFij.因此,F 也可看成一个标签函数.初始地,设 F0=Y,其中,如果 xi 标记为 j,则 Yij=1;否则,Yij=0;对于无标

签数据点 xu,Yuj=0(1≤j≤c).SANFSP 算法的主要步骤描述见表 1. 

2   讨  论 

2.1   算法收敛性 

定理 1[6]. 公式(12)中计算的序列{f t}收敛于下式: 
 f*=(1−α)(I−αM)−1y (8) 

根据定理 1,以 fi 作为分类函数,使得 SANFSP 成为一站式算法,即,只需一步便能预测所有数据标签.同样,
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对于多分类情况,只要将公式(8)中的 y 简单地替换为 Y,可得如下多分类预测函数: 
 F*=(1−α)(I−αS)−1Y (9) 
则,每个数据对象的标签可由 *arg maxi j c ijy F= ≤ 确定. 

Table 1  SANFSP algorithm 
表 1  SANFSP 算法 

算法1. SANFSP. 
输入: 样本集X、参数C,α以及初始化标签向量y; 
输出: 无标签数据的预测标签. 
Step 1 根据公式(7)~公式(9)分别计算数据 xi∈X 的特征空间投影集 T(P)(xi),P=2,3,…,N−1,i=1,2,…,N 
Step 2 通过求解公式(10)中l1范最小化问题构建稀疏图G={T(P),S},从而构建传播矩阵M=S+ST−STS. 
Step 3 重复F t+1=αMF t+(1−α)Y直到收敛. 
Step 4: 令F*为序列Ft的极限,输出各数据点xi的标签 *arg maxi j c ijy F= ≤

. 

2.2   正则化框架 

2.2.1   稀疏近似最近特征空间嵌入正则化 
目前,许多降维方法均利用一个线性映射函数将原始特征空间的数据矩阵 X 映射到某个低维表示 F[21],即: 

F=ATX,其中,A 为映射矩阵.同样,MR 方法[12]也通过一个线性函数 h(X)来连接预测标签矩阵 F 和数据矩阵 X,即: 
F=h(X)=ATX.由此可知,线性技术提供了一个简单且有效的数据映射方法,其假设低维表示或预测标签可位于数

据矩阵 X 所张成的空间. 
考虑一个低维变换空间对象集 Y={y1,y2,…,yN},其中,yi=aTxi(xi∈X)为 xi的某个低维表示或预测类标签向量,a

为低维变换矩阵,则给定对象 yi 到特征空间的距离为||yi−l(P)(yi)||2,其中,l(P)为对象集 Y 中 P 个对象生成的特征空 

间,l(P)(yi)为对象 yi 在特征空间 l(P)的投影.设 Y(P)为对象集 Y 生成的 1N
PC − 个可能的特征空间集,则最近特征空间 

嵌入(NFS)人脸识别方法[15]最小化如下目标函数: 

 
( ) ( )

2
( ) ( )

1 ( ( )) ( )
P P

P P
i i i

i l Y

L y l y w y
∈

= −∑ ∑  (10) 

 
( ) ( )

( ) 2 ( )
2 || ( ) || ( )

P P

P P
i i i

i l Y

L y l y w y
∈

= −∑ ∑  (11) 

其中,w(P)(yi)为特征空间投影点的权值.对于特定对象 yi,共可生成 1N
PC − 个特征空间嵌入.对于 N 个对象及其相应

投影对象集 l(P)(yi)(i=1,2,…,N),权值 w(P)(yi)构成一个 1N
PN C −× 的连接关系矩阵.在基于 NFS 的判别分析中,l(P)(yi) 

(i=1,2,…,N)为 k-最近邻特征空间嵌入集.当 P=1 时,公式(10)变为 LLE 方法[13],公式(11)变为 LPP 方法[14].为了方

便起见,权值 w(P)(yi)被扩展为一个 N×NP 矩阵,其中,部分特征空间嵌入权值不存在.对于不同的 P 值,以上目标函

数 L1 和 L2 均可变换为 Laplacian 矩阵表示形式[15]. 
定理 2[21]. 设矩阵 X=[x1,x2,…,xN]∈\d×N 表示原始空间数据集矩阵,d 为数据维数.为简单起见,假定 X1N=0, 

其中,1N 表示 N×1 维向量.分别定义总体散度矩阵 St、类间散度矩阵 Sb 和类内散度矩阵 Sw 为:St=XXT,Sb=XGGTXT, 
Sw=XXT−XGGTXT,其中,G=Y(YTY)−1/2 为一个加权类指示矩阵,且 GTG=Ic(c 为分类数). 

如果 rank(Sb)=c−1 和 rank(St)=rank(Sw)+rank(Sb),则原始空间数据的真实类指示矩阵能被其某个低维线性 
投影所表示,即,存在某个投影矩阵 A∈\d×c,使得 Y=XTA,其中,Y 为预测类标签矩阵. 

定理 2 中的条件在实际应用中通常对于高维、小样本问题是满足的(如人脸识别应用)[21].根据以上描述,
稀疏权值矩阵 S 在一定程度上能够反映数据与特征空间嵌入点间的本质几何特性,且包含了数据的自然判别

信息.根据定理 2,有如下假设: 
假设 1. 与特征空间相应的标签空间具有和特征空间相似的几何特性,即原始数据的真实类标签也能被标

签空间嵌入稀疏表示. 
基于假设 1,本文提出一种稀疏标签空间嵌入正则项.令 F=(f1,f2,…,fc)∈\N×c 为类指示矩阵,其中 fj=[fj(x1), 
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fj(x2),…,fj(xN)]T(1≤j≤c),则可通过最小化如下目标函数来构建稀疏标签空间嵌入正则项,其最好地保留了对象

xi 的特征空间嵌入的稀疏权值向量: 

 
( ) ( )

2

( ) ( )
1

:

( ( )) ( )
P P

P P
i i j i

i j L F

F f L f s x
∈

= −∑ ∑  (12) 

 
( ) ( )

( ) 2 ( )
2

:

|| ( ) || ( )
P P

P P
i i j i

i j L F

F f L f s x
∈

= −∑ ∑  (13) 

其中, ( ) ( )P
j is x 为第 j 个特征空间嵌入稀疏表示权值,L(P)为 P 个标签对象生成的标签空间,L(P)(fi)为对象 fi 在特征

空间 L(P)的投影,F(P)为标签集生成的 1N
PC − 个可能的标签空间集.公式(12)和公式(13)称为稀疏标签空间嵌入目 

标函数. 
定理 3. 稀疏标签空间嵌入目标函数(12)和公式(13)可分别表示为 Laplacian 矩阵形式,即: 

Fi=tr(FLFT)(i=1,2). 
定理 3 的详细证明见附录 1. 
定理 4. 设 F=(f1,f2,…,fc)∈\N×c为类指示矩阵,定义变量α=1/(1+μ)和β=μ/(1+μ),可知α+β=1,则 SANFSP 通过 

公式(9)计算的预测结果可通过如下正则化框架导出: 

 ( ) min ( ) (( ) ( ))
2

T T
SANFSP F

Q F tr FLF tr F Y F Yμ
= + − −  (14) 

其中,Y∈\N×c 为原始标签矩阵.如果 xi 标记为 yi=j,则 Yi,j=1;否则,Yi,j=0. 

证明:定理 4 可仿照文献[6]推导证明,空间所限,在此省略. 
根据定理 4,目标数据点 xu∈X(l+1≤u≤N)的预测标签可由下式确定: 

 ,1
arg max , 1u u jj c

f F l u N= +
≤ ≤

≤ ≤  (15) 

公式(15)中,QSANFSP(F)的第 1 项称为平滑项,其描述了相对于稀疏重构结构的数据标签的总体变化;其中第

2 项称为拟合项,其度量预测标签和原始标签的拟合性能. 
2.2.2   局部和全局一致学习正则化 

本质上来说,稀疏特征空间嵌入正则化是一种全局学习方法.但不幸的是,以全局的方式选择一个分类函数

可能不是一个好的策略,因为学习空间可能并未包含一个适于全局数据集的学习函数[10].然而从待学习的函数

集中可以更容易地选出一些适于输入空间局部区域的更好的预测函数,因此,将整个输入空间分割成多个局部

区域,然后针对各个局部区域以更有效地实现局部成本函数的最小化.相反,采用纯粹的局部学习算法也可能存

在问题,因为在各局部区域可能不具备用以训练局部学习函数的数据[11].因此,在局部学习正则化的同时,还需

应用一个全局平滑项以根据本质数据分布来平滑预测数据标签,使得预测标签更精确. 
为了捕捉局部判别信息,本文采用局部核岭回归函数对每个训练数据实施一次回归运算.当 P=1 时,公式(5)

变为 
 min||xi−Xsi||2+C||si||1,i=1,…,N (16) 
其中,矩阵 X=[x1,x2,…,xN]∈\d×N 表示原始空间数据集矩阵,d 为数据维数.公式(16)代表训练数据 xi 的稀疏表示,

令 1{ }k d k
i j jX X×

== ∈ ⊂x \ 代表数据 xi 的核稀疏重构对象集,其中,k 代表数据点 xi 的稀疏重构对象数(根据经验, 

为了获得最好的有判别的 k 个重构模式,本文设置 sij≥ε,ε∈(0,1)为某个用户定义的相对较小的阈值),则局部学

习正则项可以定义为 

 2

, , 1
min (|| 1 || ( ))
i i i

N
T T T
i i k i i i iW b F i

X W b F trW Wγ
=

+ − +∑  (17) 

其中,
1

[ ,..., ]
k

T
i i iF f f= 为局部类指示矩阵,Wi为局部为投影矩阵,bi为局部截距向量,1k∈\k×1代表全 1 向量.对公式 

(17)分别针对变量 Wi,bi 求导数,并令结果等于 0,可得如下分析解: 
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1 1

( )

T
i i k

T
i i k i d i k i

b F
k

W X H X I X H Fγ −

⎧ =⎪
⎨
⎪ = +⎩

 (18) 

其中, 1 1 /T
k k k kH I k= − 为局部中心化矩阵,Ik∈\k×k 为单位矩阵.将公式(18)的结果代入公式(17),可得局部学习正 

则化项 tr(FLoFT),其中, 
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 (19) 

其中, 1
1 1| ( ) ; |

i

N T T N
o i k i i i d i i iL H X X X I Xγ δ−

= == − + 为选择矩阵,满足 .T
i iF Fδ=  

从公式(17)可看出,局部学习 Laplacian 矩阵 Lo 能有效捕捉数据的局部判别信息. 
根据局部与全局一致学习观,在公式(14)中,用 G=λL+(1−λ)Lo 替换 L,其中,λ∈[0,1]为平衡参数,从而得到一

个基于局部和全局一致学习的 SANFSP 正则化形式: 

 ( ) min ( ) (( ) ( ))
2

T T
SANFSPLG F

Q F tr FGF tr F Y F Yμ
= + − −  (20) 

根据公式(20),当λ=1 时,QSANFSPLG(F)降级为基于全局学习正则化的形式 QSANFSP(F). 

2.3   Out-of-Sample推理 

第 1节论述了 SANFSP算法的主要演绎学习过程,本节介绍如何将 SANFSP算法推广到样本外数据(out-of- 
sample)学习.按照文献[22]的做法,为了将 SANFSP 泛化到样本外数据学习,需要做两件事情:(1) 对于新的样本

外测试数据点 xu 使用和公式(14)(或公式(20))相同的平滑准则类型;(2) 确保样本外数据 xu 的加入不会影响训

练数据集的原始 QSANFSP(F)或 QSANFSPLG(F)值.因此,对于新的测试数据点 xu,平滑准则定义为 

 
( ) ( )

( ) ( )

:

( ( )) ( ( ) ( )) ( )
P P

P P
SANFSP u u u j u

j L F

Q f x f x L f s x
∈

= −∑  (21) 

因为 QSANFSP(f(xu))关于 f(xu)为凸函数,故在公式(22)条件下,其能被最小化: 

 
( ) ( )

( ) ( )

:

( ) ( ) ( )
P P

P P
u j u u

j L F

f s x L f
∈

= ∑x  (22) 

有趣的是,公式(22)正好是当数据点 xu的标签能被标签空间嵌入对象优化重构时的公式,即为公式(23)的优

化解: 

 
( ) ( )

2

( ) ( )

( )
:

( ) min ( ) ( ) ( )
u P P

P P
u u j j uf x

j L F

f x f x L f s x
∈

= − ∑  (23) 

2.4   鲁棒性 

当数据集中有无效测试数据时,SANFSP 算法存在潜在问题.因此,在实施标签传播前须先确定无标签样本

是否有效.在实际应用场景中,检测并排斥无效测试样本(或离群点)是模式分类方法的关键能力. 
对于每个类 i(1≤i≤c),令Ψi:\n→\n为选取与第 i 类相关的稀疏重构系数的特征函数.对于一个稀疏重构系

数向量 s∈\n,Ψi(s)∈\n 为一个新的向量,其非零元素为 s 中与第 i 个类相关的元素. 

定义 1(稀疏集中索引(sparsity concentration index,简称 SCI)[16]). 稀疏重构系数向量 s∈\d 的 SCI 定义为: 

 1 1max || ( ) || / || || 1( )
1

i icSCI
c

Ψ⋅ −
=

−
s ss  (24) 

根据定义 1,当 P=1 时,对于由公式(10)取得的优化解 ˆis ,如果 ˆ( ) 1iSCI =s ,则表示测试样本 xi仅由同一类的对 
象表示;如果 ˆ( ) 0iSCI =s ,则表示稀疏重构系数均分于所有类.从而,可以选择一个适当的阈值τ∈(0,1),使得当

ˆ( )iSCI τ≥s 时,则认为测试样本 xi 为有效.因此,在稀疏图构造之前,我们可实施一个预处理过程,即通过 SCI 测 

试方法来排除数据集中某些噪声或离群点,从而增强 SANFSP 算法的鲁棒性能. 
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3   实验结论与分析 

为了评价所提方法 SANFSP 在 SSL 问题上的有效性,本文将在人造数据集和实际数据集上将所提方法与

几个代表性的算法进行比较.参与比较的算法包括 GFHF[7]、LapRLS[12]、基于稀疏重构技巧的 S-RLSC[18]、基

于线性邻居传播模型(linear neighbor propagation,简称 LNP)[8]以及基线方法 1-近邻分类算法 1-NN[23].对于所有

算法实验,分别记录 10 次独立实验结果的平均值用于算法性能评价. 
对于 GFHF 和 LapRLS 方法,Laplacian 图矩阵采用 Gaussian 函数构建,其中,Gaussian 函数参数采取 5-重交

叉验证法来设置,在 GFHF 方法中的 Laplacian 图矩阵的对角元素设为零;在 LapRLS 和 S-RLSC 方法中,为了算

法比较的公平起见,正则化参数γA 和γI 的设置与文献[18]中相同,核函数选择为 RBF 核,核带宽设置为σ=0.5;在
LNP 方法中,最近邻参数 k 手工设置为 7,正则参数手工设置为α=0.9;在 SANFSP 方法中,正则参数α设置为与

LNP 相同.文献[15]指出,没有证据显示 P≥3 时的 NFS 方法性能优于 P=2 时的识别效果.因此,为计算简单起见,
本文将参数 P 设置为 P=2. 

3.1   Toy数据实验 

本节将采用一个二维人造数据集来显示所提方法的学习性能,以更好地理解所提方法在 SSL 问题上的标

签传播过程.首先,人工生成一个包含 100 个样本的刻画两个信息类别的双月形二维数据集作为原始训练数据,
其中,每个类包含 50 个样本对象,图 2(a)显示其中一个类(以“△”标识)中某个点 x(以“☆”标识)的特征空间嵌入

投影点(以黑色“*”标识). 
 
 
 
 
 
 

(a) Feature space embedding              (b) t=0                        (c) t=15 

 
 
 
 
 
 

(d) t=30                       (e) t=50                        (f) t=60 

Fig.2  Label propagation results of SANFSP on the toy dataset 
图 2  SANFSP 在人造数据集上标签传播结果 

从图 2(a)可看出:相比于类中其他原始数据点,数据点 x 的特征空间嵌入投影点具有更丰富的表示信息,即,
其在较大程度上充实了原始数据点的表示空间,从而具有更完备的判别信息,这显然能够有效增强模式识别性

能.为了观测所提方法的标签传播效率,在上述人造数据集各类中分别标识 1 个标签数据点,如图 2(b)所示.图
2(c)~图 2(f)直观地显示了所提方法在双月数据集上的标签传播有效性,其中,t 为所提算法的迭代次数. 

3.2   人脸识别实验 

本实验将在 4 个实际人脸图像数据集上验证所提方法的鲁棒有效性.4 个人脸识别数据集包括 YALE B, 
CMU PIE,ORL,YALE(4 个数据集均可从网址 http://www.cad.zju.edu.cn/home/dengcai/Data/FaceData.html 下载),
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分别如图 3(a)~图 3(d)所示.扩展的 Yale B(YALE B)人脸数据库包含 38 个对象的 2 114 个正面人脸图像数据,
每个数据点被裁减为 64×64 大小的灰度图像,每个对象类包括大约 60 幅图像,每幅图像由一个 1 024 维向量表

示;PIE 人脸数据库包含 68 位志愿者的 41 368 张多姿态、光照和表情的面部图像,每个对象包含 170 幅人脸图

像.实验中,对数据库中图像进行预处理,使其缩放到 32×32 像素大小,且每个像素为 256 灰度级,则在图像空间,
每张图像由一个 1 024 维向量表示;ORL 数据库包含 40 个不同对象的 400 幅人脸图像,根据时间、灯照条件、

面部表情、面部细节等不同特征,分别有 10 幅图像刻画每个对象,实验中将每幅原始图像大小缩减为 40×40 像

素;Yale人脸数据库包括 15张人脸的 165个灰度级图像,这些图像分别显示了不同光照条件和脸部表情.实验中,
对图像定位进行了预处理,使其缩放到 32×32 像素大小,且每个像素为 256 灰度级,则在图像空间,每张图像由一

个 1 024 维向量表示.YALE 数据库包含 15 个不同对象的 165 幅人脸图像,根据不同的面部表情和面部配置,分
别有 11 幅图像刻画每个对象,并将原始图像缩减为 32×32 像素大小. 

     

(a)                                                    (b) 

     

(c)                                                    (d) 

Fig.3  10 selected image samples in YALE B, PIE, ORL and YALE 
图 3  从 YALE B,PIE,ORL 和 YALE 中分别选取的 10 副人脸样本 

对于各人脸图像数据集 X,随机选取 m 个数据样本作为标签化训练数据,对于 1-NN 算法,训练集仅包含 1
个标签数据.对于 LNP,GFHF,LapRLS,S-RLSC 和 SANFSP 方法,训练集包含数据集 X 中所有带标签和无标签数

据.图 4(a)~图 4(d)分别显示了所提方法在 4 个人脸数据集上的识别性能比较结果,其中,水平轴表示每个对象随

机标注的人脸图像数 ,垂直轴代表所有算法的相应的识别误差率 .从图 5 显示的结果可以看出 :所提方法

SANFSP 在所有 4 个人脸数据集上的识别性能均优于其他方法 ,其中 ,随着随机标注的人脸样本数增

加,SANFSP,S-RLSC 和 LNP 这 3 种方法具有可比较的识别性能. 
为了进一步评价所提方法在人脸识别上的鲁棒性,本文从 YALE 和 ORL 数据库中分别对每个对象随机选

取 8 幅图像作为训练数据集,并在样本数据中先后加入随机噪声和遮罩信息:第 1 次在图像样本中逐渐增加高

斯白噪声百分比,以逐渐减小信噪比(signal-to-noise ratio,简称 SNR),如图 5(a)所示;第 2 次不同大小的黑色方块

随机覆盖在目标样本图像上,从而产生遮罩(或缺失数据)现象,如图 5(b)所示.对于大小为 32×32 像素的 YALE
图像,黑色方块大小分别为 6×6,10×10,18×18 和 22×22 像素;对于大小为 40×40 像素的 ORL 图像,黑色方块大小

分别为 8×8,14×14,22×22 和 26×26 像素.图 6 和图 7 分别显示了上述两次处理数据集的实验结果,其中水平轴表

示数据集中干扰信号的能量变化,垂直轴表示人脸识别精确率.由图 6 和图 7 可看出:在样本数据集包含缺损数

据和噪声信息的情况下,本文方法 SANFSP 在绝大多数情况下均能取得最好的识别性能.这显示,基于稀疏近似

最近特征空间嵌入相似度量的 SANFSP 算法是有效的.另外,随着噪声或遮罩信息的增加,所有算法的识别性能

均表现出了不同程度的下降趋势,而本文所提方法 SANFSP 和 S-SRLC 性能下降相对缓慢,这也进一步说明了

基于稀疏重构技术的图像识别方法对于噪声或缺失数据具有更强的鲁棒性. 
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 (a)                                           (b) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (c)                                             (d) 

Fig.4  Face recognition results on YALE B, PIE, ORL and YALE 
图 4  分别在 YALE B,PIE,ORL 和 YALE 上的人脸识别结果 

 

(a) 

 

(b) 

Fig.5  Face images in YALE with noise and occlusions 
图 5  带有噪声和遮罩的 YALE 人脸 

 
 
 

识
别

误
差

率
(%

) 

60

带标签样本数(m) 

2 4

SANFSP
S-RLSC
LNP 
LapRLS
GFHF 
1-NN 

50

40

30

20

10

0
6 8 

SANFSP 
S-RLSC 
LNP 
LapRLS 
GFHF 
1-NN 

识
别

误
差

率
(%

) 

30

带标签样本数(m)

2 4

25

20

15

10

5

0
6 8 

识
别

误
差

率
(%

) 
70

带标签样本数(m)

10 20

60

50

40

30

20

10

0
30 50

SANFSP 
S-RLSC 
LNP 
LapRLS 
GFHF 
1-NN 

40 

识
别

误
差

率
(%

) 

70

带标签样本数(m) 

10 50

60

50

40

30

20

10

0
70 130 110 

SANFSP 
S-RLSC 
LNP 
LapRLS 
GFHF 
1-NN 

30 90



 

 

 

1250 Journal of Software 软件学报 Vol.25, No.6, June 2014   

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (a)                                         (b) 

Fig.6  Recognition accuracies of with different levels of white noise on YALE and ORL 
图 6  在具有不同能量等级噪声的 YALE 和 ORL 人脸数据集上的识别精度 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (a) YALE                                    (b) ORL 

Fig.7  Recognition accuracies of all methods with different sizes of occlusion on YALE and ORL 
图 7  在具有不同大小遮罩的 YALE 和 ORL 数据集上的平均识别精度 

3.3   物件识别实验 

本实验将所提方法 SANFSP 应用于可视物件识别任务,实验采用 Columbia 大学图像库(COIL 20)作为训练

数据集[9],该库包含 20 个类别物件的灰色图像集,对于每类对象,拥有 72 幅大小为 28×28 的图像,图 8(a)显示 20
个类别的物件.图 8(b)显示了所提方法在 COIL 20 上的识别性能比较,其中,水平轴表示随机选取的标签样本数,
垂直轴代表物件识别误差率. 

 
 
 
 
 
 
 

(a) COIL 20 数据集中 20 个物件样本                       (b) 所有算法的识别结果 

Fig.8  Object recognition 
图 8  物件识别 

从图 8(b)显示可看出,SANFSP 优于传统方法,并与 S-RLSC 具有可比较的性能.而随着标签样本的增
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加,LNP,S-RLSC 和 SANFSP 三者识别性能趋于接近. 

3.4   USPS数字识别实验 

本实验将进一步评价所提方法在 USPS 数据集(http://www.kernel-machines.org/data.html)上的分类性能,该
数据集包含 10 类大小为 16×16 的手写数字图像.本实验从该数据集中分别选取数字 1,2,3,4 的前 200 幅图像作

为训练集,随后的 200 幅图像作为 Out-of-Sample 图像.图 9(a)显示了上述 4 个数字的 1 个类样本.实验中,记录

10 次独立实验结果的平均值作为各算法的识别精度率,图 9(b)描绘了所提方法与其他方法的性能比较.从图

9(b)显示的结果可明显看出所提方法的性能优势:随着随机标注样本的增加,LapRLS,LNP 和 S-RLSC 这 3 种方

法具有可比较的稳定的识别性能.值得指出的是,随着随机标注样本的增加,所提方法 SANFSP 的识别性能非常

稳定.换句话说,即使在标签样本较少的情况下,所提方法仍能取得较高的识别性能.可能的原因在于:一方面,不
同类数字的图像数据处于各自的子流形结构,即同类数字的图像数据处于相同的子流形结构,而基于特征空间

嵌入稀疏重构技术的 SANFSP 方法有效揭示了不同类数字的子流形结构,使得只需较少量的标签样本即可预

测无标签样本标签;另一方面,由于采用了特征空间嵌入技术,在一定程度上充实了数据空间的判别信息,从而

只需少量标签数据便可判别测试数据. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 4 类 USPS 数字样本                               (b) 所有算法识别精度 

 
 
 
 
 
 
 
 

(c) 200 个训练样本和 200 个 Out-of-Sample 数据的识别精度               (d) 参数μ敏感性 

Fig.9  Digit recognition on the USPS data set 
图 9  USPS 数字识别实验 

本实验还评价了 SANFSP 算法的归纳学习能力:首先,在前 200 个数字图像上进行演绎(transduction)学习,
其中,标签样本数随机变化;然后,利用公式(9)将习得的标签矩阵用于 Out-of-Sample 归纳学习.图 9(c)显示了

SANFSP 算法的演绎学习和 Out-of-Sample 归纳学习的结果,从该图可比较看出,SANFSP 算法依旧能够取得较

高的归纳学习性能.图 9(d)显示了实验中参数μ变化对 SANFSP 算法性能的影响,其中,水平轴表示参数μ的变化

区间,垂直轴表示 SANFSP 的相应识别精度.不同的曲线代表不同的标签样本数,如 5%的曲线代表 SANFSP 在

标签样本数占总训练样本数的 5%的情况下的不同识别精度.由于参数α=1/(1+μ),故图 9(d)也间接显示了参数α
的敏感性.根据定理 4,正则参数μ起到平衡预测损失和平滑性的作用.从图 9(d)可知,参数μ过大或过小,SANFSP
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均不能取得最优学习性能.因此,在训练 SANFSP 算法时应同时考虑预测损失和平滑性. 

4   结束语 

本文提出一种新颖的 GSSL 方法 SANFSP,即稀疏近似最近特征空间嵌入标签传播.基于特征空间嵌入投影

点集,采用核稀疏表示技术来分别重构各原始数据,并以此构造一个稀疏图,以完成标签传播过程,从而实现最

终的 SSL 任务.理论分析结果显示:基于稀疏近似最近特征空间嵌入正则化,SANFSP 所预测的数据标签具有充

分的平滑性和鲁棒性.在人造和实际 SSL 任务上的实验结果验证了所提方法的有效性.对于特征空间嵌入方 

法,各原始数据点的特征空间嵌入投影点集的大小为 1N
PC − ,则所有数据的特征空间嵌入点集的大小为 1N

PN C −× ,

为原始数据集大小的 1N
PC − 倍,从而导致最近特征空间嵌入方法在大数据集上的计算复杂度较高.因此,如何有 

效减少最近特征空间嵌入方法的计算复杂度,是值得进一步研究的方向. 

致谢  在此,我们向对本文的工作给予支持和建议的同行,尤其是本文的各位审稿专家表示衷心的感谢. 
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附录 1. 定理 3 证明 

证明:下面分几种情况来分别证明结论的正确性. 
(1) 当 P=1 时,根据文献[15]结论可知,目标函数(12)和公式(13)能表示为 Laplacian 矩阵形式. 

(2) 当 P=2 时,公式(12)和公式(13)变成点到各标签线间相似性度量,从标签线 a bf f 到 fi 的距离计算为

(2)
,|| ( ) ||i a b if L f− ,投影点可计算为 (2)

, ,( ) ( )a b i a a b a bL f f f fλ= + − ,且满足λa,b+λb,a=1(i≠a≠b),从而有: 
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其中, (2)
, , ,( )i b a b i a baM s x q=∑ ,qa,b=(xi−xa)T(xa−xb)/(xa−xb)T(xa−xb)且 , 1i jj M =∑ .根据文献[15]的结果,矩阵 W 设置为: 

当 i≠j 时,Wi,j=(M+MT−MTM)i,j;否则,Wi,j=0.这样,目标函数(12)可表示为 Laplacian 矩阵形式. 

另一方面,目标函数(20)首先分解为 1
2
NC − 个成分,每个成分代表各标签对象 fi到第 k( 1

21 Nk C −≤ ≤ )个稀疏重

构标签线的距离平方和.考虑第 1 项,矩阵 Mi,j(1)表示 xi 到特征线 a bx x (i,a,b=1,2,…,N 且 i≠a≠b)的连接关系矩阵.

两个非零项 Mi,b(1)和 Mi,a(1)在矩阵 Mi,j(1)的各行均存在,且满足 , (1) 1i jj M =∑ .一般来说,如果特征线 a bx x 为点

xi 的稀疏重构对象,即 (2)
, ( ) 0,a b is x > 则 (2) (2)

, , , , , ,( ) ( ) , ( ) ( )i b a b i a b i a a b i b aM k s x q M k s x q= = (i≠a≠b);否则,Mi,b(k)=Mi,a(k)=0.上述

1
2
NC − 个成分均可分别表示为 Laplacian 矩阵形式,即 

 

(2) 2 (2)
2 , ,

2 (2)
, , ,

2 2 2
1

, , , 2

|| ( ) || ( )

   || || ( )

   (1) (2) ... ( )

   ( ( (1)) ( (1)) ) ( ( (2)) ( (2)) )

i a b i a b i
i a b

i b a a a b b a b i
i a b

N
i i j j i i j j i i j j

i j i j i j

T T T T

F f L f s f

f f f s f

f M f f M f f M C f

tr F I M I M F tr F I M I M F

λ λ
≠

≠

−

= −

= − −

= − + − + + −

= − − + − − +

∑∑

∑∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
1 1

2 2
1

2

... ( ( ( )) ( ( )) )

   ( ( (1) (1)) ) ( ( (2) (2)) ) ... ( ( (2) ( )) )

   ( ( ) )

   ( )

N T N T

T T N T

T

T

tr F I M C I M C F

tr F D W F tr F D W F tr F D W C F

tr F D W F

tr FLF

− −

−

+ − −

= − + − + + −

= −

=

(26) 
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其中,Wi,j(k)=(M(k)+M(k)T−M(k)TM(k))i,j, 1
21

2

1 ( (1) (2) ... ( )).N
ND D D D C

C
−

−= + + +  

从而,目标函数(13)也能表示为 Laplacian 矩阵形式. 

(3) 当 P=3 时,公式(12)、公式(13)表示对象 fi 与标签平面的距离,即 (3)
, , ( ),i r a b if L f− 其中,标签平面由对象 fr,fa

和 fb 张成.标签平面的嵌入(或投影)对象 (3)
, , ( )r a b iL f 由下式计算获得: 

 

(3) 1
, , , , , , , , , ,( ) ( ) ( )

             [( ) ( )][  ]
             (1 )
             

T T
r a b i r a b r a b r a b r a b i r r

T
a r b r a b r

a b r a a b b

r r a a b b

L f F F F F f f f

f f f f f
f f f

f f f

λ λ
λ λ λ λ

λ λ λ

−= − +

= − − +

= − − + +

= + +

 (27) 

其中,Fr,a,b=[(fa−fr) (fb−fr)]为一个 r×2 矩阵,矩阵 1
, , , , , ,( ) ( )T T

r a b r a b r a b i rF F F f f− − 表示为[λa λb]T,且λr+λa+λb=1. 

从而,投影点 (3)
, , ( )r a b iL f 被表示为对象 fr,fa 和 fb 的线性组合.与 P=2 情况相似,公式(12)和公式(13)分别表示为

2
,|| ||i i j jj

i
f M f−∑ ∑ ,其中,矩阵 M 中权值(Mi,r,Mi,a,Mi,b)赋值为 

(3) (3) (3)
, , , , , , , , ,

1
, , , , , ,

, ,

( , , ) ( ( ), ( ), ( )),

[  ] ( ) ( ),
[( ) ( )],

1.

i r i a i b r r a b i a r a b i b r a b i

T T T
a b r a b r a b r a b i r

r a b a r b r

r a b

M M M q s x q s x q s x

q q X X X x x
X x x x x
q q q

−

=

= −

= − −

+ + =

 

从而,与 P=2 情况相似,推导可分别导出公式(12)和公式(13)的 Laplacian 矩阵表示形式. 

(4) 一般地,对于 P>3 情况,公式(12)和公式(13)表示对象 fi 与标签空间的距离,即 ( )
1: ( )P

i P if L f− ,对象 fi 在标签

空间的投影点 ( )
1: ( )P

P iL f 表示为 P 个对象 f1,f2,…,fP 的线性组合,即: 

 ( ) 1
1: (1: ) (1: ) (1: ) (1: ) 1 1

1
( ) ( ) ( )

P
P T T
P i P P P P i j j

j
L f F F F F f f f fλ−

=

= − + = ∑  (28) 

其中,F(1:P)=[(f2−f1) (f3−f1) … (fP−f1)]为 c×(P−1)矩阵,且
1

1
P

j
j
λ

=

=∑ .对象 fi 与标签空间投影点的距离表示为 

 ( ) 2 ( ) 2
1: 1: ,|| ( ) || || ||P P

i P i P i i j jj
i i

f L f s f M f− = −∑ ∑ ∑  (29) 

从而,目标函数(12)和公式(13)亦可表示为 Laplacian 矩阵形式. 
综上,对于 P≥1,目标函数(12)、公式(13)可表示为 Laplacian 矩阵形式. □ 
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