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摘  要: 对有界闭域上的线性赋值循环程序终止性问题进行研究.利用 Jordan 标准型技术将原循环程序的终止性

问题约减为终止性等价的具有简单结构的循环程序的终止性问题.证明了当线性迭代映射满足一定条件时,该类循

环程序不可终止的充分必要条件是:迭代映射在有界闭域上有不动点或周期轨. 
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Abstract:  Termination of linear programs over closed and bounded domains is analyzed in this paper. The termination of this class of 
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软件可信性问题已经成为国际上一个普遍关注的问题[1].正确性是程序的最重要的属性之一,但不包括终

止性分析的验证被称为程序的部分正确性证明[2].因此,程序的终止性分析是确保程序完全正确性的必要基础.
当前,国际上进行终止性研究的主流方法是寻找循环程序的秩函数(ranking function).如:Colon 和 Sipma[3]借助

多面体代数理论去寻找线性程序的线性秩函数;Podelski 和 Rybalchenko[4]首次完备地合成了一类无初始条件

的线性程序的线性秩函数,即,如果这类程序有线性秩函数,则通过他们的方法一定可以构造出来.此外,Bradley
及其合作者[5]利用 Farkas 引理去合成线性秩函数.在文献[6]中,Cousot 运用半正定规划工具 SDP 找到了非线性

程序的非线性秩函数.但由于 SDP 内部采用数值计算,从而导致结果有可能存在误差.同时,该方法也不能回答

所判定的循环程序是否具有预定定形式的秩函数问题.借助柱形代数分解和多项式判别系统等实代数理论,杨
路、夏壁灿等人[7,8]利用实代数工具 DISCOVERER 成功找到了非线性循环程序的非线性秩函数,扩大了可自动

验证程序的范围.重要的是,他们的方法是精确无误差的,且能够回答给定循环是否具有预定形式的秩函数问

题.但是,秩函数的存在仅仅是循环程序可终止的充分而非必要条件,即能很容易地构造出没有秩函数但仍可终
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止的循环程序.相比较于循环终止性的秩函数法,文献[9]提出搜索循环可终止的反例.在 2004 年,Tiwari[10]首次

从可判定角度证明了一类无初始条件无分支单重线性循环的终止性是可判定的.同时,文献[10]也证明了一般

的多分支线性循环程序的终止性问题是不可判定的.2006 年,Braverman 在文献[11]中将 Tiwari 的工作推广到整

数环上,并证明了这类循环在整数环上的终止性仍是可判定的.此外,文献[12−14]也证明了这类不带初始条件单

重无分支的线性循环的终止性是可判定的.既然一般形式的线性程序终止性是不可判定的,那么非线性循环程

序由于其更为复杂的动力行为使得其终止性分析变得更加困难.这里,一个程序被称为非线性的,是指循环中的

赋值映射或循环条件中的约束是非线性表达式.2007 年,文献[15]通过分析多项式映射 f 的发散区间(−∞,fixmin), 
(fixmin,+∞)讨论了一类多项式循环的终止性问题.fixmax,fixmin 分别为 f 的最大、最小不动点.2009 年,文献[16]针对

含单个变元(一维)且迭代仅在一个区间上进行的循环建立了终止性判定方法.2010年,文献[17]首次分析了赋值

为线性、循环条件为多项式约束一类非线性循环的终止性,并证明这类循环在满足一定条件下的终止性是可判

定的. 
本文对赋值为线性、循环条件形成有界闭域的一类非线性循环的终止性问题进行了分析.我们证明了:当

赋值矩阵A的特征值满足一定条件时,这类循环是不可终止的充分必要条件为映射A在循环条件形成的有界闭

域上有不动点或周期轨.与文献[17]中分析的程序类型不同,本文的程序类型中,循环条件可以是多项式表达式,
也可以是非多项式表达式,且判定方法更加简洁. 

1   主要结果 

给定矩阵 A∈Rn×n,其对应的实 Jordan 标准型记为 J=diag(J1(λ1),J2(λ2),…,Jm(λm)).其中,Ji(λi)表示对应于特征

值为λi 的 Jordan 块.Ji(λi)的表达式为下列两者之一: 
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这里,λi∈R 是一个实数;而 Di 是一个 2×2 的实矩阵,即: 
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显然,在公式(1)中:第 1 种类型的 Jordan 块对应实特征值;而第 2 种类型的 Jordan 块对应复特征值αi+iβi,且 

有 2 2 2| | | |i i i iD iα β ρ= + = .记号|:|中::若为复数,则该记号表示复数的模;若为矩阵,则该记号表示矩阵的行列式. 

1.1   线性映射A在有界闭域上的迭代终止性分析 

我们考虑下列循环程序(2)的终止性问题: 

 
 

{ }
X S

X AX
∈ ⎫

⎪= ⎬
⎪
⎭

while do

endwhile
 (2) 

其中,S 是 Rn 中的有界闭集,A∈Rn×n,X∈Rn;X=AX 表示同时对 X 进行赋值.这里,S 被设定为有界闭的,一方面是因

为现实世界中的物理量均是有界的,如速度、加速度等;另一方面是因为 S 的有界闭性质保证了 S 中任意收敛

序列的极限都落在 S 中. 
定义 1. 循环程序(2)是不可终止的,如果存在点 X∈S,使得对任意的非负整数 k,都有 AkX∈S;如果 S 中没有这

样的点,则称循环程序(2)是可终止的. 
根据下面的结果,可将循环程序(2)的终止性问题等价地转换为另一个程序的终止性问题.新的循环程序其

结构更加简单,使得我们更容易分析它的终止性. 
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定理 2. 记号同上.给定可逆矩阵 P∈Rn×n.循环程序(2)在 S 上不可终止,当且仅当循环程序(3): 

 
( )

{ }
Y S
Y JY
∈ ⎫

⎪= ⎬
⎪
⎭

while do

endwhile

P
 (3) 

在 P(S)上是不可终止的.这里,P(S)={Y∈Rn×n:Y=PX,对 X∈S},J=PAP−1 为 A 的实 Jordan 标准型. 
证明:若循环程序(2)在 S 上不可终止,则存在点 X=X*∈S 是其不可终止点.亦即对任意的非负整数 k,有

AkX*∈S.因此存在 Y*=PX*∈P(S),在迭代 k 次后变为 Yk=JkY*=PAkP−1Y*.又因为 Y*=PX*,故 X*=P−1Y*.因此,Yk=PAkX*.
既然 AkX*∈S,故根据 P(S)的定义知,Yk∈P(S).因此,循环程序(3)在 P(S)上也是不可终止的. 

反过来,若循环程序(3)在 P(S)上不可终止,则存在点 Y=Y*∈P(S)是其不可终止点.亦即对任意的非负整数 k,
有 Yk=PAkP−1Y*∈P(S).既然 Y*∈P(S),根据定义,必存在 X*∈S,使得 Y*=PX*,故 X*=P−1Y*.因此,Yk=PAkX*.记 Xk=AkX*,
则 Yk=PXk∈P(S).根据 P(S)的定义,有 Xk∈S.因此,循环(2)在 S 上不可终止. □ 

注:既然 S 是有界闭的,且 P 为连续映射,故 P(S)是有界闭的. 
根据定理 2,判定循环程序(2)的终止性就等价于判定循环程序(3)的终止性.根据矩阵的 Jordan 标注型,将变

元向量 Y 进行分块为 Y=(y1,y2,…,ym),显然有: 
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根据公式(4),若存在某个 2| | ( )k
i iJ k→+∞ → +∞y ,则|JkY|2→+∞.为方便起见,下文中我们将用公式(1)中第 2种 

类型的 Jordan 块统一表示这两种类型的 Jordan 块.亦即,当 Di,I 都是 1×1 的矩阵时,则 Di∈R,这时就变为第 1 种 

类型的 Jordan 块.由线性代数理论, k
iJ 显示地表示为 
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这里,ri 是 Jordan 块 Ji 的维数; 2
1

m
mC 为一组合数,且对 m1<m2,有 2

1
0m

mC = .显然,若 Di 为 2×2 矩阵时,将 Di=ρiMi 代入

到上式,则 k
iJ 的维数为 2ri.不难看出, k

iJ 沿反对角线对称.记ρi 为 Ji 的特征值的模,那么: 

• 若 Di,I 是 1×1 的矩阵时,即 Di=λi,则|Di|=ρi=|λi|,且有 ,1 ,( ,..., ) i
i

rT
i i i r R= ∈y y y ; 

• 若 Di,I 是 2×2 的矩阵时,则|Di|=ρi=|αi+iβi|,且 2
,11 ,12 , 1 , 2( , ,..., , ) i

i i

rT
i i i i r i r R= ∈y y y y y . 

记Λ1={1,2,…,ri},Λ2={11,12,21,22,…,ri1,ri2}. 

命题 3. 记号同上,则 2( 1)2 2
0| | ( , )irk k v

i i i v i ivJ kρ ρ−

=
= ∑y c y . 

证明:将公式(5)代入到向量 k
i iJ y ,有: 
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这里,若 Di 为 1×1 矩阵,则{1,2,…,ri}=Λ1;若 Di 为 2×2 矩阵,则{1,2,…,ri}=Λ2,即,此时{1,2,…,ri}中的每个元素都是 

二维向量.仅需注意到:矩阵 k
i iJ y 中右上角的元素 1 ( 1)i ir k r

k i iC D− − −
ir

y 中关于 k 的次数是最高的,为 ri−1 次,因此, 
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2| |k
i iJ y 中关于 k 的最高次数为 2(ri−1).此外,若 Di 是 1×1 的矩阵,则 Di=λi.若从 k

iJ 中提取 k
iλ ,则可从 2| |k

i iJ y 中提

出|λi|2k.令ρi=|λi|,命题成立;同理,若 Di 是 2×2 的矩阵,则 k k k
i i iD Mρ= ,故可从 2| |k

i iJ y 中提出 2k
iρ ,命题也成立. □ 

根据命题 3 中的计算表达式,可以按字典序定义|JkY|2 中各单项式的序为:如果ρi<ρj,或ρi=ρj,u<v,则, 
k u k v
i plex jk kρ ρ≺ . 

由命题 3 可知, 2| |k
i iJ y 中变化率最快的项为主导项.关于主导项的系数,有下列结论: 

命题 4. 记号同上: 

(1) 当|Di|>1 且 yi≠0 时, | |k
i iJ →+∞y ; 

(2) 当|Di|<1 时, | | 0k
i iJ →y ; 

(3) 当|Di|=1 且 yi 中后 ri−1 个分量 ,2 ,,...,
ii i ry y 不全为 0 时, | |k

i iJ →+∞y . 

证明:根据线性代数理论,若给定矩阵 B 的所有特征值模都大于 1,则对任意非零 Y,有|BkY|→+∞;若 B 的所有

特征值模都小于 1,则对任意的 Y,有|BkY|→0.故该命题的结论(1)、结论(2)显然成立. 

下面证明结论(3)成立.由命题 3 的证明可知, 2| |k
i iJ y 中主导项的系数来自于矩阵 k

i iJ y 中的右上角的元素
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因此, 2| |k
i iJ y 中含 2( 1)2 irk

i kρ − 项的系数: 
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上式中,既然 M 为旋转映射,其对向量
iiry 作用不会改变向量的长度.因此,上式最后一个等号成立.综上所

述,若 , 0
ii r ≠y ,则 | |k

i iJ →+∞y .由公式(6)易知,若依次令 , , 1 ,3 ,20, 0,..., 0, 0
i ii r i r i i−= = = =y y y y ,则 2| |k

i iJ y 中的主导项 

将依次为 
2( 2) 2( 3)2 2 2 2 2 2 2 2 2
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既然ρi=|Di|=1,因此当 , , 1 ,2, ,...,
i ii r i r i−y y y 不全为 0 时,有 2| |k

i iJ →+∞y . □ 

根据定理 5 可知,在满足一定条件下,循环程序(3)的终止性可归结为是否有不动点的判定.而不动点的计算

是简单的,这使得循环程序(3)的终止性验证变得非常简便. 
定理 5. 记号同上.若 J 中没有形如λ=−1,λ=α+iβ(|λ|=1,β≠0)的特征值,则循环程序(3)是不可终止的,当且仅

当 J 在 P(S)中有不动点. 
证明:若 J 在 P(S)中有不动点,则程序显然不可终止.因此,下面证明若程序不可终止,则映射在 P(S)中必有不

动点.由题设,不失一般性,假设 J 中除了模不等于 1 的特征值外,还含有模为 1 的特征值λ=1.既然 J 中的 Jordan
块的顺序可通过初等变换进行调整,因此不失一般性,令 J=diag(Jρ>1,Jρ=1,Jρ<1).其中,Jρ>1,Jρ=1,Jρ<1 分别由 J 中特征

值的模大于 1、等于 1、小于 1 的 Jordan 块构成的对角阵.根据 J 中 Jordan 块的顺序,变元向量 Y 也可被重写为

Y=(Yρ>1,Yρ=1,Yρ<1)T.这里,Yρ>1,Yρ=1,Yρ<1 分别对应对角矩阵 Jρ>1,Jρ=1,Jρ<1.若程序(3)是不可终止的,则必存在点 
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1 1 1( , , )Y Y Y Yρ ρ ρ
∗ ∗ ∗ ∗

> = <= ,使得无穷迭代序列 0{ } ( )k
kJ Y S∗ ∞
= ⊆ P .因为 

1 1 1 1 1 1( , , )k k k kJ Y diag J Y J Y J Yρ ρ ρ ρ ρ ρ
∗ ∗ ∗ ∗

> > = = < <= . 

由命题 4 以及公式(4)可知,假设 1 0Yρ
∗
> ≠ ,有 1 1| |kJ Yρ ρ

∗
> > → +∞ ,那么|JkY*|→+∞.因为 P(S)是有界的,故必存在 ko,

有 ( )okJ Y S∗ ∈/ P .这与 Y*是不可终止点矛盾,故 1 0Yρ
∗
> = .显然,Jρ>1⋅.=0,故 1 0Yρ

∗
> = 为 Jρ>1 的不动点,故有: 

1 1 1 0.kJ Y Yρ ρ ρ
∗ ∗

> > >= =  

因此在 Y*中,对应于 Yρ>1 的分量必须为 0,即 1 0Yρ
∗
> = .同理,不妨记 Jρ=1=Diag(Jv+1,…,Jv+u),yρ=1=(yv+1,…,yv+u).

同上述分析,由命题 4 的结论(3)可知,对任意的 i=v+1,…,v+u,若 ,2 ,,...,
ii i ry y 不全为 0,则 | |k

i iJ →+∞y ,从而导致

|JkY*|→+∞.因此在 Y*中,对应于 ,2 ,,...,
ii i ry y ,i=v+1,…,v+u 的分量 ,2 ,... 0

ii i r
∗ ∗= = =y y ,即 ,1( ,0,...,0)T

i i
∗ ∗=y y ,不难看出: 

,1 1 ,1 1i i i i i iJ J e e∗ ∗ ∗ ∗⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =y y y y . 

这里,e1=(1,0,…,0)T,i=v+1,…,v+u.显然,对任意的 i=v+1,…,v+u, i
∗y 为 Ji 的不动点,故有 k

i i iJ ∗ ∗=y y .最后,当 k→+∞, 

1 1 0kJ Yρ ρ
∗

< < → .显然,0 是 Jρ<1 的不动点.综上所述,当 k→+∞时,序列 JkY*趋近于 J 的不动点.既然 P(S)是有界闭的, 

故其中收敛点列的极限点必在 P(S)中,因此该不动点必在 P(S)中. □ 
注:由命题 4 及定理 5 的证明可知,若 Y=(Yρ>1,Yρ=1,Yρ<1)T 为循环(3)不可终止点,则必有 Yρ>1=0,Yρ=1=(yv+1,…, 

yv+u)T,yi=(yi,1,0,…,0)T,i=v+1,…,v+u. 
推论 6. 记号同上.若 A 中没有特征值λ=−1,λ=α+iβ(|λ|=1,β≠0),则循环程序(2)是不可终止的,当且仅当 A 在

S 中有不动点. 
证明:若 X*∈S 为 A 的不动点,即 AX*=X*,因为 A=P−1JP,故 JPX*=PX*.根据 P(S)的定义可知,令 Y*=PX*∈P(S),

显然,Y*为 J 在 P(S)的不动点;反之,若 Y*∈P(S)为 J 的不动点,即 JY*=Y*,则由 P(S)的定义,必存在 X*∈S,有 Y*=PX*.
因此 JPX*=PX*,故 AX*=X*.因此,A 在 S 中有不动点,等价于 J 在 P(S)中有不动点.根据定理 2 和定理 5 得知结论

成立. □ 
根据命题 4 中的结论(1)、结论(3)可知,当变元 Y 中对应于特征值模大于 1 的 Jordan 块的分量不全为 0,或

者变元 Y 中对应于特征值模等于 1 的 Jordan 块中除第 1 列外的其余分量不全为 0 时,当 k→+∞时,有|JkY|→+∞,
此时,程序(3)必终止.记 Y 中对应这上述两种情形的变元分量的集合为 z0,则根据定理 5 中的证明可知,循环(3)
的不可终止点中,对应于 z0 的分量均为 0,故循环(3)的不可终止性仅与 Y 中的其余分量 z1=Y/z0 有关. 

令 Y=z0∪z1,置 z0 中的变元为 0,即 z0=0.记超平面 L:z0=0.令Θ为有界闭集 P(S)与超平面 L 相交形成的截面, 
显然,Θ是 0| |n zR − 中的有界闭集.记 J′=diag(1l,M1,…,Ms,Jρ<1),其中,1l 表示由 l 个±1 构成的集合.J′中对角线上的元 
素±1 为 J 中特征值为±1 的 Jordan 块的第 1 行第 1 列的元素,对角线 M1,…,Ms 为 J 中特征值的模为 1 但特征值 
不等于 1 的 Jordan 块的第 1 行第 1 列的元素,对角线上其余元素为 J 中特征值为小于 1 的 Jordan 块.令 Y′�z1 

表示 Y′,z1 含有相同的变元,我们有下面的结论: 
命题 7. 记号同上.循环程序(3)是不可终止的当且仅当程序(7): 

 { }
Y

Y J Y
Θ′∈ ⎫

⎪′ ′ ′= ⎬
⎪
⎭

while do

endwhile
 (7) 

是不可终止的. 
证明:根据上面的分析可知,针对循环(3),若变元向量 Y 中对应于 z0中的分量至少有一个不为 0,即 z0≠0,则循 

环(3)必然终止.因此,若循环(3)不终止,不妨记 Y*为循环(3)的不可终止点,则 Y*中对应于 z0 的分量 0 0∗ =z ,即 

11 1(0 , ,..., , ) ( )
l s

T
v vY Y Sρ ρ+

∗ ∗ ∗ ∗
> <= ∈y y P . 

这里, ,1( ,0,...,0) , 1,...,
i i

T
v v i l s∗ ∗= = +y y ,对应于特征值的模为 1 的 Jordan 块

1
,...,

l sv vJ J
+

.则 

 
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1( , , ) (0 , ,..., , ) ( )

l s l s

k k k k T k k k T
v v v vJ Y J Y J Y J Y J J J Y Sρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ+ +

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
> > = = < < > < <= = ∈y y P  (8) 
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既然
1
,...,

l sv vJ J
+
的特征值的模为 1,那么对任意的 i=1,…,l+s,若

ivJ 的特征值 1
ivλ = ,则 1( ,0,...,0)

i i i

k T
v v vJ ∗ ∗=y y  

(不动点);若 1
ivλ = − ,则 1( ,0,...,0)

i i i

k T
v v vJ ∗ ∗= ±y y (2-周期点);若

ivJ 的特征值 1
ivλ ≠ ± ,则 ,1( ,0,...,0,0) .

i i i i

k k T
v v v vJ M∗ ∗= ⋅y y

因此,JkY*中的分量要么为 0,要么为 1 ,1,
i i

k
v i vM∗ ∗± ⋅y y 或 1 1

kJ Yρ ρ
∗

< < .不妨设 J 中 l+s 个模为 1 的特征值中λ=±1 的特征 

值有 l 个,λ≠±1 的特征值有 s 个,既然 J 中 Jordan 块的位置可以通过初等变换进行调整,那么可将对角阵 Jρ=1 中

对应于特征值为±1 的 Jordan 块排在前面,而特征值不为±1 的 Jordan 块排在后面. 

不失一般性,令
1 1

* * * * **
1 1 ,1 ,1 1( ,..., , ,..., , )

l s

T
i i j j YY ρ<=′ y y y y ,显然,Y′*∈Θ.又 

1 1 11 1 ,1 ,1 1 1( ,..., , ,..., , )
l s s

k k k Tk
i i j j j jM M J YJ Y ρ ρ
∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗

< <= ⋅ ⋅′ ′ y y y y , 

既然 JkY*∈P(S)∩L,故 J′kY′*∈Θ.因此,循环(7)在 Y′*处不可终止.最后我们证明:若循环(7)不可终止,则循环(3)也不

可终止.这是显然的.因为若循环(7)在点 Y′*处不可终止,由于 Y′=z1,Y=z0∪z1=z0∪Y′,则点 Y*(其对应于 z0 的分量取

为 0,对应于 z1 的分量 z1=Y′*)必是循环(3)的不可终止点. □ 
根据命题 7,要判定循环(3)的终止性,等价于判定循环(7)的终止性.循环(7)中的赋值映射是由±1和 2×2的旋

转映射以及特征值模小于 1 的 Jordan 块构成的对角阵.其中,Mi 可写为 Mi(θi),θi=2παi,i=1,…,s.因此, 
2( ) e , 1i i

i iM αθ ⋅ π = −� i . 

特别地,对任意的 i=1,2,…,s,若
2

i
i Qθα = ∈

π
(有理数),则当 k→+∞, 2e ik iα⋅ π 的值将在圆周上呈周期变化.因此,

对所有的 i=1,…,s,可以找到 2e i iα π 的公共周期 T.例如,当 s=2, 1 2
1 1,
2 3

α α= = ,则 1 22 2e ,ei iα απ π 的公共周期 T=6.因此,

当 k→+∞,点 1 22(e ,...,e )sk ik i αα ⋅ ⋅ π⋅ ⋅ π 必在下列点上周期变化: 
1 1 1 12 ( 1) 2 ( 2) 2 ( 1) 22 ( 1) 2 ( 2) 2 ( 1) 2(e ,...,e ),(e ,...,e ),(e ,...,e ),..., (e ,...,e )s s s sTk i Tk i Tk i Tk T iTk i Tk i Tk i Tk T iα α α αα α α α⋅ ⋅ π + ⋅ ⋅ π + ⋅ ⋅ π + − ⋅ ⋅ π⋅ ⋅ π + ⋅ ⋅ π + ⋅ ⋅ π + − ⋅ ⋅ π . 

又因为 ( ) 2 2e e , 0,1,..., 1i iTk t i t i t Tα α+ ⋅ ⋅ π ⋅ ⋅ π= = − ,故当 k→+∞,点 1 22(e ,...,e )sk ik i αα ⋅ ⋅ π⋅ ⋅ π 必在下列点上周期变化: 
1 1 11 2 (2 2 ( 1) 21 2 2 2 ( 1) 2(1,...,1),(e ,...,e ),(e ,...,e ),...,(e ,...,e )s s si i T ii i T iα α αα α α⋅ ⋅ π ⋅ ⋅ π − ⋅ ⋅ π⋅ ⋅ π ⋅ ⋅ π − ⋅ ⋅ π . 

令 M=diag(M1(α12π),M2(α22π),…,Ms(αs2π)),αi∈Q,既然 2( ) e i i
i iM αθ ⋅ π� ,因此, 

( ) 2 2( ) e e ( ), 0,..., 1i iTk j i j iTk j j
i i i iM M j Tα αθ θ+ ⋅ π ⋅ π+ = = −� � . 

因此, 
MTk+j=Mj=diag(M1(j⋅α12π),…,Ms(j⋅αs2π)),j=0,…,T−1. 

根据上述分析可得,任给 YM=(y1,…,ys)T≠0,yi∈R2,有: 
M⋅YM=(M1(α12π)y1,M2(α22π)y2,…,Ms(αs2π)ys). 

特别地,当αi∈Q,i=1,…,s,无穷迭代序列: 

 
0 1

1 1

1 1

{ } {( ,..., ),
                         ( (1 2 ) ,..., (1 2 ) ),...,
                         ( (( 1) 2 ) ,..., (( 1) 2 ) )}

k
M k s

s s

s s

M Y
M M
M T M T

α α
α α

∞
= ⎫⋅ =

⎪
⋅ π ⋅ π ⎬

⎪− ⋅ π − ⋅ π ⎭

y y
y y

y y
 (9) 

即, 

 1 1
0 0 0 0{ } { } { } ... { }k Tk Tk Tk T

M k M k M k M kM Y M Y M Y M Y∞ ∞ + ∞ + − ∞
= = = == ∪ ∪ ∪  (10) 

为方便起见,J′可被写为 J′=diag(1l,M,Jρ<1),M={M1,…,Ms}.即,J′中有 l 个值为±1 的实特征值,s 个模为 1 的型

如α+iβ(β≠0)的复特征值.因此,J′中有 l+s 个模为 1 的特征值. 
命题 8. 记号同上.若α1,α2,…,αs 均为有理数,则循环程序(7)是不可终止的,等价于映射 J′在Θ中存在周期轨

或不动点. 

证明:若 J′在Θ中有周期轨(或不动点),即 1{ , ( ),..., ( )} (1 )T
Y

Ord Y J Y Y TJ Θ∗
∗ ∗ ∗−′= ⊂ < +∞′ ≤ ,则程序(7)显然是 

不可终止的.因此,下面仅证明:当α1,α2,…,αs 均为有理数时,循环程序(7)是不可终止的,则必在Θ中有一条周期轨 

或不动点.因为α1,α2,…,αs 均为有理数,故记 T 为 2
1{e }i i s

i
α ⋅ π

= 的公共周期.若循环程序(7)是不可终止的,则必然存在
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一点 Y′*∈Θ,使得 0{ }k
kJ Y Θ∞∗
= ⊆′ ′ .根据 J′中的分块, 2

1 1 1( , , ) , ( ,..., ), ,
l

T
M M s i RY ρ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
<= = ∈′ y y y y y y y 因此, 

1 1 1( , , ).
l

k kk
MM JJ Y ρ ρ

∗ ∗ ∗∗
< <=′ ′ y y y  

若无特征值−1 且 0,M
∗ =y 则当 k→+∞, 1 1 0kJρ ρ

∗
< < →y ,故 1( ,0,...,0)

l

o Tk YJ Y Θ∗∗ → = ∈′ ′ y .显然,Yo 为循环(7)的不

动点.若有特征值−1 且 0,M
∗ ≠y 则记新的周期 T 为 2 与α1,α2,…,αs 的公共周期 T 的最小公倍数,即 T=Lcm(T,2). 

因此,序列{J′kY′*}可被分为至多 T 个不同的子序列,即 
1 1

0 0 0{ } { } { } ... { }k Tk Tk Tk T
k k kJ J J JY Y Y Y∞ ∞ ∞+ + −∗ ∗ ∗ ∗
= = == ∪ ∪ ∪′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ . 

根据公式(9),当 k→+∞时, 

11 1 1
ˆ( , ( 2 ) ,..., ( 2 ) ,0,...,0) , 0,..., 1.TTk j

s s jM j M j Y j TJ Y λ
α α

=

∗ ∗ ∗+ ∗ → ⋅ π ⋅ π = = −′ ′ y y y  

因为Θ是有界闭的,故其中收敛序列的极限点必在Θ中,即 ˆ jY Θ∈ .显然, 10
ˆˆ{ ,..., }TY

Ord YY∗ −= 为Θ中的一条长 

度不超过 T 的周期轨. □ 
根据命题 8 的证明,我们回到循环程序(3)的终止性分析,有下面的结论成立: 
定理 9. 记号同上.若 A 的所有模为 1 的特征值的辐角均为π的有理倍,则循环程序(2)是不可终止的,当且仅

当 A 在 S 中有不动点或周期轨. 
证明:这个证明类似于命题 8 中的证明,限于篇幅此处省略. □ 

根据定理 9,若矩阵 A 中含有模为 1 的特征值 2e i i
i

αη π= ,则需要判定其辐角是否为π的有理倍,即判定是否 

αi∈Q.文献[17]中呈现了一个方法去判定一个特征值η的幅角是否为π的有理倍,并找到其周期. 

2   实  例 

例 1:考虑下列循环的终止性: 

 

2 2 3( 5) ( 6) 2 || 5 1 1 7
1 2

   1 1
7 3

x y y xy x & & y

x x
y y

⎫− + − − − − −
⎪

−⎛ ⎞ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟= ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎪
⎪⎭

while do

endwhile

≤ ≤ ≤ ≤ ≤

 (11) 

记 S 为循环条件围成的有界闭域,既然循环条件通过运算符&&,||联立得到,且表达式含根式,故文献[17]的
方法已不能处理.通过计算,矩阵 A 有两个实特征值ξ1≈0.5211599258,ξ2≈−1.18782692.它们的模都不为 1,故满足

推论 6 的题设,计算其不动点为(0,0)∉S.根据命题 6,该循环可终止. 
例 2:考虑下列程序的终止性: 

 

2 21 20
0 2
1 1
2

x y

x x
y y

⎫+
⎪

⎛ ⎞ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟= ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎪
⎪⎭

while do

endwhile

≤ ≤

 (12) 

循环条件围成的区域 S 是有界闭集.通过计算,A 有一对模为 1 的共轭复特征值为 

1 2
1 3 1 3,
2 2 2 2

ξ ξ= − + = − −i i . 

这两个特征值较为特殊 ,可以看出两个幅角 1 2
1 12 , 2
3 3

θ θ= ⋅ π = − ⋅ π. 因此 , 1 2
1 .
3

Qα α= − = ∈ 其公共周期为 

T=3,这里不必使用文献[17]的方法来判定两个特征值的幅角是否为π的有理倍.故满足定理 9 的题设.因此,根据

定理 9,若循环不终止,则 A 在 S 中必有不动点或长度至多为 3 的周期轨.因此,通过计算,其不动点为(0,0)∉S.而
对任意的非零点 X*≠0 均为其 3-周期点.通过计算半代数系统: 
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{X∈S:AX≠X,A2X≠X,A3X=X}∩{X∈S:AX∈X,A2X∈X,A3X∈X}, 
可以判定是否在 S 中存在 3-周期轨,通过计算得到点 X*=(−1,2)T,使得: 

3 1( 1,2), 4, , 3,
2 2X

Ord S∗

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − − ⊂⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

. 

故程序不可终止. 
上述几个例子中的循环区域 S 很容易看出都是有界闭的,但倘若 S 的有界性不易看出,则可将 S 的有界性

判定问题转化为下列等价的量词公式: 
 ∃r>0,∀X∈S⇒||X||<r (13) 
这里,||X||表示向量 X 的欧氏范数.对公式(14),可使用符号计算中的柱形代数分解技术进行判定. 

3   结  论 

本文研究了有界闭域上的带线性赋值的循环程序终止性问题,证明了在满足给定条件下,该类程序的终止

性是可判定的,并给出了简明的判定方法.尽管我们的分析中借助了矩阵的 Jordan 标准型,但循环终止性的判定

却并不需要做 Jordan 标准型计算.相较于文献[17],本文有两方面不同:首先,在研究的程序类型上,文献[17]中所

研究的循环程序,其循环条件必须是由&&联立多个多项式表达式而成.与文献[17]中研究的程序类型不同,本文

研究的程序类型的循环条件并不必为多项式表达式(本文中,程序的循环条件中可含有根式、超越函数),且循环

条件也可由几个表达式经过&&,||运算符联立构成,因此扩大了终止性可判定的程序类型范围;其次,二者在终

止性判定方法上不同.为方便,以下面简单例子来阐述两者方法的不同: 

 

2 21 ( 4) 3
1 0
2 5

x y
x x
y y

⎫− +
⎪

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎪= ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪

⎪
⎭

while do

endwhile

≤ ≤

 (14) 

首先,我们采用文献[17]的方法来判定其终止性,其过程包括以下几个步骤: 
(1) 计算 X(n)=AnX(0).这里,X(n)表示初始点 X(0)=(x(0),y(0))T 在 n 次迭代后的显示表达式.但该表达式在文

献[17]的计算极大地依赖于赋值矩阵A的特征值的精确计算,而这等价于精确计算A的特征多项式的根.但这是

很困难的,因为 5 次或 5 次以上的单变元方程的根一般不能被精确计算出来.由于例 2 中的赋值矩阵较简单,不
难精确计算出它的两个特征值:ξ1=1,ξ2=5.因此,根据文献[17]的方法,得到 X(n)的表达式为 

 1 1( ) ( ( ), ( )) , 5 5
2 2

T
T

n nX n x n y n x x x y= = − +⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+  (15) 

(2) 将公式(15)代入到循环条件中,得: 
2 2

2 2

2 2
2 2

05( ) 8 15 5 5 25 25 25 & &
4 2 4

5 5 5 25 25 25 13.
4 2

8
4

 n n n n n

n n n n n

xCond n x x xy xy

x xx xy xy y

x y

x

= − + − − + + +

− + + +− − −≤

≥

 

因此,要判定循环(14)是否可终止,等价于判定在循环条件形成的圆环域 S 中是否存在一点(x,y),使得对某

个正整数 N,当 n>N,时,有 Cond(n)中的两个不等式均成立.这依赖于两个不等式中各单项式随 n 的变化率.因此,
可将 Cond(n)中两个不等式的各单项式按变换率快慢排序,得到: 

2 2
2 2

2 2
2 2

5( ) 25 5 8 15
4 2 4

525 5 8 13 0.
4

0 &

4

 

2

&n n

n n

xCond n xy xy x x

x xxy y xy x x

xy= + +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − +⎜ ⎟

− − − +

− + + ⎜ ⎟−
⎠

− −
⎝ ⎝ ⎠

≥

≥
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1 1 2 1 2 3 1 2 3

1 1 2 1 2 3 1 2 3

{( , ) : 0}, {( , ) : 0, 0}, {( , ) : 0, 0},

{( , ) : 0}, {( , ) : 0, 0}, {( , ) : 0, 0},

s x y s x y s x y

s x y s x y s x y
μ μ μ

ν ν ν

μ μ μ μ μ μ

ν ν ν ν ν ν

= > = = > = = =

= > = = > = = =

≥

≥
 

其中, 
2 2

2 2
3

2 2
2 2

1 2 3

1 2
5, 8 15,

4 2 4
5, 8 13.

4 2 4

,

,

x xy xy x x

x xy xy x x

xy

xy

μ

ν

μ μ

ν ν

+ + − − = − +

+ + − − =

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝
+

⎠
−

⎝
−

⎠

 

(3) 要判断是否存在一点(x,y),使得对任意的 n>N,都有 Cond(n)中的两个不等式均成立,需要求解下列 9 个

半代数系统是否有解:sμi∩sνj,i,j=1,2,3.倘若有解,则循环(14)不可终止;否则终止.通过计算可得,这 9 个半代数系

统均无解,故循环(14)可终止. 
下面运用本文方法来判定该循环的终止性.不难看出,循环(14)满足本文推论 6 的题设,因此根据推论 6,要

判断其终止性,仅需判定在循环条件形成的圆环域 s 中是否有不动点即可.通过简单计算可知,其映射的不动点

为直线 l:x+2y=0 上的点.从图像上易知,直线 l 与 s 并不相交,因此在圆环域 s 中没有不动点,故该循环可终止.当
然,该结论也可通过判定一个半代数系统{(x,y):1≤(x−4)2+y2≤3∧AX=X}是否为空来得到.通过计算,该半代数系

统为空(无解),故循环可终止. 
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