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Abstract:  Classical belief revision theory and iterated belief revision theory are both developed in the framework 
of complete valuations. This paper extends the research to the incomplete valuation. Different from complete 
valuation, incomplete valuation may assign the unknown state to some atomic propositions. Adopting incomplete 
valuation as possible world, this paper establishes a model-based representation theorem which characterizes the 
proposed postulates and constrains. 
Key words:  incomplete valuation; belief revision; representation theorem 

摘  要: 经典的 AGM 信念修正理论和以 D-P 假设为代表的迭代信念修正理论都是以完全指派为可能世界而进

行的理论研究.把这些研究推广到有缺指派的领域中与完全指派为每个原子命题符号都指派真假值不同,有缺指派

是一个三值指派,它可以为每个原子命题符号指派真、假和不确定三值之一.以有缺指派为可能世界,对 D-P 系统进

行了推广,证明了相应的表示定理. 
关键词: 有缺指派;信念修正;表示定理 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

自 20 世纪 80 年代起,信念修正(belief revision)就是人工智能研究领域的热点之一.信念修正主要研究的是

Agent 在接受新知识时,信念集是如何变化的.Alchourrón,Gardenfors 和 Makinson 等人共同创立了信念修正理 
论[1,2],简写为AGM,是形成较早、影响最大的信念修正理论.同样以公理化结果示人的还有Katsuno和Mendelzon
给出的KM性质[3]等.这些工作的着眼点都在于研究一次信念修正的结果.到 20 世纪 90 年代中期,学者Nayak和
Boutilier等人开始探讨多次信念改变即迭代信念修正问题[4−6].其中,Darwiche和Pearl在KM公理的基础上增加

了相关假设[7],并基于一种比信念集更复杂的结构——认知态(epistemic state)建立了表示定理.以文献[7]为基

础,继续深入研究迭代修正问题的文献还有文献[8−10].近年来,对迭代修正的关注更多地集中到另一种修正算
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子——收缩上,相关工作可见文献[11,12]. 
与相关文献一致,本文所用语言是经典的有限命题逻辑语言 ,其中,原子命题符号集合Atom( )={p1,p2,…, 

p n }.依惯例 ,希腊字母α ,β ,μ等表示合式公式 ,Form( )是语言 上所有合式公式组成的集合 .下面着重介绍 

Darwiche 和 Pearl 的工作,本文将要对该工作进行推广.他们研究的对象是认知态,每个认知态Ψ均有一个公式 
Bel(Ψ)与之对应.下文中,Ψ α,Ψ∧α和 w Ψ分别是 Bel(Ψ) α,Bel(Ψ)∧α和 w Bel(Ψ)的简写.我们把所有认知态组

成的集合记为 ES.一般地,大家把信念修正看成是一个算子°:ES×Form( )→ES.KM 性质包括以下 6 条: 

(R*1) Ψ°μ μ. 
(R*2) 如果Ψ∧μ可满足,则Ψ∧μ≡Ψ°μ. 
(R*3) 如果μ可满足,则Ψ°μ可满足. 
(R*4) 如果μ1≡μ2,则Ψ°μ1≡Ψ°μ2. 

(R*5)  (Ψ°μ)∧φ Ψ°(μ∧φ). 

(R*6) 如果(Ψ°μ)∧φ可满足,则Ψ°(μ∧φ) (Ψ°μ)∧φ. 

定义 1 [7] . 一个把任意认知态Ψ映射到完全指派上全前序(total pre-order) Ψ的函数被称为是可靠映射 

(faithful assignment)当且仅当其满足以下两个条件: 
(1) 如果v1,v2 Ψ,则v1=Ψv2; 
(2) 如果v1 Ψ且v2 Ψ,则v1 ≺ Ψv2, 

其中,全前序是指满足连通、自反及传递性的二元关系;v1=Ψv2当且仅当v1 Ψ v2且v2 Ψv1;v1 ≺ Ψv2当且仅当v1 Ψ 

v2但v2 Ψ v1不成立. 

Darwiche 和 Pearl 工作的一个主要贡献是建立了如下的表示定理: 

定理 1[7]. 修正算子 °满足KM性质 (R*1)~(R*6)当且仅当存在一个可靠映射Ψ Ψ使得Mods(Ψ°μ)= 

min(Mods(μ), Ψ)成立.其中,min(Mods(μ), Ψ)表示序结构(Mods(μ), Ψ)中的极小元所组成的集合. 

值得一提的是,上述的研究是以完全指派(在此指派下,每个原子命题均被赋予真假值)为可能世界进行的.
在实际生活中,由于技术水平和认识工具的限制,人类对事物的认知不可能面面俱到.所以,有缺指派即每个原

子命题符号可以被赋予真、假和不确定三值之一的指派是大量存在的.一个很自然的问题就是:能否把已有成

果推广到有缺指派的领域中?本文做了一些有益的尝试.我们以有缺指派为可能世界,基于认知态建立了满足

KM 性质的表示定理. 

1   有缺指派及性质 

一个有缺指派w是Atom( )到集合{0,1,u}的一个函数.直观上,w(p)=u表示在指派w下,p的真值缺省.本文用

W( )表示语言 上的有缺指派集合,其中元素以w1,w2,…表示.表 1 是有缺指派对应的各连接词真值表,其源自 

Strong Kleene逻辑[13]. 

Table 1  Table of the true value 
表 1  真值表 

 ∨ 0 u 1 ∧ 0 u 1

 0 0 u 10 1 0 0 0 0
u u 
1 0  

u u u 1
1 1 1 1

u 0 u u
1 0 u 1

可以验证,以上 3 个连接词满足德⋅摩根律、吸收律和分配律.利用上述真值表,对给定w∈W( ),与经典逻辑

类似,我们可以将w延拓到整个公式集合上.若w(α)=1,则称公式α在w下可满足,以w α表示;称α推出β(用符号

α β表示)当且仅当对任意w∈W( ),若w α则w β;Mods(α)=def{w∈W( ):w α};α≡β当且仅当α β且β α.对任意

w∈W( ), 我 们 定 义 w−1(0)=def{pi:pi∈Atom( ) 且 w(pi)=0}, 同 理 可 定 义 集 合 w−1(1) 和 w−1(u). 对 任 意 w∈W( ), 
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form(w)=def( )∧(
1 (1)i

i
p w

p
−∈

∧
1 (0)j

j
p w

p
−∈

∧ );设W⊆W( ),form(W)=def
w W∈
∨ form(w),若W={w1,w2,…,wk},form(W)记为 

form(w1,w2,…,wk). 

定义 2. 设w1,w2∈W( ).若 1
1w− (0)⊆ 1

2w− (0)并且 1
1w− (1)⊆ 1

2w− (1),则称w2是w1的补充指派并以符号w1⊆w2表示

之.w1⊂w2当且仅当w1⊆w2但w2⊆w1不成立.集合↑w=def{w′∈W( ):w⊆w′}. 

直观上说,如果w1⊆w2,则表示在w2下,那些在w1中已被指派成 0 或 1 的原子命题保持不变,而那些在w1中被

指派为u的原子命题可能会被重新赋值为 0或 1.自然地,w2可以看成是w1的一种拓展,所以称其为w1的补充指派.
有了补充指派的概念,下面我们来介绍如下一些性质. 

命题 1. 如果w1⊆w2,则 
1.1. w1 α蕴涵w2 α. 

1.2. w1(α)=0 蕴涵w2(α)=0. 
证明:只需按公式α的结构复杂度同时归纳证明结论(1.1)和结论(1.2)即可. □ 
命题 2. 设 W⊆W( ).w form(W)当且仅当存在 w′∈W 使得 w′⊆w. 

证明 :(⇐)设w′∈W并且w′⊆w.由w′∈W,form(w)=def(
1 (1)i

i
p w

p
−∈

∧ )∧(
1 (0)j

j
p w

p
−∈

¬∧ )和 form(W)=def
w W∈
∨ form(w)可知

w′ form(W).根据命题 1 和w′⊆w,w form(W)成立. 
(⇒)设w form(W)即w

w W∈
∨ form(w).根据真值表可知,至少存在一个w′∈W使得w form(w′),故(w′)−1 (1)⊆ 

w−1(1)且(w′)−1(0)⊆w−1(0).否则,若存在i∈(w′)−1(1)但i∉w−1(1),由form(w′)的结构可知w form(w′)与w form(w′) 

矛盾.可类似证明(w′)−1(0)⊆w−1(0).根据定义 2,w′⊆w成立. □ 

2   表示定理 

本节是全文的核心部分,我们将以有缺指派为可能世界,建立与定理 1 类似的表示定理.因为完全指派是有

缺指派的特例,所以在语义层面仅有可靠映射的条件是不够的.需要通过适当加强对其上序的限制,来解决这个

问题.根据定义 2,有缺指派间存在一种补充关系“⊆”,这也是有缺指派区别于完全指派的一个显著特点.利用这

一特点,可以得到如下的定义 3: 

定义 3. 一个把任意认知态Ψ映射到W( )上全前序 Ψ的函数被称为是强可靠映射(strong faithful assign- 

ment)当且仅当其满足以下 3 个条件: 
(1) 如果w1,w2 Ψ,则w1=Ψw2; 
(2) 如果w1 Ψ且w2 Ψ,则w1 ≺ Ψw2; 

(3) 对任意Ψ∈ES,如果w1⊆w2,则w2 Ψ w1. 

对任意W⊆W( ),min(W, Ψ)=def{w∈W:¬∃w′(w′∈W∧w′ Ψ≺ w)}.在不会引起上下文歧义的情况下 ,我们把

min(Mods(μ), Ψ)简记为min(μ, Ψ). 

−定义 4. 设w1⊆w2,w1和w2的契合度(用符号||w1,w2||表示)定义如下:||w1,w2||=def
1 1

1 2| ( ) | | ( ) | ,其中,|A| w u w u− −

| |

表示集合 A 的势. 

因为本文所用语言 是有限的,所以 和 就是集合 和 的元素个数.由定义 1 和

w

1
1| ( )w u− 1

2| ( )w u− 1
1 ( )w u− 1

2 ( )w u−

1⊆w2可知, (0)⊆ (0)并且1
1w − 1

2w− 1
1w − (1)⊆ 1

2w− (1).故有 ,从而 .由此可知,定义 4 1 1
2 1( ) ( )w u w u− −⊆ 1 1

1 2| ( ) | | ( )w u w u− −≥ |

是合理的. 
下面我们要证明表示定理,即对任意认知态Ψ,修正算子°满足 6 条 KM 性质当且仅当存在有缺指派上的强 

可靠映射:Ψ→ Ψ使得Mods(Ψ°μ)=min(Mods(μ), Ψ)成立. 

定义 5. 给定修正算子°,对任意Ψ∈ES,定义W( )上的序 Ψ:w1 Ψw2当且仅当存在 ∈Mods(Ψ°form(w1w′ 1,w2)) 
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∩↑w1对任意 ∈Mods(Ψ°form(w2w′ 1,w2))∩↑w2都有 1 1 2 2|| , || || , ||w w w w′ ′≤ . 

引理 1. 已知修正算子°满足 6 条KM性质,由定义 5 得到的序 Ψ是W( )上的全前序. 

证明:根据定义,先给出两个有用的结论. 
结论 1. 若Mods(Ψ°form(w1,w2))∩↑w1≠∅但Mods(Ψ°form(w1,w2))∩↑w2=∅,则w1 ≺ Ψw2. 

结论 2. 如果w1 Ψ,则w1 Ψ w2. 

根据命题 2 和w1 Ψ,有w1 Ψ∧form(w1,w2).故w1 Ψ°form(w1,w2)可由性质(R*2)推出.又因为||w1,w1||=0,所以

对任意 ∈Mods(Ψ°form(w2w′ 1,w2))∩↑w2,必然有||w1,w1||≤ 2 2|| , ||w w′ (若Mods(Ψ°form(w1,w2))∩↑w2=∅,由结论 1 可

知w1 ≺ Ψw2).根据 Ψ的定义可知,w1 Ψ w2. 

因为要证明 Ψ是全前序,所以只需证明 Ψ是连通的、自反的和传递的关系即可. 

结论 3. Ψ是连通的. 

根据序的连通性定义,我们需要证明对任意w1,w2∈W( ),要么w1 Ψw2,要么w2 Ψw1.设δ=form(w1,w2),根据

w1 δ和性质(R*3)可知,Mods(Ψ°δ)≠∅,不妨设w′ Ψ°δ.根据性质(R*1),有w′ δ.进而由命题 2 可知:存在wi(i=1 或 
2)使得w i ⊆w′.故Mods(Ψ°δ)∩↑w i ≠∅(因为集合中有元素w′).令w j表示w 1和w 2中除去w i剩下的可能世界,若 

Mods(Ψ°δ)∩↑wj=∅,由结论 1 可知wi Ψwj.若Mods(Ψ°δ)∩↑wj≠∅,因为语言 是有限的 ,所以可以取到集合

Mods(Ψ°δ)∩↑wi中与wi的契合度最小的元素和Mods(Ψ°δ)∩↑wj中与wj的契合度最小的元素,不妨分别设为 和

.取 与 中较小的一个,不妨设为

iw′

jw′ || , ||i iw w′ || , ||j jw w′ || , ||j jw w′ .根据 Ψ的定义可知,wj Ψwi

结论 4. Ψ是自反的. 

对任意 w∈W( ),由 w form(w)和(R*3)可得,Mods(Ψ°form(w))≠∅,不妨设 w′ Ψ°form(w).根据性质(R*1),有

w′ form(w).进而由命题 2 可知,w⊆w′.综上,Mods(Ψ°form(w))∩↑w≠∅(因为集合中有元素 w′).因为语言 是有限 
的,所以可以取到集合 Mods(Ψ°form(w))∩↑w 中与 w 的契合度最小的元素,不妨假设为 w″.进而,根据 w″的存在 

性和 Ψ的定义可知,w Ψ w. 

结论 5. Ψ是传递的. 

设w1 Ψ w2并且w2 Ψ w3,要证明w1 Ψw3.根据 Ψ的定义可知:存在 ∈Mods(Ψ°form(w*
1w 1,w2))∩↑w1满足:对

任意 ∈Mods(Ψ°form(w2w′ 1,w2))∩↑w2,都有 

 *
1 1 2 2|| , || || , ||w w w w′≤  (1) 

存在 ∈Mods(Ψ°form(w*
2w 2,w3))∩↑w2满足:对任意 3w′ ∈Mods(Ψ°form(w2,w3))∩↑w3,都有 

 *
2 2 3 3|| , || || , ||w w w w′≤  (2) 

令μ=def form(w1,w2,w3)且I=def{i∈{1,2,3}:Mods(Ψ°μ)∩↑wi≠∅}.我们来证明两个有用的结果. 

结果 1. 若i∈I,则(Ψ°μ)∧form(wi,wj)≡Ψ°form(wi,wj)并且对任意 iw′ ∈Mods(Ψ°form(wi,wj))∩↑wi,均有  iw′

Ψ°form(wi,wk).其中,i≠j≠k且i,j,k∈{1,2,3}. 

因为i∈I,所以存在 iw′′ Ψ°μ且w i ⊆ iw′′ .故 form(wiw′′ i ,w j )可由命题 2 和w i ⊆ iw′′ 推出 .进而 (Ψ°μ)∧ iw′′

form(wi,wj).根据性质 (R*5)和性质 (R*6),等式 (Ψ°μ)∧form(wi,wj)≡Ψ°(μ∧form(wi,wj))成立 .由吸收律可知μ∧ 
form(wi,wj)≡form(wi,wj).故Ψ°(μ∧form(wi,wj))≡Ψ°form(wi,wj)可由性质(R*4)推出.由此可知, 
 (Ψ°μ)∧form(wi,wj)≡Ψ°form(wi,wj) (3) 

设 ∈Mods(Ψ°form(wiw′ i,wj)∩↑wi,则根据式(3),有 iw′ Ψ°μ.又因为 iw′ ∈↑wi,所以由引理 2 可知, form(wiw′ i, 

wk),故 (Ψ°μ)∧form(wiw′ i,wk).根据等式(3),有 Ψ°form(wiw′ i,wk). 

结果 2. 1∈I. 
如果证明了 I≠∅和若 i∈I则 i−1∈I(i=2 或 3),那么结果 1∈I自然成立 .因为w2 μ,所以根据性质 (R*3)有
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Mods(Ψ°μ)≠∅.不妨设w Ψ°μ,由性质(R*1)可知w μ,即w form(w1,w2,w3).根据命题 2 可知,存在i∈{1,2,3}使得

w∈↑wi.综上 ,I≠∅.下面证明:若i∈I,则i−1∈I(i=2 或i=3).根据公式(1)和公式(2)可知 ,存在 使得w*
1iw − i−1⊆ 且

Ψ°form(w

*
1iw −

*
1iw − i−1,wi)(i=2 或 3).由结果 1 和i∈I(i=2 或i=3)可得,(Ψ°μ)∧form(wi−1,wi)≡Ψ°form(wi−1,wi).故 Ψ°μ 

(i=2 或 3)由等式和 Ψ°form(w

*
1iw −

*
1iw − i−1,wi)推出.另外,wi−1⊆ *

1iw − ,根据集合I的定义,有i−1∈I.综上,1∈I成立. 

由公式(1)可知:存在 ∈Mods(Ψ°form(w*
1w 1,w2))∩↑w1.进一步地,根绝结果 1 和结果 2,有如下结论成立: 

 ∈Mods(Ψ°form(w*
1w 1,w3))∩↑w1 (4) 

下面分情况继续加以讨论. 
情形 1. Mods(Ψ°form(w1,w3))∩↑w3=∅. 

根据结论 1,w1 Ψw3成立. 

情形 2. Mods(Ψ°form(w1,w3))∩↑w3≠∅. 
不妨设 ∈Mods(Ψ°form(w3w′ 1,w3))∩↑w3.根据结果 1 和结果 2,我们有(Ψ°μ)∧form(w1,w3)≡Ψ°form(w1,w3).故

(Ψ°μ)∧form(w3w′ 1,w3).又因为 3w′ ∈↑w3,所以根据集合I的定义可得 3∈I.进而,由结果 2 的第 2 个命题可知 

I={1,2,3}.由结果 1 和 I={1,2,3},对任意的 i,j,k∈{1,2,3}且 i≠j≠k,我们有如下结果: 
若 ∈Mods(Ψ°form(wiw′ i,wj))∩↑wi,则 

 Ψ°form(wiw′ i,wk) (5) 

因为公式(5)和公式(2): ∈Mods(Ψ°form(w*
2w 2,w3))∩↑w2,所以 ∈Mods(Ψ°form(w*

2w 1,w2))∩↑w2.进而根据公

式 (1) 有 . 对 任 意 ∈Mods(Ψ°form(w*
1 1 2 2|| , || || , ||w w w w≤ *

3w′′ 1, w3))∩↑w3, 根 据 公 式 (5) 有

∈Mods(Ψ°form(w3w′′ 2,w3))∩↑w3.再由公式(2)可知 , *
2 2 3 3|| , || || , ||w w w w′′≤ .故 成立 .综合

之 , 我们有公式 (4): 存在 ∈ Mods(Ψ°form(w

* *
1 1 2 2 3 3|| , || || , || || , ||w w w w w w′′≤ ≤

*
1w 1,w3))∩↑w1 且对任意 3w′′ ∈Mods(Ψ°form(w1,w3))∩↑w3 均有

.依据*
1 1 3 3|| , || || , ||w w w w′′≤ Ψ的定义,可以得到w1 Ψw3. 

综上所述,由结论 3~结论 5 可知, Ψ是W( )上的全前序. □ 

引理 2. 设°是一个满足 6 条KM性质的修正算子.对任意Ψ∈ES,把其对应到由定义 5 得到的序 Ψ上,这样得

到的映射Ψ Ψ是强可靠映射. 

证明:我们证明此映射满足下面 3 个性质即可: 
(1) 如果w1,w2 Ψ,则w1=Ψw2. 
根据w1,w2 Ψ和引理 1 的结论 2,可知w1=Ψw2. 
(2) 如果w1 Ψ且w2 Ψ,则w1 ≺ Ψw2. 

令δ=defform(w1,w2).根据引理 1 的结论 2 和w1 Ψ可知,w1 Ψ w2.因为w1 Ψ∧δ和性质(R*2),所以Ψ∧δ≡Ψ°δ.

进而有w1 Ψ°δ且w2 Ψ°δ(否则 ,由前面的等式可得w2 Ψ与前提w2 Ψ矛盾 ).下面证明w2 Ψw1不成立 .假设

w2 Ψw1,由定义可知 ,存在 2w′ ∈Mods(Ψ°δ)∩↑w2,对任意 1w′ ∈Mods(Ψ°δ)∩↑w1,都有 .因为

w
2 2 1 1|| , || || , ||w w w w′ ≤ ′

2 Ψ°δ,所以 >0.另一方面,由w2 2|| , ||w w′ 1 Ψ°δ可知,w1∈Mods(Ψ°δ)∩↑w1并且 ||w1,w1||=0.比较两者的契合度,有

||w1,w1||< ,这与2 2|| , ||w w′ 2 2 1 1|| , || || , ||w w w w′ ′≤ 矛盾.故w1 Ψw2且w2 Ψw1不成立,由此可知w1 ≺ Ψw2. 

(3) 对任意Ψ∈ES,如果w1⊆w2,则w2 Ψ w1. 

设w1⊆w2并且令δ=def form(w1,w2).首先说明 
 Mods(Ψ°δ)∩↑w1=Mods(Ψ°δ)∩↑w2=Mods(Ψ°δ)≠∅ (6) 

因为命题 2,所以w 2 δ.根据性质(R*3),有Mods(Ψ°δ)≠∅.由w 1 ⊆w 2和form(⋅)的定义可知,δ=form(w 2 ).设

w′∈Mods(Ψ°δ),由性质(R*1)可得w′ δ.进而,w′∈↑w2可由命题 2 推出.综上,Mods(Ψ°δ)⊆↑w2成立.另一方面,因为 
w1⊆w2,所以↑w2⊆↑w1.根据Mods(Ψ°δ)⊆↑w2⊆↑w1和Mods(Ψ°δ)≠∅,可知公式(6)成立. 
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根据公式(6)和w1⊆w2,有:对任意w′∈Mods(Ψ°δ),均有 

 w1⊆w2⊆w′ (7) 
由Mods(Ψ°δ)≠∅、语言 的有限性以及公式(7),可以取定集合Mods(Ψ°δ)中与w1契合度最小的元素,设为 

w * .对任意w ′∈Mods(Ψ°δ),均有 | |w 1 ,w * | |≤ | |w 1 ,w ′ | | .根据w * ∈Mods(Ψ°δ)和公式(7),自然有w 1 ⊆w 2 ⊆w * ,故
||w2,w*||≤||w1,w*||.根据两个契合度不等式可知,对任意w′∈Mods(Ψ°δ)=Mods(Ψ°δ)∩↑w1,均有||w2,w*||≤||w1,w′||.综 

上,存在w*∈Mods(Ψ°δ)=Mods(Ψ°δ)∩↑w2,对任意w′∈Mods(Ψ°δ)∩↑w1,均有||w2,w*||≤||w1,w′||.根据 Ψ的定义,可得

w2 Ψ w1. 

综上所述,此映射是强可靠映射. □ 

定理 2. 设°是一个满足 6 条KM性质的修正算子,存在一个强可靠映射Ψ Ψ使得Mods(Ψ°μ)=min(μ, Ψ). 

证明:我们构造如下映射:对任意Ψ∈ES,把其对应到由定义 5 得到的序 Ψ上.根据引理 1 和引理 2 可知,这 

样构造的映射就是强可靠映射.我们从两个方向来证明等式成立. 

1. Mods(Ψ°μ)⊆min(μ, Ψ). 

设w∈Mods(Ψ°μ),即w Ψ°μ.根据性质(R*1)有w μ,即w∈Mods(μ).故只需证明对任意w′ μ,均有w Ψ w′.根据

命题 2 可知,w form(w,w′).故w (Ψ°μ)∧form(w,w′).进而,由性质(R*5)和性质(R*6)可知 
 (Ψ°μ)∧form(w,w′)≡Ψ°(μ∧form(w,w′)) (8) 

下面将证明μ∧form(w,w′)≡form(w,w′).由左边公式可以推出右边公式是显然成立的.设w* form(w,w′),由命

题 2 可知,w⊆w*或者w′⊆w*.因为w μ且w′ μ,所以根据命题 1 有w* μ.故μ∧form(w,w′)≡form(w,w′)成立. 
进而,由性质(R*4)可得Ψ°(μ∧form(w,w′))≡Ψ°form(w,w′).根据等式(8)可知,(Ψ°μ)∧form(w,w′)≡Ψ°form(w,w′). 

由 w (Ψ°μ)∧form(w,w′) 可 以 推 出 w Ψ°form(w,w′). 故 存 在 w∈Mods(Ψ°form(w,w′))∩↑w 且 ||w,w||=0. 对 任 意

w″∈Mods(Ψ°form(w,w′))∩↑w′均有||w,w||≤||w′,w″||(若集合为空,由引理 1 的结论 1 可知,w Ψw′).符合w Ψ w′的定

义,故w Ψ w′得证. 

2. min(μ, Ψ)⊆Mods(Ψ°μ). 

设w∈min(μ, Ψ),于是可知w μ且对任意w* μ均有w Ψw*,故存在w′∈Mods(Ψ°form(w,w*))∩↑w满足:对任 

意(w*)′∈Mods(Ψ°form(w,w*))∩↑w*,都有 

 ||w,w′||≤||w*,(w*)′|| (9) 
因为w μ和性质(R*3),所以Mods(Ψ°μ)≠∅.不妨设w1 Ψ°μ,由性质(R*1)可知,w1 μ.根据命题 2 可知,w1  

form(w,w1).故w1 (Ψ°μ)∧form(w,w1),进而,根据性质(R*5)和性质(R*6),有 
 (Ψ°μ)∧form(w,w1)≡Ψ°(μ∧form(w,w1)) (10) 

下面将证明μ∧form(w,w1)≡form(w,w1).由左边公式可以推出右边公式是显然成立的.设w0 form(w,w1),由引

理 2 可知w⊆w0或者w1⊆w0.因为w μ且w1 μ和命题 1,所以w0 μ.故μ∧form(w,w1)≡form(w,w1).进而,由性质(R*4)
可得Ψ°(μ∧form(w,w1))≡Ψ°form(w,w1).根据等式(10),如下等式成立: 
 (Ψ°μ)∧form(w,w1)≡Ψ°form(w,w1) (11) 

故由w1 (Ψ°μ)∧form(w,w1)可以推出w1 Ψ°form(w,w1)且 ||w1,w1||=0.根据公式(9),存在w′∈Mods(Ψ°form(w, 

w1))∩↑w使得||w,w′||≤||w1,w1||=0.故必然有w=w′,即w Ψ°form(w,w1).由公式(11)可知,w Ψ°μ. □ 

定理 2 告诉我们,可以从给定的满足 KM 性质的修正算子出发,构造一个从认知态到有缺指派的强可靠映 

射并且两者满足min(μ, Ψ)=Mods(Ψ°μ).下面需要证明另一个方向即从强可靠映射出发,找到一个满足KM性质

的修正算子使得min(μ, Ψ)=Mods(Ψ°μ)成立.在证明这个结论之前,先来介绍一个有用的引理. 

引理 3. 设有一个强可靠映射:Ψ Ψ,则对任意μ∈Form( )均有Mods(form(min(μ, Ψ)))=min(μ, Ψ). 
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证明:(⊆)设w form(min(μ, Ψ)).根据命题 2 可知,存在w′∈min(μ, Ψ)使得w′⊆w.由w′ μ和引理 1 可得,w μ.

又因为强可靠映射的条件(3)和w′⊆w,所以w Ψ w′.进而,由w′∈min(μ, Ψ),w Ψ w′和w μ可得w∈min(μ, Ψ). 

(⊇)设w∈min(μ, Ψ).由命题 2 可知,w form(min(μ, Ψ)). □ 

定理 3. 设有一个强可靠映射:Ψ Ψ.我们定义Ψ°μ=defform(min(μ, Ψ)),则Mods(Ψ°μ)=min(μ, Ψ),并且这 

样定义的修正算子°满足 KM 性质(R*1)~性质(R*6). 

证明:因为Ψ°μ=defform(min(μ, Ψ))和引理 3,所以我们有 

 Mods(Ψ°μ)=min(μ, Ψ) (12) 

下面分别证明修正算子°满足 KM 的 6 条性质. 

(R*1) Ψ°μ μ. 

设w Ψ°μ,由等式Mods(Ψ°μ)=min(μ, Ψ),易知w μ. 

(R*2) 如果Ψ∧μ可满足,则Ψ∧μ≡Ψ°μ. 

设w Ψ∧μ.根据强可靠映射的条件(1)和条件(2),有w∈min(μ, Ψ).故Mods(Ψ∧μ)⊆Mods(Ψ°μ)成立.下面证明

Mods(Ψ°μ)⊆Mods(Ψ∧μ).用反证法 ,假设存在w1 Ψ°μ但w1 Ψ∧μ.由w1 Ψ°μ和性质 (R*1)可知 ,w1 μ.进而 ,由

w1 Ψ∧μ可以推出w1 Ψ.因为Ψ∧μ可满足 ,所以不妨设w2 Ψ∧μ.根据强可靠映射的条件(2)、w1 Ψ和w2 Ψ可

知,w2 ≺ Ψw1.这与w1∈Mods(Ψ°μ)=min(μ, Ψ)矛盾.综上,我们有Ψ∧μ≡Ψ°μ. 

(R*3) 如果μ可满足,则Ψ°μ可满足. 

因为μ可满足,所以Mods(μ)≠∅.进而由语言 的有限性可知,min(μ, Ψ)≠∅.根据Mods(Ψ°μ)=min(μ, Ψ),有 

Mods(Ψ°μ)≠∅. 
(R*4) 如果μ1≡μ2,则Ψ°μ1≡Ψ°μ2. 

设μ1≡μ2即Mods(μ1)=Mods(μ2).根据Mods(Ψ°μ)=min(μ, Ψ),易知Ψ°μ1≡Ψ°μ2. 

(R*5) (Ψ°μ)∧φ Ψ°(μ∧φ). 

用反证法证明 .假设存在w (Ψ°μ)∧φ但w Ψ°(μ∧φ).根据公式(12),有w∈min(μ, Ψ).进而 ,由w Ψ°μ和性质

(R*1)可知 ,w μ,故w∈Mods(μ∧φ).另一方面 ,因为w Ψ°(μ∧φ),所以w∉min(μ∧φ, Ψ)可由公式 (12)推出 .根据

w∈Mods(μ∧φ)可知,存在w′ μ∧φ且w′ Ψ≺ w.这与w∈min(μ, Ψ)矛盾. 

(R*6) 如果(Ψ°μ)∧φ可满足,则Ψ°(μ∧φ) (Ψ°μ)∧φ. 

因为(Ψ°μ)∧φ可满足,所以不妨设w1 (Ψ°μ)∧φ.故w1 φ且w1 Ψ°μ,进而根据公式(12),我们有w1∈min(μ, Ψ).

用反证法证明,假设存在w Ψ°(μ∧φ)但w (Ψ°μ)∧φ.由公式(12)可知,w∈min(μ∧φ, Ψ)).因为w (Ψ°μ)∧φ和w φ,所

以w Ψ°μ.根据公式 (12)可知 ,w∉∈min(μ, Ψ)).进而 ,由w1∈min(μ, Ψ)和 Ψ是全前序 ,我们有w1 ≺ Ψw.这与

w1 μ∧φ和w∈min(μ∧φ, Ψ))矛盾,故假设不正确. □ 

定理 4. 设°是一个修正算子,它满足KM性质(R*1)~性质(R*6)当且仅当存在一个强可靠映射Ψ Ψ,使得 

Mods(Ψ°μ)=min(μ, Ψ). 

证明:由定理 2 和定理 3 可得. □ 

3   结束语及相关工作比较 

针对当前大部分信念修正研究工作均是以完全指派为可能世界,而现实生活中又确实存在有缺指派的情

形,本文把信念修正的研究推广到有缺指派的领域中.我们挖掘出有缺指派与完全指派相比独有的补充关系,并
以此对有缺指派上的序加以限制,得到如下的表示定理:对任意认知态Ψ,修正算子°满足 6 条 KM 假设当且仅当 
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存在有缺指派上的强可靠映射Ψ→ Ψ,使得等式Mods(Ψ°μ)=min(Mods(μ), Ψ)成立. 

本文有缺指派遵循Strong Kleene逻辑的真值表规定[13],同样以此逻辑系统为模型框架研究信念修正理论

的还有西班牙学者Matias Alvarado和墨西哥学者Gustavo Nunez[14,15].本文与文献[14,15]相比有以下几点不同: 
首先,本文工作是对DP系统的推广,侧重于迭代信念修正,文献[14,15]旨在探讨如何找到一系列演化的框架从而

消灭三值中那个不确定的状态;其次,不同的研究目标决定了两个工作中语义结构的区别,本文基于带序结构的

所有有缺指派的集合开展表示定理的证明,而文献[14,15]并不要求所有的解释都在其语义结构中;最后,本文通

过表示定理的建立,从理论上说明了以带序结构的有缺指派作为信念修正逻辑基础的合理性,而文献[14,15]更
侧重于基本思想的阐述,通过直观的例子对其引入的概念加以说明,而理论上并未深入展开. 
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