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Abstract:  In verification methods based on Petri nets, the step has been widely applied to the decrease of the 
interleaving of transition firings. To study the computational complexity of the algorithm for building a reachability 
graph based on steps, a new decision problem, the step problem, is proposed for Petri nets. The NP-completeness of 
this problem is proved by the reduction from the independent set problem. A polynomial-time algorithm for the 
maximal step problem is then presented. Furthermore, the maximum step problem is proved to be NP-equivalent. 
Finally, two kinds of sub-problems solvable in polynomial time are also discussed and analyzed. 
Key words:  Petri nets; concurrency; step problem; NP-completeness; NP-equivalence 

摘  要: 在基于 Petri 网的模型验证方法中,步被广泛用于减少变迁实施产生的语义交织.为了研究基于步的构造

算法的计算复杂性,提出步的判定问题,并证明该问题是 NP 完全的.进一步给出了极大步问题的多项式时间算法和

最大步问题的 NP 等价性证明.最后分析两类特殊子问题是 P 问题. 
关键词: Petri 网;发;步问题;NP 完全性;NP 等价性 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

Petri 网[1,2]是建模和分析并发系统的形式化模型,已广泛应用于网络通信、工业控制、并发程序设计等领

域.Petri 网的并发可以交织(interleaving)执行,即按任意顺序逐个实施,也可以一步(step)执行,即一次实施一个并

发使能变迁多重集(concurrently enabled transition multi-set).一般来讲,交织执行可能会导致状态空间的表示比

必要的情形大指数倍.例如,一个系统在某个状态下有 n 个可以真并发的变迁发生,为了表示所有的发生序列,其
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状态空间就要包含 n!个交织的结果序列.而基于步的构造方法(步覆盖图,covering step graph)[3]能够有效地克服

这一缺点,它充分利用某些可实施变迁(尤其是那些与性质验证无关的变迁)之间的相互独立性,让这些变迁在

同一步实施,即从某个状态同时实施,从而达到简化状态空间表示的目的,同时还能够保持对系统性质的验证能

力.该技术已成功应用于基于 Petri网的模型检验[3].即便如此,基于步的构造算法的时间复杂性也是不容乐观的.
对一般 Petri 网而言,在某一状态下能执行的步的数目通常是使能变迁数目的指数倍.因此,是否存在一个通用的

多项式时间算法来判定某一状态下是否存在一个大小至少为 k的步?或者说,关于步的判定问题是否是NP完全

的?将直接决定着基于步的构造算法的计算复杂性. 
尽管在很多文献中 [4−7]已多次使用步或并发使能的概念 ,但作为一个判定问题来研究还是一个新课题. 

Mukund 利用变迁的并发使能和步的概念研究基于 Petri 网的步变迁系统(step transition system)[4];Jeffrey 等人

使用步描述基于 Horn 子句逻辑目标导向网(horn clause logic goal-directed nets,简称 HCLGNs)的并行执行模型

(parallel execution model)[5];Jacan 等人根据极大步来研究库所/变迁网的并发度(concurrency-degree)[6];Vernadat
等人利用步的概念对 Petri 网的模型检测问题进行状态空间化简[7].另一方面,关于 Petri 网的 NP 完全性研究,
主要集中在以下几个方面:(i) 死锁问题(deadlock problem):对安全的自由选择网是 NP 完全的[8].(ii) 可达性问

题(reachability problem):对无环网(acyclic nets)及安全无环网、冲突自由网(conflict-free net)、活的安全的自由

选择网、正常无漏网(normal and sinkless nets)是 NP 完全的[9,10].(iii) 活性问题(liveness problem):对自由选择网

是 NP 完全的[8].(iv) 合法实施序列问题(legal firing sequence problem):对一般 Petri 网,甚至某些自由选择网是

NP 完全的[11].(v) 合成问题(synthesis problem):对基本网是 NP 完全的[12].另外,文献[10]还讨论了 Petri 网模型检

验问题(model checking problem)的可判性.以上 NP 完全性研究均未涉及步问题. 
本文首次提出步的判定问题,给出该问题的 NP 完全性证明,分析了极大步问题和最大步问题的计算复杂

性,并讨论两类多项式时间可解的特殊子问题.第 2 节给出 Petri 网和步的基本定义.第 3 节提出步的判定问题、

极大步问题和最大步问题,并分析它们的计算复杂性.第 4 节讨论两类特殊子问题.最后总结本文. 

1   基本定义 

1.1   Petri网 

定义 1[1]. 给定集合 A,A 上的一个多重集 u 是一个函数 u:A→N,这里 N 是自然数集{0,1,2,...}.∀a∈A,u(a)表
示 a 在 u 中的出现次数. 

用 NA 表示 A 上所有多重集的集合.对 u∈NA,记 u 的基数|u|=Σa∈A u(a).u 是 b 有界的(b-bounded)当且仅当

∃b∈N,∀a∈A:u(a)≤b,可简写为 u≤b.若 u≤1,则 u 退化为 A 的一个子集.∀u,v∈NA,k∈N,定义多重集运算如下:(1) u≤v 
iff ∀a∈A:u(a)≤v(a);(2) u+v iff ∀a∈A:u(a)+v(a);(3) k·u iff ∀a∈A:k·u(a);(4) 若 v≤u,则 u−v iff ∀a∈A:u(a)−v(a).为方

便起见,通常将多重集表示为具有多个重复元素的集合,例如:A={a,b,c},u 是 A 上多重集且 u(a)=2,u(b)=1 和

u(c)=0,则 u 可表示为{a,a,b}.u(a)≥1 通常写成 a∈u. 
为方便起见 ,通常将多重集表示为具有多个重复元素的集合 ,例如 :A={a,b,c},u 是 A 上多重集且

u(a)=2,u(b)=1 和 u(c)=0,则 u 可以表示为{a,a,b}.u(a)≥1 通常写成 a∈u. 
定义 2[2]. 一个 Petri 网(库所/变迁网)是一个四元组Σ=(P,T,F,W),其中: 
(1) P={p1,p2,…,pm}是有限非空库所集; 
(2) T={t1,t2,…,tn}是有限非空变迁集,且 P∩T=∅∧P∪T≠∅; 
(3) F⊆P×T∪T×P 是流关系,且 dom(F)∪cod(F)=P∪T;(P,T;F)构成一个有向网; 
(4) W: F→N 是权函数.  
W(p,t)=i(i>0)当且仅当存在一条从库所 p 到变迁 t 的权值为 i 的弧;W(p,t)=0 当且仅当不存在从库所 p 到变

迁 t 的弧 .用•t={p|(p,t)∈F}表示变迁 t 的输入库所集合 ,p•={t|(p,t)∈F}表示库所 p 的输出变迁集合 ,W(·,t)= 
{W(p1,t),W(p2,t),…,W(pm,t)}表示 t 的输入库所多重集.W(p,·)={W(p,t1),W(p,t2),…,W(p,tn)}表示 p 的输出变迁多重

集.对•p,t•,W(t,·)和 W(·,p)也类似定义. 
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定义 3[1]. 一个 Petri 网的标识 M∈NP 是 P 上的一个多重集,M(p)表示出现在库所 p 中的托肯(token)数.  
初始标识用 M0 表示.(Σ,M0)构成 Petri 网系统.(Σ,M0)的定义只反映 Petri 网的静态特征,即网结构和初始资

源分布.Petri 网的动态行为由变迁的使能条件和实施规则刻画,表现为标识的演变过程. 
定义 4[1]. 在 Petri网Σ中,若W(·,t)≤M,则称变迁 t在标识M是使能的(enabled).记为M[t〉Σ.用EnΣ(M)={t|M[t〉Σ}

表示 Petri 网Σ在标识 M 的所有使能变迁的集合. 
定义 5[1]. 如果变迁 t∈T 在标识 M 是使能的,那么 t 可以被实施(fire)并产生一个新的后继标识 M′,且 M′=M− 

W(·,t)+W(t,·).记为 M[t〉ΣM′.用 ReachΣ(M0)表示(Σ,M0)的所有可达标识的集合,可递归定义为:(i) M0∈ReachΣ(M0), 
(ii) M∈ReachΣ(M0)∧(∃t∈T:M[t〉ΣM′]→M′∈ReachΣ(M0). 

定义 6[1]. 对于 Petri 网系统(Σ,M0),若∃b∈N,∀M∈ReachΣ(M0):M(p)≤b,则称库所 p 是 b 有界的.若(Σ,M0)的所

有库所都是 b 有界的,则称(Σ,M0)是 b 有界的.特别地,若(Σ,M0)是 1 有界的,则称(Σ,M0)是安全的(safe). 

1.2   步 

并发是指变迁(事件)之间因果上无依赖性.按网论的观点,局部环境不相交的变迁可以完全独立(并发)地实

施.考虑定义 2 中库所容量默认为无限,故系统没有冲撞(contact),因此变迁的并发只受变迁的输入库所集中托

肯的影响,变迁输出库所集中的托肯不影响变迁的使能与实施. 
定义 7[4]. 若 W(·,t1)+W(·,t2)≤M,则称变迁 t1 和 t2 在标识 M 是并发使能的,记为 t1||Mt2. 
定义 8[1]. 变迁的使能度 dM∈NT 是变迁集 T 上的一个多重集,这里 dM(t)=min{M(p)/W(p,t)|p∈•t}是变迁 t 的

使能度(enabling degree).若 dM(t)≥2,则称 t 具有多重使能(multiple enabledness). 
定义 9. 给定变迁集 C⊆T,若Σt∈C W(·,t)≤M,则称 C 在标识 M 是一个并发使能变迁集(concurrently enabled 

transition set).给定并发使能变迁集C,若不存在其他并发使能变迁集C′,使C⊂C′,则称C是极大并发使能变迁集;
若不存在其他并发使能变迁集 C′,使|C′|>|C|,则称 C 是的最大并发使能变迁集. 

定义 10[1]. 若两个变迁 t1 和 t2 共享至少一个输入库所,即•t1∩
•t2≠∅,则称 t1 和 t2 是结构冲突的.  

命题 1. 给定一个安全的 Petri 网系统(Σ,M0),∀M∈ReachΣ(M0),∀C⊆EnΣ(M),C 是并发使能变迁集当且仅当 C
中任何两个变迁均无结构冲突. 

证明:若∀t1,t2∈C(t1≠t2):t1∩t2=∅,则¬∃p∈P:W(p,t1)>0 且 W(p,t2)>0.由于 C⊆EnΣ(M),即∀t∈C:W(·,t)≤M,故Σt∈C 

W(·,t)≤M,即 C 是并发使能变迁集.若∃t1,t2∈C(t1≠t2):t1∩t2≠∅,则∃p′∈t1∩t2:W(p′,t1)>0 且 W(p′,t2)>0.于是 W(p′,t1)+ 
W(p′,t2)≥2.由于(Σ,M0)是安全的,即 M(p′)≤1,于是有 W(p′,t1)+W(p′,t2)>M(p′),故 C 不是并发使能变迁集.       □ 

与安全网不同,在一般 Petri 网中,可能出现多重使能现象,因此需要考虑变迁的服务语义问题(单服务员语

义、多服务员语义和无限服务员语义).对于后两种服务语义,实质上是允许变迁与自身并发,这时就需要引入多

重集的概念,来推广前面并发使能变迁集的定义. 
定义 11. 给定变迁多重集 u∈NT,若Σt∈Tu(t)·W(·,t)≤M,则称 u 在标识 M 是步,用 STΣ(M)表示在标识 M 所有步

的集合.若¬∃u′∈STΣ(M):u<u′,则称步 u 是极大步,用 MSTΣ(M)表示在标识 M 所有极大步的集合.若∀u′∈STΣ(M): 
|u|≥|u′|,则称步 u 是最大步,用 MMSTΣ(M)表示在标识 M 所有最大步的集合. 

如图 1 所示,在单服务员语义下,{t1,t2,t4}和{t1,t3,t4}是极(最)大并发使能变迁集;在多服务员语义下(假设每

个变迁 2 个服务员),则{t1,t1,t2,t4}和{t1,t1,t3,t4}是极(最)大步;在无限

服务员语义下,{t1,t1,t1,t3,t4}和{t1,t1,t2,t4}是极大步,其中{t1,t1,t1,t3,t4}
是最大步. 

命题 2. 给定 Petri 网系统(Σ,M0),∀M∈ReachΣ(M0),∀u∈NT. 
(1) 若 u∈STΣ(M),则∀t∈T:u(t)≤dM(t); 
(2) 若 max{u(t)|t∈T}>max{M(p)|p∈P},则 u∉STΣ(M). 
证明:(1) 若 u∈STΣ(M),则Σt∈Tu(t)·W(·,t)≤M,即∀t∈T:u(t)·W(·,t)≤M,于是有∀t∈T,∀p∈•t:u(t)·W(p,t)≤M(p),即有

u(t)≤min{M(p)/W(p,t)|p∈•t}, 得 ∀t∈u:u(t)≤dM(t), 故 u≤dM.(2) 若 max{u(t)|t∈T}>max{M(p)|p∈P}, 则 ∃t∈T:u(t)> 
max{M(p)|p∈P}≥dM(t).由(1)的结论可知,u∉STΣ(M). □ 

p1

t1 t3 t4 

p3 p2 

t2

Fig.1  Maximal step and maximum step
图 1  极大步和最大步 
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2   计算复杂性 

2.1   独立集问题 

定义 12[13]. 设 G=(V,E)是简单无向图.∀u,w∈V,若(u,w)∈E,则称 u 和 w 是相邻的.对非空顶点集 I⊆V,若 I 中
任何两个顶点都不相邻,则称这个顶点集 I 是图 G 的独立集(independent set).若 I 是图 G 的独立集,且任意增加

一个顶点都会破坏它的独立性,则称独立集 I 是极大独立集.如果不存在独立集 I′,使|I′|>|I|,则称独立集 I 是最大

独立集. 
如图 2所示,{2,8},{2,4,5,7}和{1,3,6,8}是G的极大独立

集,其中{2,4,5,7}和{1,3,6,8}是 G 的最大独立集. 
在复杂性理论中,判定问题(decision problem)是一个只

需回答 Yes 或 No 的形式问题. 
定 义 13[13]. 复 杂 类 P 表 示 用 确 定 型 图 灵 机

(deterministic Turing machine)在多项式时间内可解决的判

定问题集 .NP 表示用非确定型图灵机 (nondeterministic 
Turing machine)在多项式时间内可解决的判定问题集.若判

定问题 A 属于 NP,且所有其他 NP 问题都能够多项式时间多一归约(polynomial-time many-one reduction)到 A,
则称 A 是 NP 完全的(NP-complete). 

引理 1[13]. 对于判定问题 A,若存在 NP 完全问题 B,使 B 多项式时间多一归约到 A,则 A 是 NP 困难的

(NP-hard).若 A 是 NP 困难的,且 A∈NP,则 A 是 NP 完全的. 
定义 14[13](独立集问题(IS)). 给定简单无向图 G = (V, E)和正整数 k ≤ |V|,问 G 是否包含基数至少为 k 的独

立集? 
引理 2[13]. IS 是 NP 完全的. 

2.2   步问题 

定义 15(并发使能变迁集问题(CETS)). 给定 Petri 网Σ=(P,T,F,W),标识 M∈ReachΣ(M0)和正整数 k≤|T|,问
Petri 网Σ在标识 M 是否包含基数至少为 k 的并发使能变迁集? 

定理 1. 对于安全的 Petri 网系统,CETS 是 NP 完全的. 
证明: (1) CETS 是 NP 困难的. 
考虑从独立集问题多项式时间多一归约到 CETS 问题.设简单无向图 G=(V,E)和正整数 s 是 IS 的一个实例,

要构造 CETS 的一个实例 Petri 网Σ、标识 M 和正整数 k,使Σ在标识 M 有一个大小至少为 k 的并发使能变迁集

当且仅当 G 有一个大小至少为 s 的独立集.按照下面的方式进行构造: 
(i) vi∈V 当且仅当 ti∈T,即 Petri 网Σ中的每个变迁 t1,t2,…,tn 对应图 G 中的每个顶点 v1,v2,…,vn; 

(ii) (vi,vj)∈E 当且仅当 pij∈P∧M(pij)=1∧W(pij,ti)=1∧W(pij,tj)=1.换句话说,两顶点 vi 和 vj 相邻当且仅当 ti 与 tj

共享输入库所 pij,库所 pij 中放置 1 个托肯,且弧(pij,ti)和(pij,tj)的权值均为 1; 
(iii) vi 是孤立点当且仅当 pi∈P∧M(pi)=1∧W(pi,ti)=1.即 vi 是孤立点当且仅当 ti 有一个输入库所 pi,库所 pi 中

放置 1 个托肯,且弧(pi,ti)的权值为 1; 
(iv) k=s. 
从上面构造可以看出,Petri 网Σ的每个变迁对应图 G 的每个顶点,且每个变迁在 M 都使能;两个变迁共享一

个库所当且仅当图 G 中对应的两个顶点是相邻的;两个变迁无共享库所当且仅当图 G 中对应的两个顶点不相

邻.如图 3(a)所示,图 G 有 4 个顶点 v1,v2,v3,v4,其中包含一个 s=3 的独立集{v1,v3,v4}.通过上述构造得到 Petri 网Σ
和标识 M,如图 3(b)所示,Σ有 4 个变迁 t1,t2,t3,t4,3 个库所 p12,p23,p4,每个库所中都有 1 个托肯;由于弧的权值均置

为 1,故 4 个变迁都使能.容易看出,在 Petri 网Σ在 M 包含一个 k = 3 的并发使能变迁集{t1,t3,t4}. 

Fig.2  Maximal independent set and maximum 
independent set 

图 2  极大独立集与最大独立集 
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Fig.3  Construction from graph G to Petri net Σ and marking M 
图 3  从图 G 到 Petri 网Σ和标识 M 的构造 

现在,证明 Petri 网Σ在标识 M 有一个大小至少为 k 的并发使能变迁集当且仅当 G 有一个大小至少为 s 的

独立集.I 是 G 的一个独立集,且|I|≥s,当且仅当∀vi,vj∈I:(vi,vj)∉E;由上面构造步骤,当且仅当得到对应的变迁集

C,|C|=|I|,C⊆EnΣ(M)且∀ti,tj∈C:ti∩tj=∅;根据命题 1,当且仅当 C 在标识 M 是并发使能变迁集且|C|≥k. 
进一步分析这是一个多项式时间的构造.设|V|=n,则 V,E 和 k 的输入长度分别为 O(logn),O(n2)和 O(logn),故

实例的输入总长度是 O(n2).构造步(i)根据顶点集 V 确定变迁集 T,故|T|=n;构造步(ii)和步(iii)根据边集 E 确定库

所集 P,故|P|=O(n2);由于(Σ,M0)是安全的网系统,故|M|=|P|=O(n2),流关系 F 和权函数 W 的规模均是|P||T|=O(n3).
因此整个构造需时间 O(n3),即从 IS 可多项式时间归约到 CETS. 

由于 IS 是 NP 完全的(引理 2),根据引理 1,CETS 是 NP 困难的. 
(2) CETS∈NP. 
对于安全的 Petri 网系统(Σ,M0),对标识 M∈ReachΣ(M0),给出一种验证 CETS 的非确定型算法. 
算法 1. CETS 问题的非确定型算法. 
input: (P,T,F,W),M,k 
begin 

nondeterministically guess a transition set C, and verify that: 
(i) |C| ≥ k 
(ii) Σt∈C W(·,t)≤M 
if all these conditions hold then accept 

end 

假设|P|=m,|T|=n,则 P,T,F,W,M 和 k 的长度分别是 O(logm),O(logn),O(mn),O(mn),O(m)和 O(logn),故输入的

总长度是 O(mn).C 的长度是 O(logn),验证(i)需时间 O(logn),验证(ii)需时间 O(mn),故验证(i)和(ii)需时间 O(mn).
这是一种可在多项式时间内验证 CETS 的非确定型算法.因此 CETS 属于 NP. 

综合(1)和(2)的证明,根据引理 1,CETS 是 NP 完全的. □ 
定义 16(步问题(Step)). 给定 Petri 网Σ=(P,T,F,W),标识 M∈ReachΣ(M0)和正整数 k≤|T|,问 Petri 网Σ在标识 M

是否包含基数至少为 k 的步? 
定理 2. 对于一般 Petri 网系统, STEP 是 NP 完全的. 
证明:(1) STEP 是 NP 困难的. 
由于安全 Petri 网系统是一般 Petri 网系统的子集,且在无多重使能的情况下,STEP 问题可以简化为 CETS

问题.因此,安全 Petri 网的 CETS 问题是一般 Petri 网的 STEP 问题的特殊子问题.由于安全 Petri 网系统的 CETS
问题是 NP 完全的(定理 1),故一般 Petri 网系统的 STEP 问题是 NP 困难的. 

(2) STEP∈NP. 
下面根据服务语义分 3 种情况考虑: 
a) 对于单服务员语义,STEP 简化为 CETS 问题,其验证算法及证明与定理 1(2)类似. 
b) 对于无限服务员语义,给出一个验证 STEP 问题的非确定型算法,如算法 2(a)所示. 
算法 2(a). 无限服务员语义下步问题的非确定型算法. 

input:(P,T,F,W),M,k 

v1 

v2 v3 

v4 

(a) (b)

 p12

t1 t3 t4

p4p23

t2
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begin 
nondeterministically guess a transition multiset u ≤ max{M(p)| p∈P}, and verify that: 
(i) Σt∈T u(t) ≥ k 
(ii) Σt∈T u(t)·W(·, t) ≤ M 
if all these conditions hold then accept 

end 

假设 |P|=m,|T|=n,b 是权函数 W 和标识 M 中的最大正整数 .P,T,F,W,M 和 k 的长度分别是 O(logm), 
O(logn),O(mnlogb),O(mnlogb),O(mlogb)和 O(logn),故输入的总长度是 O(mnlogb).根据命题 2,u≤max{M(p)| 
p∈P},故 u 的长度是 O(nlogb).验证 (i)需时间 O(nlogb),验证 (ii)需时间 O(nmlog2b),故验证 (i)和 (ii)需时间

O(mnlog2b).这是一种可在多项式时间内验证 STEP 问题的非确定型算法.故 STEP 属于 NP. 
c) 对于多服务员语义(假定每个变迁的服务员为 d 个),给出验证 STEP 的非确定型算法,如算法 2(b)所示. 
算法 2(b). 多服务员语义下步问题的非确定型算法. 
input:(P,T,F,W),M,k 
begin 

nondeterministically guess a transition multiset u≤d, where d is the number of servers, and verify that: 
(i) Σt∈Tu(t)≥k 
(ii) Σt∈Tu(t)W(·,t)≤M 
if all these conditions hold then accept 

end 
假设 |P|=m,|T|=n,b 是权函数 W 和标识 M 中的最大正整数 .P,T,F,W,M 和 k 的长度分别是 O(logm), 

O(logn),O(mnlogb),O(mnlogb),O(mlogb)和 O(logn),故输入的总长度是 O(mnlogb).u 的长度是 O(n),验证(i)需时间

O(n),验证(ii)需时间 O(nmlogb),故验证(i)和(ii)需时间 O(mnlogb).这是一种可在多项式时间内验证 STEP 问题的

非确定型算法.故 STEP 属于 NP. 
综合(1)和(2)的证明可知,一般 Petri 网系统的 STEP 问题是 NP 完全的. □ 
可以看出,3种服务语义下,STEP问题的验证算法思想是相同的,只是被验证的步 u的范围稍有不同.在无限

服务员语义下,步 u 的范围最大,因此验证算法的复杂度也最大.鉴于这个原因及篇幅所限,下面仅考虑无限服务

员语义. 

2.3   极大步问题 

在计算复杂性理论中,函数问题[13]不同于判定问题,它具有更复杂的回答,而不只是判定 Yes 或 No. 
定义 17[13]. 复杂类 FP 表示用确定型图灵机在多项式时间可解决的函数问题集. 
定义 18(极大步问题,MSTEP). 给定 Petri 网Σ=(P,T,F,W)和标识 M∈ReachΣ(M0),求 Petri 网Σ在标识 M 的一

个极大步. 
定理 3. 对于 Petri 网系统,MSTEP∈FP. 
证明:给出一个求解极大步的确定性算法(算法 3). 
算法 3 首先初始化 u 为空多重集.然后从 T 中任意选取一个变迁 t,若 t 在 M 使能,则将变迁 t 加入到 u,然后

从 M 中减去 W(·,t);如果 t 在 M 仍然使能,再将 t 加入到 u 并减去 W(·,t),直到 t 不再使能.接着再从 T 中选择下一

变迁,如此继续,直到 T 中的所有变迁被访问完毕为止,这时返回 u.  
算法 3. 极大步问题的确定型算法. 
input:(P,T,F,W),M 
begin 

for each transition t in T 
u(t)←0 
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for each transition t in T 
while (W(·,t)≤M) 

u(t)←u(t)+1 
M←M−W(·,t) 

return u 
end 
为了验证算法的正确性,要证明:(i) 算法一定会终止;(ii) 当算法终止时,u 一定是 M 的一个极大步. 
(i) 由于 T 是有限集,故两个 for 循环的次数均为|T|.根据定义 9,dM(t)≤min{M(p)|p∈•t},于是每次 while 循环

不会超过 min{M(p)|p∈•t}次.因此,对于输入Σ和 M 来说,算法 3 一定会终止. 
(ii) 先用归纳法证明算法终止时 u 是步. 
设 ui 和 Mi 是第 i 次 while 循环时的 u 和 M 的值. 
当 k=0 时,u0 是空多重集,M0=M.显然,u0 是步. 
假设当 k=i 时,ui 是步,Mi=M−Σt∈Tui(t)·W(·,t). 
当 k=i+1 时 ,不妨设选取的是 tj.若 tj 在 Mi 使能 ,由归纳假设 ,Mi=M−Σt∈Tui(t)·W(·,t),于是 W(·,tj)+ 

Σt∈Tui(t)·W(·,t)≤M,根据步的定义,ui+1={tj}+ui 是步.若 tj 在 Mi 不使能,由归纳假设,ui+1=ui 是步. 
再用反证法证明当算法终止时 u 是极大步. 
假设当第 n 次 while 循环后算法终止,但 un 不是极大步,则∃u′∈STΣ(Mn),∃t′∈T,使 un+{t′}≤u′,于是 W(·,t′)+Σt∈T 

un(t)·W(·,t)≤Σt∈T u′(t)·W(·,t)≤M,即有W(·,t′)≤M−Σt∈T un(t)·W(·,t)=Mn,根据while循环条件,此时算法 3不会终止,与假

设矛盾. 
设|T|=n,|P|=m,b 是权函数 W 和标识 M 中的最大正整数.对于第 1 个 for 循环,需时间 O(nlogb).对于第 2 个

for 循环,外层 for 循环 n 次,内层 while 循环至多 b 次,每次需时间 O(mlogb),故第 2 个 for 循环需时间 O(nmblogb).
这是一种多项式时间算法.因此 MSTEP∈FP. □ 

2.4   最大步问题 

定义 19[13]. 对函数问题 A,若存在问题 B∈NP 使得 A 能够多项式时间图灵归约(polynomial-time Turing 
reduction)到 B,则称 A 是 NP 易解的(NP-easy).若对每个 B∈NP,B 都能多项式时间图灵归约到函数问题 A,则称 A
是 NP 难解的(NP-hard).若函数问题 A 既是 NP 易解的又是 NP 难解的,则称 A 是 NP 等价的(NP-equivalent). 

引理 3[13]. 对于函数问题 A,若存在 NP 完全问题 B 和 C,使 B 能够多项式时间图灵归约到 A,且 A 能多项式

时间图灵归约到 C,则 A 是 NP 等价的. 
定义 20(最大步问题,MMSTEP). 给定 Petri 网Σ=(P,T,F,W)和标识 M∈ReachΣ(M0),求 Petri 网Σ在标识 M 的

一个最大步. 
定理 4. 对于 Petri 网系统,MMSTEP 是 NP 等价的. 
证明:现在从 STEP 多项式时间图灵归约到 MMSTEP.设 FIND-MMSTEP(Σ,M)是求解 MMSTEP 的子程序,

给出判定 STEP 问题的算法(算法 4). 
算法 4 调用子程序 FIND-MMSTEP(Σ,M)找到一个最大步 u,然后计算它的长度并与 k 进行比较.设子程序

FIND-MMSTEP(Σ,M)需常数时间 ,计算 |u|且与 k 比较的时间需 O(n),这里 |T|=n.故算法只需多项式时间 ,因
此,MMSTEP 是 NP 难解的.再考虑 MMSTEP 多项式时间图灵归约到 STEP.设 DECISION-STEP(Σ,M,k)是判定

STEP 的子程序,给出求解 MMSTEP 的算法(算法 5). 
算法 4. 利用最大步算法判定步问题. 
Input: Σ,M,k 
begin 

u←FIND-MMSTEP(Σ,M) 
if |u|≥k then accept else reject 
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end 
算法 5. 利用步问题判定算法求解最大步. 
Input: Σ,M 
begin 

k←Σt∈T dM(t) 
while not DECISION-STEP (Σ,M,k) 

k←k−1 
for each transition t in T 

u(t)←0 
for each transition t in T 

while (W(·,t)≤M and DECISION-STEP(Σ,M−W(·,t),k−1)) 
    M←M−W(·,t) 

k←k−1 
u(t)←u(t)+1 

return u 
end 
算法 5 首先初始化最大步的基数上界 k,第 1 个 while 循环计算最大步基数,第 2 个 for 循环检验每个变迁

是否为最大步中的变迁.若 t 使能且 DECISION-STEP 返回真,表明去掉 1 个 t 仅会使 k−1,则 t 是最大步中的变

迁;否则不是最大步中的变迁.设|T|=n,|P|=m,b 是权函数 W 和标识 M 中的最大正整数.第 1 个 while 循环计算最

大步基数 k 需时间 O(n);for 循环迭代 n 次,而其内部的 while 循环至多循环 b 次,每次需时间 O(mlogb),故整个

for 循环需时间 O(nmblogb).这是一种多项式时间算法,因此 MMSTEP 是 NP 易解的. 
由引理 3,MMSTEP 是 NP 等价的. □ 

3   子问题分析 

下面介绍两种典型的特殊子网. 
定义 21[1]. 设Σ=(P,T,F,W)是一个 Petri 网,且所有弧的权值为 1,则 
(1) 若∀p1,p2∈P:p1

•∩p2
•≠∅→p1

•=p2
•,则称Σ是扩展自由选择网(extended free-choice net,简称 EFC); 

(2) 若∀p1,p2∈P:p1
•∩p2

•≠∅→p1
•⊆p2

•∨p2
•⊆p1

•,则称Σ是非对称选择网(asymmetric choice net,简称 AC). 
定理 5. 对于非对称选择网,定义二元关系 R={(t1,t2)|(t1,t2)∈T 2 ∧ •t1∩

•t2≠∅},则 R 是等价关系. 
证明:∀t∈T,有•t∩•t≠∅,即(t,t)∈R,故 R 是自反的. 
∀t1,t2∈T,若(t1,t2)∈R,即•t1∩

•t2≠∅,则•t2∩
•t1≠∅,即(t2,t1)∈R,故 R 是对称的. 

∀t1,t2,t3∈T,若(t1,t2)∈R 且(t2,t3)∈R,即•t1∩
•t2≠∅且•t2∩

•t3≠∅,不妨设 p12∈
•t1∩

•t2,p23∈
•t2∩

•t3,则{t1,t2}⊆p12
•,{t2, 

t3}⊆p23
•,即有 t2∈p12

•∩p23
•≠∅.由于Σ是 AC,故有 p12

•⊆p23
•或 p23

•⊇p12
•,即有{t1,t2,t3}⊆p23

•或{t1,t2,t3}⊆p12
•,于是•t1∩ 

•t3≠∅,即(t1,t3)∈R,故 R 是传递的. 
因此,R 是等价关系. □ 
由于 EFC⊆AC[1],故对于扩展自由选择网,R 也是等价关系.定义由 R 诱导的等价类[t]={t′|(t,t′)∈R},商集 T/R 

={[t]|t∈T}.用 RM=R∩(EnΣ(M)×EnΣ(M))表示 R 在 EnΣ(M)上的限制(restriction),[t]M={t′|(t,t′)∈RM}表示使能等价 
类,T/RM={[t]M|t∈EnΣ(M)}表示使能商集.为了方便问题的证明,再扩展几个符号表示:用 Pi

•=∪p∈Pi(p
•)表示库所集

Pi 的输出变迁集;•Ti=∪t∈Ti(
•t)表示变迁集 Ti 的输入库所集;M(Pi)=∑p∈PiM(p)表示 Pi 中所有库所的托肯数之

和,u(Ti)=∑t∈Tiu(t)表示 Ti 中所有变迁在步 u 中出现的数目之和. 
定理 6. 对于扩展自由选择网系统(Σ,M0),∀M∈ReachΣ(M0),∀u∈MSTΣ(M),|u|=Σ[t]∈T/RdM(t). 
证明:先证∀u∈MSTΣ(M),∀[t]∈T/R:u([t])=dM(t). 
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∀[t]∈T/R,∀t′∈[t],则•t′=•t,且∀p∈•t:W(p,t′)=W(p,t)=1,于是 dM(t′)=dM(t). 
若假设 u([t])>dM(t),根据 dM(t)的定义 ,必∃p∈•t:dM(t)=dM(t)·W(p,t)=M(p),于是Σt′∈[t]u(t′)·W(p,t′)=Σt′∈[t]u(t′)= 

u([t])>dM(t)=M(p).根据步的定义,u 不是步,与题设矛盾.若假设 u([t])<dM(t),令 u′=u+{t},得 u′([t])≤dM(t).根据 dM(t)
的定义,∀p∈•t:dM(t)≤M(p)/W(p,t)=M(p).于是,∀p∈•t,有Σt′∈[t]u′(t′)·W(p,t′)≤dM(t)≤M(p).由步的定义,u′是步,故 u 不是

极大步,与题设矛盾.因此∀u∈MSTΣ(M),∀[t]∈T/RM:u([t])=dM(t). 
所以,∀u∈MSTΣ(M),|u|=Σt∈T u(t)=Σ[t]∈T/Ru([t])=Σ[t]∈T/RdM(t). □ 
定理 7. 对于扩展自由选择网系统,STEP∈P. 
证明:由定理 6 可知,对于给定的扩展自由选择网Σ和标识 M,所有极大步的基数都相等,故 MMSTΣ(M)= 

MSTΣ(M),即极大步集合等于最大步集合.又由于 MSTEP∈FP(定理 3),故 MMSTEP∈FP. 
接下来,利用算法 4 判定 STEP 问题.设 FIND-MMSTEP(Σ,M)是求解一个最大步的子程序,由于 MMSTEP∈ 

FP,故 FIND-MMSTEP(Σ,M)可在多项式时间内找到一个最大步 u,又由于计算|u|且与 k 比较也只需多项式时间,
因此 STEP∈P. □ 

为了证明非对称选择网的步问题复杂性,需引入一个新的概念⎯⎯ 最小完全覆盖集. 
定义 22(最小完全覆盖集). 一个库所集 Pi⊆P 被称为变迁集 Tj⊆T 的覆盖集(cover set),当且仅当 Pi

•⊇Tj.库所

集 Pi 被称为变迁集 Tj 的完全覆盖集(complete cover set),当且仅当 Pi
•=Tj.用 CV(Tj)表示 Tj 的所有完全覆盖集的

集合.一个库所集 Pmin⊆P 称为使能变迁集 Tj⊆EnΣ(M)的最小完全覆盖集(minimal complete cover set),当且仅当

满足:(1) Pmin∈CV(Tj);(2) ∀Pi∈CV(Tj),M(Pmin)≤M(Pi).用 MCV(Tj)表示 Tj 的所有最小完全覆盖集的集合. 
命题 3. 给定非对称选择网系统(Σ,M0)和可达标识 M∈ReachΣ(M0),∀[t]M∈T/RM,∀Pmin∈MCV([t]M),有: 
(1) ∀p1,p2∈Pmin:p1

•∩p2
•=∅; 

(2) ∀t′∈[t]M:|•t′∩Pmin|=1. 
证明:(1) 用反证法.假设∃p1,p2∈Pmin:p1

•∩p2
•≠∅,根据非对称选择网定义,有 p1

•⊆p2
•∨p2

•⊆p1
•,不妨设 p1

•⊆p2
•,

令 minP′ =Pmin−{p1},则有 minP′ •=Pmin
•=[t]M,得 P′min∈CV([t]M).由于 [t]M 是使能变迁集 ,故∀p∈Pmin,M(p)>0,即有

M(p1)>0,故 M( minP′ )=M(Pmin−{p1})<M(Pmin).于是,Pmin 不是[t]M 的最小完全覆盖集,与题设矛盾.(2) 由于 Pmin
•= 

[t]M,则必∀t′∈[t]M,∃p∈Pmin:t′∈p•,即 p∈•t′.假设还∃p′∈Pmin,使 p′∈•t′,则 t′∈p•∩p′•≠∅.与(1)的结论矛盾.  □ 
定理 8. 给定非对称选择网系统(Σ,M0),标识 M∈ReachΣ(M0),设最小完全覆盖集 Pmin∈MCV(EnΣ(M)),则

∀u∈MSTΣ(M):|u|=M(Pmin). 
证明:不妨设 Pt,min∈MCV([t]M).根据命题 3(2)可知,[t]M中的任意变迁的前集中仅有一个库所属于 Pt,min.即每

实施[t]M 中的一个变迁,便会使 Pt,min 中失去一个托肯.于是有 u([t]M)=M(Pt,min).故∀u∈MSTΣ(M),|u|=Σt∈Tu(t)=Σ[t]M 

∈T/RMu([t]M)=Σ[t]M∈T/RM M(Pt,min)=M(Pmin). □ 

定理 9. 对于非对称选择网系统,STEP∈P. 
证明:证明过程与定理 7 类似,略.  □ 

4   结论与展望 

本文提出步的判定问题,并得到几个重要的复杂性结论:(i) Petri 网的步问题是 NP 完全的;(ii) Petri 网的极

大步问题是多项式时间可解的;(iii) Petri 网的最大步问题是 NP 等价的;(iv) 扩展自由选择网的步问题是 P 问

题;(v) 非对称选择网的步问题是 P 问题.这些结论将为基于步的 Petri 网构造算法提供有价值的理论依据.进一

步的工作重点是:研究步枚举问题的算法及复杂性,步枚举问题就是列举某一状态下所有步的问题,这个问题显

然要比判定问题更困难. 
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