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Abstract:  Two methods are presented to calculate the lower bound and upper bound on the bisection width of 
H-Torus topology. These two methods can also be applied to the 2D Torus topology. A method is presented to 
calculate the exact bisection width for H-Torus too. But this method has unacceptable complexity and can only be 
accepted with small scale. It is shown that H-Torus topology has larger bisection width. Regarding precision, the 
lower bound and upper bound introduced in this paper are greatly improved. This result strongly supports the design 
of scalable routers. 
Key words:  H-Torus; 2D Torus; bisection width; direct network; scalable router 

摘  要: 针对 H-Torus 拓扑结构,给出两种确定该拓扑结构等分带宽上、下界的方法.这些方法同样适用于 2D 
Torus拓扑结构.还提出了H-Torus结构等分带宽的精确求解方案,但是该算法的复杂度过大,只适用于网络规模较小

的情况.实验表明,H-Torus 拓扑结构的等分带宽大于同等规模的 2D Torus 结构,更有利于提高路由器的吞吐率.与现

有的研究结果相比,所提出的等分带宽上、下界在精度上有了较大的提高,这为可扩展路由器的性能评估提供了有

力的支持. 
关键词: H-Torus;2D Torus;等分带宽;直连网络;可扩展路由器 
中图法分类号: TP393   文献标识码: A 

路由器和链路将 Internet 中原本孤立的端用户互连起来,分组在由源端用户传输到目的端用户的过程中,
可能需要经过多台路由器.一个典型路由器主要由线卡和交换网络两部分组成.分组由输入端口到达线卡,线卡

根据分组中包含的目的地址信息在路由表中进行查找,得到相应的输出线卡和输出端口编号,同时对分组内容

作出修改.分组在进入交换网络之前通常需要进行分片处理,即切割成长度相等的数据单元(通常称为信元,本
文中如果没有特别说明,提及的分组均指信元);交换网络将分组由输入线卡转发到输出线卡;在离开线卡前,分
组通常还需要进行重组处理. 
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Internet发展迅速,网络用户对网络容量的需求(通过对用户流量进行测量)按照每年大约提升 1倍的速度增 
长[1],而商用路由器的容量增长速度只是接近摩尔定律,即每 18 个月增加 1 倍[2].为了满足不断增长的用户需求,
路由器需要提供更大的容量,也就意味着路由器需要支持更多的端口数目或更高的端口速率.但是,很多因素制

约了端口速率的增加[3].因此,路由器的研究重点正由单纯提高端口速率逐渐转移到交换网络如何支持更多的

端口数目,即设计可扩展的交换网络上.目前,绝大多数的商用路由器都采用集中式交换网络.这类交换网络很

难在扩展性、扩展粒度和调度算法实现复杂度等方面寻找到一个平衡点.例如,共享缓存和共享总线结构的扩

展性受到带宽的限制;MIN 类交换网络的扩展性较好,但是扩展粒度大,调度算法复杂;负载均衡结构[4]虽然具有

调度算法简单和扩展粒度低的优点,但是全连接的要求却限制了其扩展性;而对于 crossbar 结构,则存在扩展性

差和调度算法复杂的缺点. 
直连网络最初主要应用于处理器和存储器之间的互连,或是 I/O 端口间的互连;后来,这一技术又成功应用

于可扩展路由器的设计(传统的分组交换问题转换为直连网络内部的分组路由问题).其中,基于 3D Torus(又称

为 k-ary 3-cube)结构[5]的交换网络在 Avici 公司的 TSR 路由器中得到应用[6].TSR 中的每个线卡作为该拓扑结

构的一个节点,在源节点和目的节点之间存在多条可选路径.这一设计具有下述优点:扩展粒度小,规模大;有利

于实现负载均衡;具有较高的容错性.虽然 3D Torus 拓扑结构本身具有较好的扩展性,但是在 TSR 具体实现时,
当线卡数目达到 320[6]后,整个交换网络的等分带宽不再增加,为了提供所需的加速比,再增加线卡就会降低整

个路由器的性能,因此限制了TSR的扩展规模.H-Torus[7]结构表现出更好的拓扑属性,并且在具体部署时能够保

障等分带宽随着节点数目的增加而增加. 
网络直径和等分带宽是评价直连网络交换性能的两个重要指标.如果将直连网络 N 的节点集合 V 划分为

两个子集合 V1 和 V2,并且满足下述条件,则需要去除一些边,称为对网络 N 进行等分:1) 2)  
;3) 等分带宽表示所有等分中所需切除边数的最小值,记为 BN.等分带宽直接关系到拓扑结构的

吞吐性能,因此对于路由器这类强调吞吐率的设备就显得更为重要.路由器针对注入流量不提供反压机制,因此

路由器必须支持任意类型的注入流量.以等分类型流量为例,由 V1 中节点注入的流量目的节点均属于 V2,由 V2

中节点注入的流量目的节点均属于 V1,此时所有的流量均经过等分截面.显然,等分带宽是该类流量下的交换 
瓶颈. 

1 2| | 0;
V 1 2|| | | || 1.V V− ≤

但是,求解任意拓扑结构的等分带宽属于 NP-complete 问题[8],即便是针对 d-regular 图(图中所有节点的度

均为 d,且 d>0)[9].可以将等分带宽问题与矩阵的特征值问题联系起来,定义直连网络 N 的拉普拉斯变换矩阵

L(N)={lv,w}[9]为 
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矩阵 L(N)的|V|个特征值记为λ1,λ2,…,λ|V|,且满足λ1≤λ2≤…≤λ|V|.由此得出的等分带宽下界为λ2|V|/4[9].文献[9] 

指出,在特定条件下,可以得到一个更精确的下界 1/2≤β<1. 2 | |,Vβλ

对于任意给定的拓扑结构,如果选择一个等分切割方式,则显然根据定义该切割得到的结果就是等分带宽

的一个上界.文献[10]针对循环图给出了在特定等分下等分带宽上界,但是在 H-Torus 结构中,这个上界的误差

太大.因此,在求解特定拓扑结构等分带宽的上界时,需要充分结合拓扑结构本身的特点,选择特定的切割方式,
以降低上界与精确解之间的差距. 

本文第 1 节在讨论 H-Torus 拓扑结构的基础上,介绍一种称为 LNF 的最短路径路由算法.第 2 节给出精确

求解 H-Torus 结构等分带宽的方法,同时给出 H-Torus 结构等分带宽上、下界的求解方法.第 3 节将本文的结论

同现有研究成果进行比较,用实验来评测上、下界在精度上的改进,并在较小规模下与精确解进行比较.在同等

规模下,H-Torus 结构比 2D Torus 结构具有更高的等分带宽.第 4 节对全文进行总结,指出下一步的研究工作. 



 

 

 

乐祖晖 等:H-Torus 拓扑结构等分带宽的计算 417 

1   H-Torus结构简介 

H-Torus 结构是 H-Mesh[11]结构的变体,本节将详细讨论该结构的一些拓扑特性. 

1.1   H-Mesh和H-Torus结构 

H-Mesh 结构如图 1(a)所示,该结构的外围节点位于同一个正六边形上.在 H-Mesh 结构中,外围节点的度小

于 6,所以该拓扑结构属于非规则图.文献[11]针对 H-Mesh 结构,对外围节点进行了统一处理,称为连续类型的连

接(continuous type wrapping).如图 1(b)所示,在 H-Mesh 结构中引入了 x,y 和 z 坐标轴,在 3 个方向上分别定义第

0 行,第 1 行,…,第 2t−2 行(t 表示 H-Mesh 结构的圈数).每个方向上,第 i 行的尾节点和第 j(j=(i+t−1) mod (2t−1))
行的首节点相连.由文献[11]可知,经过这样的处理,所得拓扑结构为自同构图,该拓扑结构记为 H-Torus.为了方

便讨论,定义只包含 1 个节点的 H-Mesh 结构的圈数为 1,简记为 HM1,相应的 H-Torus 结构简记为 HT1,…;圈数

为 t 的 H-Mesh 结构简记为 HMt,相应的 H-Torus 结构简记为 HTt.HTt 中节点数目|V|=3t2−3t+1[7],边数目|E|=3|V|[7]. 
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(a) H-Mesh (b) H-Torus 

Fig.1  H-Mesh and H-Torus topologies 
图 1  H-Mesh 和 H-Torus 拓扑结构 

在 HTt 中建立如图 1(b)所示的 3 轴坐标系,分别沿 x,y 和 z 轴方向对

节点 v1和 v2进行编号,所得坐标记为(x1,y1,z1)和(x2,y2,z2).记符号[x]y≡x mod 
y,其中 x 为整数 ,y 为正整数 .由文献[11]可知 ,HTt 中满足下述关系式 : 
[x2−x1]|V|=[(3t2−6t+3)(y2−y1)]|V|,[x2−x1]|V|=[(3t2−6t+2)(z2−z1)]|V|. 
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如果沿 x 轴方向对所有节点进行编号(如图 1(b)所示),则该编号可以

唯一标识 H-Torus 结构中各个节点,由此不难得出节点 0 的 6 个邻居分别

为 1,3t−2,3t−1,3t2−6t+2,3t2−6t+3 和 3t2−3t.当 t=2 时,满足 3t2−3t>3t−2> 
3t2−6t+3;当 t>2 时,3t−1<3t2−6t+2,3t2−6t+3<3t2−3t.所以,当 t=2 时,定义邻接

矢量:L=(1,3t2−6t+2,3t2−6t+3,3t−2,3t−1,3t2−3t);当 t>2 时,定义邻接矢量:L= 
(1,3t−2,3t−1,3t2−6t+2,3t2−6t+3,3t2−3t).因此,对于 HTt(t>2)中任意给定节点

i(0≤i<|V|),其 6 个邻居分别为 [i+1]|V|,[i+3t−2]|V|,[i+3t−1]|V|,[i+3t2−6t+2]|V|, 
[i+3t2−6t+3]|V|,[i+3t2−3t]|V|.所以 ,HTt 属于自同构图和循环图 ,同时还是

6-regular 图;HTt 还满足节点对称和边对称.图 2 是 HT3 的另一种组织方式. 

Fig.2  A redrawn HT3 
图 2  HT3 的另一种组织方式 

显然,HTt 的邻接矩阵属于循环矩阵,该矩阵第 1 行中邻接矢量对应的列,元素值为 1,其余各项均为 0;第
i(1<i≤|V|)行元素的值可以由第 i−1 行元素循环右移 1 列得到. 

1.2   H-Torus结构中的LNF算法 

1.2.1   相对坐标的建立 
因为 H-Torus 结构为自同构图,所以其中任意节点都可视为对应 H-Mesh 结构的中心节点.如图 3 所示,以节

点 s 为中心,定义 6 条轴线:axiss,0,axiss,1,…,axiss,5;另外,定义 6 个区域:regions,0,regions,1,…,regions,5.显然,s 的 6 个
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邻居节点 n0,n1,…,n5 分别位于 axiss,0,axiss,1,…,axiss,5 上.除 s 外的任意节点 d 必然位于某条轴线 axiss,i(i∈{0,1,…, 
5})上或某个区域 regions,j(j∈{0,1,…,5})中.例如,图 3 中的 d1 位于 regions,4 中,d2 位于 axiss,3 上. 

实际系统中,任意给定节点 s 除了记录自己的编号以外,还需要记录其余各个节点 d 相对于 s 的位置信

息:(Dd,s,posd,s),其中 Dd,s 表示 d 到 s 的距离,posd,s 表示 d 相对节点 s 所处的轴线或区域.例如,图 3 中,节点 s 记录

的 d1 的位置信息为(2,region4),d2 的位置信息为(2,axis3). 
对于 HTt(t>2)中任意给定节点 s,其余的节点可以分为两类:s 的邻接节点和非邻接节点.邻接节点的 ID 可以

根据邻接矢量得到,n0=[s+1]|V|,n1=[s+3t2−6t+3]|V|,n2=[s+3t2−6t+2]|V|,n3=[s+3t2−3t]|V|,n4=[s+3t−2]|V|,n5=[s+3t−1]|V|.如
图 4 所示,按箭头所示方向,可以得到沿途各个节点的 ID,而且可以得到各个节点相对节点 s 的位置信息和距离

信息. 
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Fig.3  Division of topology based on node s 
图 3  基于节点 s 的拓扑分割 

Fig.4  Computing the information of all nodes based on node s 
图 4  基于节点 s 计算所有节点的信息 

1.2.2   LNF 路由算法 
假设分组由节点 s 注入,目的节点为 d,例如,图 3 中的节点对(s,d1).节点 s 上记录的关于节点 d1 的信息为(d1, 

2,regions,4),记节点 n4 为节点对(s,d1)的左邻居(left neighbor,简称 LN),节点 n5 为节点对(s,d1)的右邻居(right 
neighbor ,简称 RN).节点对(s,d2)的左邻居与右邻居重合,即为节点 n3.如果在分组的路由过程中始终选择当前节

点和目的节点的左邻居,则记为左邻居优先最短路径路由算法,简记为 LNF 算法. 

2   计算H-Torus结构的等分带宽 

2.1   H-Torus结构等分带宽的精确求解 

根据等分带宽的定义,必须遍历所有等分方案,从中选择最小值.在 HTt 中,节点数目|V|=3t2−3t+1=3t(t−1)+1,
所以|V|为奇数.从|V|个节点中选择(|V|−1)/2 个节点作为节点集合 V1,剩下的(|V|+1)/2 个节点作为节点集合 V2,所 

以总的等分方案数为 .将 V1 中的节点按序号从小到大的次序排列,得到 v1v2…v(|V|−1)/2(v1<v2<…<v(|V|−1)/2), (| | 1) / 2
| |

V
VC −

由于 HTt 结构属于同构图,所以这里只需考虑 v1=0 的情况,其余情况都可以由该情况求解,所以总的方案数目 

降为 . (| | 3) / 2
| | 1

V
VC −
−

得到子集 V1 和 V2 后,源节点属于 V1 的边共计 6⋅(|V|−1)/2=3⋅(|V|−1)条,设目的节点属于 V1 的边的数目为 M,
则目的节点属于 V2 的边的数目为 3⋅(|V|−1)−M,根据等分带宽的定义可知,该值恰好对应该等分所切除的边 

数.求解 M 的时间复杂度为
(| | 1) (| | 3) (| | 1)(| | 3) .

2 2 4
V V V V− − − −

⋅ = 所以,总的算法复杂度为 
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 (| | 3) / 2
| | 1
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2 2

V
V

V V V V VC
V V

−
−
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 (2) 

取 t=2,得|V|=7,对应的时间复杂度为 90;取 t=3,得|V|=19,对应的时间复杂度为 3 150 576;取 t=4,得|V|=37,对
应的时间复杂度为 2 630 833 959 600.不难看出,当 t 较大时,精确求解 HTt 的等分带宽是不可行的. 

2.2   利用等分法求解H-Torus结构等分带宽的上界 

文献[7]给出了 H-Torus 的一种等分方案,如图 5 所示(忽略了外围节点的连接).该等分方案所切除的边数记

为 HTt 结构等分带宽的上界:Bu=10t−10(t>3).这种求解等分带宽上界的方法称为等分法. 

 

 

y
z

x

 
(a) t=2 (b) t=4 

Fig.5  A method to bisect HTt 
图 5  HTt 的一种等分方法 

2D Mesh 和 2D Torus 结构是目前可扩展路由器[6]设计中常选的拓扑结构,这里选取规模均为 n⋅n 的 2D 
Mesh 和 2D Torus 进行分析.若 n 为奇数,利用等分法,等分方案如图 6(a)所示;若 n 为偶数,等分方案如图 6(b)所
示.不难得出,当 n 为奇数时 2D Mesh 和 2D Torus 的等分带宽上界分别为 n+1 和 2⋅(n+1);当 n 为偶数时,2D Mesh
和 2D Torus 的等分带宽上界分别为 n 和 2n.类似地,由图 6 容易得到 3D Mesh 和 3D Torus 结构按照这种切割方

式得到的等分带宽上界.选取规模为 n⋅n⋅n 的 3D Mesh 和 3D Torus 结构:若 n 为奇数,则 3D Mesh 和 3D Torus 的
等分带宽上界分别为 n⋅(n+1)和 2n⋅(n+1);若为偶数,则 3D Mesh 和 3D Torus 的等分带宽上界分别为 n2 和 2n2. 

 
 

(a) n=4 (b) n=5 

Fig.6  A method to bisect 2D Mesh and 2D Torus topologies 
图 6  2D Mesh 和 2D Torus 拓扑结构的一种等分方法 

2.3   利用边负载法求解H-Torus结构等分带宽的下界 

在包含|V|个节点的直连网络中,如果在任意给定源节点和目的节点之间只选择一条路由,则共有|V|⋅(|V|−1)  
条路由.假设经过边 e 的路由数目为 Re,令 max max( ).ee E

R R
∈

= 假设在某个等分切割方式下得到节点集合 V1 和 V2,且 

切断的边数恰好等于等分带宽 BN,则至少有 2⋅|V1|⋅|V2|条路由被切断(可能存在源节点和目的节点同在 V1 或 V2

中的路由被切断).因此,可以得到:BN⋅Rmax≥2⋅|V1|⋅|V2|,即 BN≥(2⋅|V1|⋅|V2|)/Rmax.这种求解等分带宽下界的方法称为

边负载法. 
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t t

在 HTt(t>1)中,任意一点 vi(0≤vi≤|V|−1)都可以视为对应 H-Mesh 结构的中心点.取 LNF 算法作为路由算法,
则由节点 vi 出发,去往其余各个节点 vj(vi≠vj)的情况可以分为 t−1 组:vj 位于第 2 圈,…,vj 位于第 t 圈;每组节点的

数目分别为 6,…,6⋅(t−1);由 vi 去往每组节点的路由长度分别为 1,…,(t−1).因此,由节点 vi 出发去往其余各个节点

的路由长度之和为 

 2 2 2

,0 , | | 1
6 1 1 6 2 2 ... 6 ( 1) ( 1) 6 (1 2 ... ( 1) ) ( 1)(2 1)ij

j i i j V
r t t t t

≠ ≤ ≤ −

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ − ⋅ − = ⋅ + + + − = − −∑  (3) 

HTt 结构满足节点对称和边对称,因此,|V|(|V|−1)条路由的长度之和为|V|*t(t−1)(2t−1).总的链路数目为 3|V|,
因此每条链路上平均经过的路由数目均为|V|⋅t(t−1)(2t−1)/(3|V|)=t(t−1)(2t−1)/3.将节点集合等分为 V1 和 V2 时, 

满足 1 2
| | 1 | | 1| | | |

2 2
V VV V − +

⋅ = ⋅ .因此,HTt(t>1)的等分带宽下界为 

 
29(3 3 2)| | 1 | | 1 ( 1)(2 1)2

2 2 3 2(2 1)
t tV V t t t

t
− +− + − −⎛ ⎞⋅ ⋅ =⎜ ⎟ −⎝ ⎠

 (4) 

根据拓扑结构的特点,很容易证明同等规模的 2D Torus 结构比 2D Mesh 结构具有更高的等分带宽.所以,
这里只分析 2D Torus 结构的等分带宽下界,同样采用边负载法进行分析. 

当 n 为奇数时,如图 7(a)所示,取相应 2D Mesh 的中心点 s,令节点 s 的坐标为(0,0),同时定义以 s 为原点的直

角坐标系,则在该坐标系下,节点 d=(x,y)和节点 s 之间的距离为|x|+|y|.因此,由 s 出发去往其余各个节点的路由长

度之和(采用 DOR 路由算法[12])为 

 2 3

| | ( 1) / 2,| | ( 1) / 2 | | ( 1) / 2 | | ( 1) / 2
| | | | ( 1) / 2 ( ) / 2sd

x n y n x n y n
r n x n y n n n n

≤ − ≤ − ≤ − ≤ −

= ⋅ + ⋅ = ⋅ − = −∑ ∑ ∑  (5) 

 y 

xs

 

 

x

y

s

 

(a) n=5 (b) n=4 

Fig.7  Computation of distances between node s and other nodes 
图 7  计算节点 s 到其余各个节点的距离 

2D Torus 结构同样满足节点对称和边对称,因此,n2(n2−1)条路由的长度之和为 n3(n2−1)/2.总的链路数目为

2n2,则每条链路上经过的路由数目均为 n(n2−1)/4.另有|V1|⋅|V2|=(n2−1)⋅(n2+1)/4,因此,所求的等分带宽下界为 

 
2 2 2 2( 1)( 1) ( 1)2

4 4
n n n n n

n
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −

⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2= +  (6) 

当 n 为偶数时,如图 7(b)所示,s 取为左下角规模为(n−1)⋅(n−1)的 2D Mesh 的中心点,定义 s 的坐标为(0,0),
则该 2D Mesh 中各点到 s 的距离之和为((n−1)3−(n−1))/2.剩下各点到 s 的距离之和为 n(3n−2)/2.所以,s 到其余各

点的距离之和为 n3/2,则每条链路上经过的路由数目均为 n3/4.另有|V1|⋅|V2|=n4/4,因此,所求等分带宽下界为 

 
4

3
2 / 4 2

/ 4
n n

n
⋅

=  (7) 

由式(6)、式(7)可得:当 n 为奇数时,BN≥2n+1;当 n 为偶数时,BN≥2n.根据上一节的讨论可知,当 n 为奇数

时,BN≤2(n+1);当 n 为偶数时,BN≤2n.所以,当 n 为奇数时,B≈2(n+1);当 n 为偶数时,B=2n. 
类似地,可以由图 7 得到 3D Torus 结构的等分带宽下界,选取规模为 n⋅n⋅n 的 3D Torus 结构,其等分带宽

BN=2n2. 
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3   实验仿真 

本节将上一节的结论与现有的研究成果进行比较,用实验来评测上、下界在精度上的改进.通过比较可以

发现,相同规模下,H-Torus 结构比 2D Torus 结构具有更高的等分带宽. 

3.1   与现有结论的比较 

3.1.1   H-Torus 拓扑结构的拉普拉斯矩阵 
由于 H-Torus 拓扑结构的邻接矩阵为循环矩阵,所以对应的拉普拉斯变换矩阵 L(N)={lv,w}也是循环矩阵. 

且第 1 行(t>2)中有: 其余元素均为 0. 2 2 20,0 0,1 0,3 2 0,3 1 0,3 6 2 0,3 6 3 0,3 3
6, 1, 1, 1, 1, 1, 1,t t t t t t t t

l l l l l l l− − − + − + −
= = − = − = − = − = − = −

HTt(t>2)拉普拉斯变换矩阵第 1 行对应的多项式为 

  (8) 
2 23 2 3 1 3 6 2 3 6 3 3 3( ) 6 t t t t t t t tP m m m m m m m− − − + − + −= − − − − − −

1 的|V|个根为 cos(2kπ/|V|)+i⋅sin(2kπ/|V|)(k=0,1,…,|V|−1).代入式(8)得: 
  (9) (cos(2 / | |) sin(2 / | |)) 6 2cos(2 / | |) 2cos(2 (3 2) / | |) 2cos(2 (3 1) / | |)P k V i k V k V k t V k t Vπ + ⋅ π = − π − ⋅ − π − ⋅ − π

根据文献[13]可知,式(9)即为拉普拉斯变换矩阵的特征值,由此易得λ2,进而可以求解等分带宽的下界值

λ2|V|/4. 
3.1.2   循环图的等分带宽上界 

文献[10]给出了基于循环图的一个等分方案,即将序号为 0,1,…,|V|−1 的节点分为两个集合 V1 和 V2,并且满

足 : 当 |V| 为偶 数时 ,V1={0,1,…,(|V|−2)/2},V2={|V|/2,(|V|+2)/2,…,|V|−1}; 当 |V| 为 奇数 时 ,V1={0,1,…,(|V|−1)/2}, 
V2={(|V|+1)/2,(|V|+3)/2,…,|V|−1}.由此得到等分带宽的上界[10].基于此,得到 H-Torus 结构的一个等分方案上界为

Bu=2⋅(|1|+|3t−2|+|3t−1|)=2⋅(1+3t−2+3t−1)=12t−4. 
3.1.3   上、下界的比较 

图 8 显示了利用不同方法求解得到的 H-Torus 拓扑结构等分带宽的情况,即利用拉普拉斯方程求解所得的

等分带宽下界、利用循环图法求解所得的等分带宽上界,以及本文介绍的等分法求解得到的上界和边对称法求

解得到的下界.随着节点数目的增加,拉普拉斯变换法的下界趋近于 20,利用循环图法求解所得的等分带宽上界

误差大于等分法求解的上界,利用边对称法求解所得的等分带宽下界的误差则更加趋近于真实值.因此,利用本

文介绍的方法可以得到 H-Torus 结构更为精确的等分带宽上、下界,这为路由器的设计和吞吐率分析提供了更

强有力的支持. 
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Fig.8  Upper bounds and lower bounds on the bisection width of H-Torus topology 
图 8  H-Torus 拓扑结构等分带宽上、下界的比较 

3.2   与精确解的比较 

从前面的讨论可知,精确求解 H-Torus 结构的等分带宽是一项非常复杂的任务,只有在网络规模很小的情
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况下才可计算.在求解 H-Torus 结构等分带宽精确解的过程中,一个很重要的组成部分就是组合数的生成算法. 
根据文献 [14],给定 0,1,…,|V|−1 共计 |V|(这里 |V|为奇数 )个数 ,从中选择 (|V|−1)/2 个数构成一个组合

v1v2…v(|V|−1)/2,最简单的情况是 v1=0,v2=1,…,v(|V|−1)/2=(|V|−3)/2,可以从该组合得到其余各个组合,具体步骤如下: 
1. 求满足不等式 vi<(|V|+1)/2+i 的最大的下标 i,即 i=max{j|vj<(|V|+1)/2+j}; 
2. vi←vi+1; 
3. 从 i+1 位开始作修改: vj←vj−1+1; j=i+1,i+2,…,(|V|−1)/2. 
由于 H-Torus 属于自同构图,所以只需考虑 v1=0 的情况,其余的情况等同于这种情况. 
由计算结果可以得到 t=3 和 t=4 的最佳切割方式,如图 9 所示,相应的等分带宽分别为 20 和 28. 

 

 
(a) t=3 (b) t=4 

Fig.9  Bisection width of HTt 
图 9  HTt 的等分带宽 

HTt(t>2)的等分带宽上界为 Bu=10t−10,等分带宽下界为
29(3 3 2)

2(2 1)l
t tB

t
− +

=
−

.因此,HTt 等分带宽的近似解为 

 
22 67 87 389(3 3 2)( ) / 2 10 10 2

2(2 1) 4(2 1)u l
t tt tB B B t

t t
− +− +

= + = − + =
− −

 (10) 

图 10 是该近似解和精确解的比较,可以看出,该近似解具有较高的精度.考虑到精确解的计算复杂度,图中

只列出了规模较小的比较结果. 
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Fig.10  Approximate bisection width of H-Torus topology 

图 10  H-Torus 拓扑结构等分带宽近似解 

3.3   与2D Torus和3D Torus拓扑结构的比较 

在前面的讨论中得出了 2D Torus 结构和 3D Torus 结构的等分带宽.图 11 给出了 2D Torus,3D Torus 和

H-Torus 等分带宽(近似解)的比较.可以看出,在节点数目相同的情况下,3D Torus 具有最高的等分带宽,H-Torus
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其次,2D Torus 结构的等分带宽最低.但是,如图 12 所示,在实际部署时,3D Torus 结构受到机械结构的限制,当节

点数目达到 320 时[6],再增加线卡也不会改变实际等分带宽.图 12 中的第 1 条水平线出现在线卡由 2×2×2(对应

x×y×z,下同)变到 2×2×5 时,此时等分带宽维持 8 不变;第 2 条水平线出现在线卡由 5×4×5 变到 8×4×5 时;此时等

分带宽维持 40 不变;第 3 条水平线出现在线卡由 8×8×5 变到 14×8×5 时,此时等分带宽维持 80 不变. 
因此,从这个意义上说,H-Torus 结构具有更好的实际等分带宽,这将有利于提高路由器中交换网络的吞  

吐率. 
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Fig.11  Comparison of variant bisection widths 

图 11  各类等分带宽比较 
Fig.12  Bisection width of TSR router 

图 12  TSR 路由器等分带宽 

4   结论和未来的工作 

将直连网络引入路由器中交换网络的设计可以有效提升路由器的扩展能力,拓扑结构的等分带宽在很大

程度上决定了路由器的整体吞吐率 .但是 ,针对任意拓扑结构 (即便是 d-regular 图 )求解等分带宽属于

NP-complete 问题. 
本文以 H-Torus 结构为研究对象,提出了 LNF 路由算法.分别采用等分法和边对称法求解出 H-Torus 结构

等分带宽的上、下界,该方法同样适用于 2D Torus 结构.在节点相同的情况下,H-Torus 比 2D Torus 结构提供了

更高的等分带宽,更适合于可扩展路由器的设计.通过实验发现,本文求解得到的上、下界与精确解之间仍然存

在一定的误差,说明在上、下界的确定上仍然存在提升空间. 
拓扑结构是直连式交换网络的研究基础.在今后的研究中,研究重点将会集中在路由算法和流控方案的设

计上.针对 H-Torus 结构,还可以进行组播和 QoS 交换的研究.另外,还可以针对拓扑容错性和不规则拓扑等方面

展开研究. 
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